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AVERTISSEMENT DE L'ÉDITEUR. 


Dans cette édition francaise, le texte de l’illustre Maxwell à été 
scrupuleusement respecté; mais, en raison même de la fidélité 
avec laquelle le traducteur a suivi l'original, on x jugé utile 
d’ajouter quelques éclaircissements destinés à faciliter l'étude de 
cet Ouvrage aux lecteurs peu familiarisés avec les formes de l'en- 
scignement anglais. Dans le même but, on à complété l'Ouvrage 
par des Notes sur cerlaines questions qui ne sont pas encore en- 
trées dans notre enseignement (Théorie des Quaternions, Théorie 
des Sphériques harmoniques, etc.), et par des renseignements 
bibliographiques. 

Sous cette forme. l'édition française peut être lue avec fruit 
par nos professeurs et même par les élèves des Facultés et des 
Écoles spéciales. 

Avec les progrès qui s'accomplissent tous les jours dans l’uti- 
lisation pratique de l'Électricité, les ingénieurs électriciens sont 
amenés inévitablement à perfectionner leurs connaissances théo- 
riques, spécialement en ce qui concerne les mesures électriques. 


L'Ouvrage de Maxwell contient précisément un bon nombre de 
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Chapitres, d’une lecture aisée, où se trouvent exposées, avec une 
clarté parfaite, les théories de ces méthodes rigoureuses dont 
l’usage est devenu si général. Les Notes relatives aux questions 
soulevées par le récent congrès des électriciens ajouteront encore 
à l'intérêt qui s'attache actuellement à ces études. L’ingénieur 
électricien trouvera donc également grand profit à consulter et à 
méditer le livre de Maxwell. 


G.-V. 


PRÉFACE 


DE LA PREMIÈRE ÉDITION. 


Le fait que certains corps, après avoir été frottés, paraissent 
attirer d’autres corps, était connu des anciens. Dans les temps 
modernes, on a observé une grande variété d’autres phénomènes 
que l’on a reconnus se rattacher à ces phénomènes d'attraction; 
on les a classés sous le nom de phénomènes électriques, l'ambre 
(Fexrpov) étant la substance à propos de laquelle ils ont été décrits 
pour la première fois. 

On sait aussi depuis longtemps que d’autres corps, en parti- 
culier la pierre d'aimant et des morceaux de fer et d’acier qui ont 
été soumis à certaines opérations, donnent lieu à des phéno- 
mènes d’action à distance. On a reconnu que ces phénomènes, et 
d'autres qui en dépendent, diffèrent des phénomènes électriques; 
et on les a classés sous le nom de phénomènes magnétiques, la 
pierre d'aimant (uäyme) ayant été trouvée auprès de Magnésie de 
Thessalie. 

Depuis, on a reconnu qu'il existe une relation entre ces deux 
classes de phénomènes; et les relations entre les divers phéno- 
mènes de ces deux classes, pour autant qu’elles sont connues, con- 
stituent la science de l'Électromagnétisme. 

Dans ce Traité, je me propose de décrire les plus importants de 
ces phénomènes, de montrer comment on peut les soumettre à la 
mesure et de rechercher les relations mathématiques qui existent 
entre les quantités mesurées. Ayant ainsi obtenu les données d’une 


théorie mathématique de l'Électromagnétisme et avant montré 
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comment cette théorie peut s'appliquer au calcul des phénomènes, 
je m’efforcerai de mettre en lumière, aussi clairement qu'il me sera 
possible, les rapports qui existent entre les formes mathématiques 
de cette théorie et celles de la science fondamentale de la Dyna- 
mique ; de la sorte, nous serons, dans une certaine mesure, pré- 
parés à définir la nature des phénomènes dynamiques parmi les- 
quels nous devons chercher des analogies ou des explications des 
phénomènes électromagnétiques. | 

Dans la description des phénomènes, je choisirai ceux qui met- 
tent le plus clairement en évidence les idées fondamentales de la 
théorie, passant sur les autres ou attendant pour y revenir que le 
lecteur soit plus avancé. 

Au point de vue mathématique, ce qui dans un phénomène tient 
la place la plus importante, ce sont les éléments mesurables. Je 
considérerai donc les phénomènes électriques surtout en vue de 
leur mesure, je décrirai les méthodes et je définirai les unités 
desquelles dépend cette mesure. 

Dans l'application des Mathématiques au calcul des quantités 
électriques, je m’efforcerai d'abord de déduire des données dont 
nous disposons les conséquences les plus générales; ensuite j’appli- 
querai ces résultats aux cas les plus simples que l’on puisse choisir. 
Autant que possible, j'éviterai les questions qui, bien qu'ayant 
donné carrière à l’habileté des mathématiciens, n’ont rien ajouté à 
ce que nous savions sur la Science. 

Les relations qui existent entre les différentes branches com- 
prises dans la Science que nous allons étudier sont plus nombreuses 
et plus complexes que dans toute autre science connue jusqu'à ce 
jour; et les relations qu'en dehors d'elle-même l'électricité a, 
d’une part avec la Dynamique, d'autre part avec la chaleur, la lu- 
mière, l’acton chimique et la constitution des corps, semblent 
indiquer l'importance toute particulière de la Science électrique 


pour nous aider à comprendre la nature. 
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Il me semble donc que l’étude de l'Électromagnétisme dans tous 
ses développements est devenue de première importance, pour 
nous mettre en mesure de pousser plus loin les progrès de la 
Science. 

Les lois mathématiques des différentes classes de phénomènes 
ont, en général, été établies d'une manière satisfaisante. 

Les relations des différentes classes de phénomènes ont aussi été 
étudiées, et, à mesure qu’elles ont été mieux connues, l'exactitude 
et la rigueur des lois expérimentales sont devenues de plus en plus 
probables. 

Enfin, dans les efforts faits pour réduire l'Électromagnétisme à 
ne plus être qu’une science dynamique, on a réalisé quelques pro- 
grès : on a fait voir qu'aucun phénomène électromagnétique ne 
contredit l'hypothèse qu’il dépend d’une action purement dyna- 
mique. 

Cependant, ce que l’on a fait jusqu’à ce jour est loin d’avoir 
épuisé le champ des recherches électriques : mais bien plutôt ce 
champ s’est élargi, de nouveaux sujets d’études ont été signalés, 
de nouvelles ressources ont été offertes aux investigations. 

Il n’est pas besoin de s'étendre sur l'utilité des études magné- 
uques pour la navigation, de rappeler combien il importe de con- 
naître sur un navire la direction vraie de la boussole et l'influence 
des masses de fer. Mais les travaux de ceux qui se sont efforcés 
d'accroître la sécurité de la navigation au moyen d'observations 
magnétiques ont en même temps fait faire de grands progrès 
à la Science pure. 

C'est en qualité de membre de l'Union magnétique allemande 
que Gauss fut conduit à porter sa puissante intelligence sur la 
théorie du Magnétisme et sur ses méthodes d'observation; et non 
seulement il accrut grandement nos connaissances sur la théorie 
des attractions, mais encore il renouvela l’ensemble de la Science 


magnétique, en ce qui concerne les instruments qu’elle emploie, 
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Ja manière de les observer et la façon de calculer les résultats; en 
sorte que ses Mémoires sur le Magnétisme terrestre peuvent être 
pris comme des modèles de recherche physique par tous ceux qui 
s'occupent de mesurer une des forces de la nature. 

Les importantes applications de l'Électromagnétisme à la télé- 
graphie ont aussi eu leur effet sur la Science proprement dite, 
en donnant aux mesures électriques exactes une valeur commer- 
ciale, en permettant aux électriciens de faire des instruments un 
usage bien autrement étendu que ne le comporte la pratique ordi- 
naire du laboratoire. Ce besoin de connaissances électriques, ces 
occasions d'en acquérir par expérience, ont déjà eu des consé- 
quences importantes, soit en stimulant l’activité des électriciens 
déjà avancés dans la Science, soit en répandant parmi les praticiens 
des connaissances présentant un haut degré de précision, condi- 
tion favorable au progrès scientifique en général dans l’art de l’in- 
génieur. 

Il ne manque pas d'ouvrages où les phénomènes électriques ou 
magnétiques sont décrits sous une forme populaire ; mais ce n'est 
point là ce que demandent ceux qui ont été mis en face de quan- 
Lités à mesurer, et dont l'esprit ne se tient point pour satisfait par 
des expériences de cours. 

Il existe aussi un nombre considérable de Mémoires mathéma- 
tiques de grande importance pour la Science électrique ; mais ils 
sont enfouis dans les volumineux bulletins des Sociétés savantes; 
ils ne forment point d'ensemble cohérent, ils sont de valeurs très 
inégales et, pour la plupart, ne sauraient être compris que par des 
mathématiciens de profession. 

C'est pourquoi j'ai pensé qu'il serait utile de faire un Traité, où 
l’ensemble du sujet serait repris d'une manière méthodique et où 
l'on indiquerait, pour chacune de ses parties, comment elle peut 
être soumise à la vérification par des mesures directes. 

L'esprit général de ce Traité est bien différent de celui de plu- 
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sieurs excellents ouvrages sur l'Électricité, publiés pour la plupart 
en Allemagne; et il pourra sembler que l’on n’a guère rendu 
justice aux spéculations de plusieurs électriciens et mathématiciens 
illustres. La raison en est qu'en commençant l'étude de l’Électri- 
cité Je résolus de ne lire aucun travail mathématique sur ce sujet, 
avant de posséder à fond les Recherches expérimentales sur 
l'Électricité de F araday. Je savais que l’on croyait à une différence 
dans la conception que Faraday ou les mathématiciens se faisaient 
des phénomènes, en sorte que ni lui ni eux n'étaient satisfaits des 
formes de langage de l’autre. J'étais convaincu que cette diffé- 
rence ne tenait point à l'erreur de l’un ou de l’autre; et je tenais 
celte conviction de Sir William Thomson (1): c'est à ses avis, à 
son secours, aussi bien qu’à ses Mémoires publiés, que je dois Ja 
plus grande partie de ce que j’ai appris sur ce sujet. 

À mesure que j'avançais dans l'étude de Faraday, je m’aperce- 
vais que sa manière de concevoir les phénomènes était aussi ma- 
thématique, quoiqu'elle ne se présentât pas sous la forme conven- 
tionnelle des symboles mathématiques. Je reconnus que ces idées 
pouvaient être exprimées par les formes mathématiques habituelles, 
et être ainsi comparées à celles des mathématiciens de profession. 

Par exemple, Faraday, dans ses conceptions, voyait les lignes de 
force traverser tout cet espace où les mathématiciens ne considé- 
raient que des centres de force agissant à distance; ['araday faisait 
intervenir un milieu là où ils ne tenaient compte que de la dis- 
tance; Faraday cherchait l’origine des phénomènes dans des ac- 
ions réelles s’exerçant dans ce milieu : ils se contentaient de la 
trouver dans une propriété d’agir à distance attribuée aux fluides 
électriques. 


Lorsque Jj'eus traduit sous forme mathématique ce que je con- 


——— oo St ue — —- 


(*) Je saisis cette occasion de reconnaître les obligations que j'ai à Sir William 
Thomson et au professeur Tait, pour tant de précieux conseils qu'ils m'ont donnés 
pendant l'impression de ce Livre. 
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sidérais comme les idées de Faraday, je reconnus qu’en général 
les résultats de deux méthodes sont concordants, en sorte que les 
deux méthodes rendent compte des mêmes phénomènes et con- 
duisent aux mêmes lois : mais la méthode de Faraday se rapproche 
de celles où l’on part de l’ensemble pour arriver aux parties par 


l'analyse, tandis que le principe des méthodes mathématiques or- 


dinaires est de commencer par les parties et d'élever tout l’édifice 


par voie de synthèse. 

J'ai ainsi reconnu que plusieurs des plus fécondes méthodes 
de recherche découvertes par les mathématiciens pouvaient rece- 
voir, au moyen d'idées dérivées de celles de Faraday, une forme bien 
préférable à leur expression primitive. 

Ainsi l’ensemble de la théorie du potentiel, considéré comme 
quantité satisfaisant à une certaine équation aux différences par- 
elles, appartient essentiellement à ce que j’ai appelé la méthode 
de l'araday. Dans l’autre méthode, le poten tel, si tant est que l’on 
fasse sculement intervenir cette considération, doit être regardé 
comme le résultat de la sommation des quotients obtenus en divi- 
sant chaque masse électrique par sa distance à un point fixe. C’est 
pourquoi bon nombre des découvertes mathématiques de Laplace, 
Poisson, Green et Gauss trouvent leur place dans ce Traité et leur 
véritable expression au moyen d'idées empruntées pour la plupart 
à Faraday. 

De grands progrès ont été faits dans la Science électrique, sur- 
tout en Allemagne, par des hommes qui préféraient la théorie de 
l’action à distance. Les précieuses déterminations électriques de 
Weber sont interprétées par lui dans cette théorie ; les spéculations 
électromagnétiques dont l'origine remonte à Gauss, et qui ont en- 
suite été développées par Weber, Riemann, 4. et C. Neumann, 
Lorenz, etc., sont fondées sur la théorie de l’action à distance; 
mais elles dépendent, ou directement de la vitesse relative des 


molécules, ou de la propagation graduelle de quelque chose, po- 
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entiel ou force, d'une molécule à l’autre. Les brillants succès que 
ces hommes éminents ont obtenus dans l'application des Mathéma- 
tiques aux phénomènes électriques donnent, et c’est tout naturel, 
plus de poids encore à leurs considérations théoriques; en sorte 
que ceux qui, étudiant l'Électricité, s'adressent à ces maîtres 
comme aux plus hautes autorités en fait d'Électricité mathéma- 
tique, se pénètrent sans doute de leurs hypothèses physiques aussi 
bien que de leurs méthodes mathématiques. 

Ces hypothèses physiques sont tout à fait étrangères à la facon 
d'envisager les choses que j'ai adoptée; et un des objets que j'avais 
en vue, en écrivant ce Traité, cst de donner aux lecteurs qui dési- 
rent étudier l'Électricité le moyen de voir qu’il y a une autre 
manière de traiter la question, tout aussi capable d'expliquer les 
phénomènes, et qui, bien qu’elle semble moins précise sur certains 
points, correspond plus exactement, à mon sens, à l’état actuel de 
nos connaissances, autant par ce qu’elle affirme que par ce qu’elle 
laisse indécis. 

En outre, il est très important, au point de vue philosophique, 
de comparer deux méthodes qui ont réussi Fune et l'autre à expli- 
quer les principaux phénomènes électromagnétiques, quiont toutes 
deux essayé d’expliquer la propagation de la lumière par un phé- 
nomène électromagnélique, qui en ont effectivement calculé a 
vitesse, et qui cependant sont essenticilement différentes, aussi 
bien par la conception fondamentale du phénomène qui se pro- 
duit que par les conceptions secondaires des quantités que l’on 
envisage. 

C'est pourquoi j'ai fait oflice d'avocat plutôt que de juge; j'ai 
développé une des méthodes plutôt que je n'ai essayé de décrire 
impartialement les deux. Je ne doute pas que ce que j'ai appelé la 
méthode allemande ne trouve aussi des défenseurs et ne soit ex- 
posée avec un talent digne de son ingéniosité. 


Je n'ai point entrepris d'épuiser la matière et de rendre compte 
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de tous les phénomènes, de toutes les expériences, de tous les ap- 
pareils d'Électricité. Le lecteur qui désire connaître tout ce qui a 
été fait sur ce sujet trouvera un grand secours dans le Traité 
d’'Electricité du professeur À. de la Rive, et dans plusieurs ou- 
vrages allemands, tels que le Galsanismus de Wiedemann, la Ret- 
bungselektricitüt de Riess, l'Etinleitung in die Elektrostatik 
de Beer, etc. 

Je me suis borné à peu près uniquement au développement ma- 
thématique du sujet; mais au lecteur qui a déjà appris, par l’expé- 
rience si c'est possible, ce que sont les phénomènes à observer, je 
recommanderai de lire avec soin les l?echerches crpérimentales 
sur l’Électricité de Faraday. Il y trouvera, dans leur exacte suc- 
cession historique, le récit fait jour par jour de quelques-unes 
des découvertes et des recherches électriques les plus importantes, 
poursuivies avec un ordre et un enchaînement qui n'auraient guère 
pu être plus parfaits, si le résultat eût été connu d'avance, et ex- 
posées dans le langage d’un homme qui consacrait une grande 
attention à la manière de décrire les opérations scienufiques et 
leurs résultats (). 

Pour étudier n'importe quelle question, il est toujours préfé- 
rable de lire les Mémoires originaux, car on s’assimile mieux 
une science naissante; et, dans le cas des Recherches de Faraday, 
celle étude est relativement aiste, puisque tous les Mémoires ont 
été publiés séparément, et peuvent être lus les uns après les autres. 
Si, par quelque partie de ce Livre, j'ai pu aider un lecteur à com- 
prendre les formes de pensée et d'expression de Faraday, je con- 
sidérerai que j'ai atteint un de mes principaux objets : faire par- 
tager à d’autres le plaisir que j'ai éprouvé moi-même à lire les 


Recherches de Faraday. 


La description des phénomènes, et les parties élémentaires de la 





(') Vie et Lettres de Faraday, t. 1, p. 395. 
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théorie de chaque sujet, se trouvent dans les premiers Chapitres 
de chacune des quatre Parties en lesquelles est divisé ce Traité. Le 
lecteur trouvera dans ces Chapitres de quoi lui donner une con- 
naissance élémentaire de l’ensemble de la science. 

Les autres Chapitres de chaque Partie sont remplis par les dé- 
veloppements théoriques d’un ordre plus élevé, par les procédés de 
calcul numérique, par les instruments et les méthodes de recherche 
expérimentale. 

Les relations entre les phénomènes électromagnétiques et ceux 
des radiations, la théorie des courants électriques moléculaires, 
enfin les résultats des spéculations sur la nature de l’action à distance, 


sont traités dans les quatre derniers Chapitres du second Volume. 


1e février 1873. 


PRÉFACE 


DE LA SECONDE ÉDITION. 


Lorsqu'on me demanda de relire les épreuves de l'£lectricity 
and Magnetism, l'impression était déjà parvenue au IX° Cha- 
pitre, dont la majeure partie avait été revue par l’Auteur. 

Ceux qui sont familiers avec la première édition verront, en la 
comparant à celle-ci, l'étendue des changements que le professeur 
Maxwell se proposait d'introduire dans le fonds et dans l'exposé 
du sujet ; ils comprendront combien cette édition a perdu par la 
mort prématurée de l’Auteur. Les neuf premiers Chapitres ont été 
dans certains cas entièrement refondus, de nombreuses additions 
ont été faites, et le texte primitif a été remanié et simplifié. 

A partir du IX° Chapitre, la présente édition n’est guère plus 
qu'une réimpression. Les seules libertés que j'aie prises ont été 
de rétablir, par place, un intermédiaire dans Île raisonnement 
mathématique, quand cela me paraissait avantageux pour le lecteur; 
j'ai aussi ajouté au bas des pages quelques notes sur les points qui, 
d’après ma propre expérience ou celle de mes élèves, semblaient 
demander quelques compléments d'explications. Ces Notes sont 
mises entre crochets. 

Il y avait, à ma connaissance, deux points dont le professeur se 
proposait de modifier profondément l'exposé : la théorie mathé- 
matique de la conduction de l'électricité dans un réseau de con- 
ducteurs, et la détermination des coefficients d’induction dans les 
bobines de fil. Mais les notes du professeur ne m'ont pas permis 


d'ajouter au texte de la première édition rien d'important sur ce 
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sujet, sauf une Table numérique reproduite au $ 706 du second 
Volume. Cette Table sera très utile pour le calcul des coeflicients 
d’induction dans les bobines circulaires. 

Dans un Ouvrage aussi original, contenant tant de détails sur 
des résultats nouveaux, 1l était impossible qu'il n’y cût pas quelques 
erreurs dans la première édition. On trouvera, je l’espère, que la 
plupart de ces erreurs ont été corrigées dans la présente édition. 
J'ai d'autant plus lieu de l’espérer que, pour revoir une partie des 
épreuves, j'ai eu l'assistance de plusieurs de mes amis connaissant 
bien l'Ouvrage, parmi lesquels je dois citer tout particulièrement 
mon frère le professeur Charles Niven, et M. J.-J. Thomson, agrégé 
du Collège de la Trinité, à Cambridge. 

W.-D. Niven. 


Trinity College, Cambridge, 1° octobre 1881. 
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PRÉLIMINAIRES. 


DE LA MESURE DES QUANTITÉS. 


1. L'expression de toute quantité se compose de deux facteurs ou 
éléments. L’un d'eux est le nom d’une certaine quantité bien connue, 
qui est de même espèce que la quantité à exprimer, et que l’on choisit 
pour étalon de mesure. L'autre élément est le nombre de fois qu'il 
faut prendre l’étalon pour reproduire la quantité voulue. Dans le lan- 
gage technique, la quantité qui sert d’étalon est appelée l'unité; et le 
nombre est appelé valeur numérique de la quantité. 

Il faut autant d'unités différentes qu'il y a d’espèces différentes de 
quantités à mesurer; mais, dans toutes les sciences dynamiques, il 
est possible de définir ces unités au moyen des trois unités fondamen- 
tales de longueur, de temps et de masse. Ainsi les unités d’aire et 
de volume sont définies comme élant le carré el le cube ayant pour 
côté l'unité de longueur. 

Quelquefois cependant on trouve plusieurs unités de mème espèce 
établies d'après des considérations indépendantes. Ainsi le gallon, 
c'est-à-dire le volume de dix livres d’eau, sert d'unité de capacité en 
même temps que le pied cube. Le gallon peut être une mesure conve- 
nable dans certains cas, mais ce n’est point une mesure systématique, 


car sa relation numérique avec le pied cube n’est pas un nombre 
entier rond. 


2. Pour édifier un système mathématique, nous nous supposons 
Tr. d’Élect. et de Magn., 1. 1 
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données les unités fondamentales de temps, de longueur et de masse, 
et nous en déduisons toutes les unités dérivées, au moven des plus 
simples définitions auxquelles il nous est possible de parvenir. 

Les formules auxquelles nous arrivons doivent être telles qu’un 
homme de n'importe quel pays, substituant aux différents symboles 
les valeurs numériques des quantités mesurées au moyen des unités 
adoptées par sa nation, obtienne un résultat exact. 

Il est de la plus grande importance, dans toutes les recherches scien- 
tifiques, d'employer des unités appartenant à un système bien défini, 
et de connaître les relations de ces unités avec les unités fondamen- 
tales, de façon que l'on puisse immédiatement traduire les résultats 
d'un système dans un autre. 

La meilleure manière d’y parvenir est de déterminer les dimensions 
de chaque unité en fonction des trois unités fondamentales. Quand 
une unité donnée varie comme la nièe puissance d’une de ces unités 
fondamentales, on dit qu’elle est à 7 dimensions par rapport à cette 
unité. 

Par exemple, l'unité scientifique de volume est toujours le cube 
avant pour côté l’unité de longueur. Si l'unité de longueur varie, 
l'unité de volume varie proportionnellement à son cube, et l'on dit que 
l'unité de volume est à trois dimensions par rapport à l'unité de lon- 
gueur. 

La connaissance des unités fournit une vérification qui doit être 
faite pour toute équation résultant d’une recherche un peu étendue. 
Dans une telle équation, les dimensions de chaque terme par rapport 
à chacune des unités fondamentales doivent être les mêmes. S'il n’en 
est pas ainsi, l'équation est absurde et contient quelque erreur; car 
son interprétation serait différente suivant que l'on choisirait tel ou 
tel système arbitraire d'unités (1). 


Les trois unités fondamentales. 


3. 1° Longueur. — En Angleterre, l'unité de longueur dans les 
questions scientifiques est le pied, c’est-à-dire le tiers d’un yard étalon 
conservé au Trésor. 

En France, et dans les autres pays qui ont adopté le système mé- 
trique, c’est le mètre. Théoriquement, le mètre est la dix-millionième 
partie de la longueur d’un méridien terrestre mesuré du pôle à l’équa- 


(*) La théorie des dimensions a été énoncée, pour la première fois, par Fourier, 
(Théorie de la chaleur, $ 160). 
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teur; mais, en fait, c'est la longueur d’un étalon conservé à Paris, que 
Borda avait construit pour représenter, à la température de la glace 
fondante, la longueur précédente, telle que l’avait mesurée Delambre. 
On n'a pas modifié le mètre pour le mettre en accord avec de nouvelles 
mesures de la Terre plus exactes, mais on évalue l'arc de méridien au 
moyen du mètre primitif. 

En Astronomie, on prend quelquefois pour unité de longueur la dis- 
tance moyenne de la Terre au Soleil. 

Dans l’état actuel de la science, l’unité de longueur la plus générale 
que l’on pourrait prendre serait la longueur d'onde, dans le vide, d’une 
certaine lumière émise par quelque corps largement répandu, le so- 
dium par exemple, dont le spectre renferme des lignes bien nettes. 
Cette unité serait indépendante de tout changement dans les dimen- 
sions de la Terre, et doit être adoptée par ceux qui se flattent que 
leurs écrits dureront plus que ce globe même. | 

En parlant des dimensions des unités, nous appellerons FPunité de 
longueur [L]. Si l'est la valeur numérique d’une longueur, il est en- 
tendu qu'elle est exprimée en fonction de l'unité concrète [ L], en sorte 
que l'expression développée de la longueur serait / [L]. 


&. 2° Temps. — Dans tous les pays civilisés, l'unité fondamentalede 
temps se déduit de la durée de la rotation de la Terre autour de son 
axe. Le jour sidéral, c’est-à-dire la durée périodique véritable de la 
rotation de la Terre, peut se déterminer avec une grande exactitude, au 
moven des observations astronomiques ordinaires, et le jour solaire 
moyen peut en être déduit, connaissant la durée de l’année. 

L'unité de temps adoptée dans toutes les recherches physiques est 
la seconde de temps solaire moven. 

En Astronomie, on prend quelquefois l'année comme unité de 
temps. On pourrait obtenir une unité de temps d'un caractère 
plus universel, en prenant la période des vibrations de cette espèce 
particulière de lumiére qui à pour longueur d'onde Funité de lon- 
“ueur. 

Nous appellerons [T] l'unité de temps prise en elle-même, et # la 
mesure numérique du temps. 


5. 3° Masse. — L'unité fondamentale de masse, en Angleterre, est 
la livre avoirdupois, que l’on conserve au Trésor. Le grain, qui sert 
souvent d'unité, est délini la 5000° partie de cette livre. 

Dans le système métrique, c'est le gramme, qui, théoriquement, 
serait la masse d’un centimètre cube d’eau distillée, à une température 
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et sous une pression déterminées : et qui, en fait, est la 1 000° partie 
d'un kilogramme étalon conservé à Paris. 

L'evactitude avec laquelle on peut comparer les masses des corps 
par voie de pesée est bien supérieure à celle que l'on a pu atteindre 
jusqu'à présent dans la mesure des longueurs: aussi, lorsque l'opéra- 
tion est possible, doit-on déterminer toutes les masses par comparaison 
directe avec l'étalon, et non par des expériences au moven de l'eau. 

En Astronomie descriptive, la masse du Soleil ou celle de la Terre 
servent quelquefois d'unité; mais, en Mécanique céleste, Funité de 
masse se déduit des unités de temps et de lonzueur jointes au fait de 
la gravitation universelle. L'unité astronomique de masse est la masse 
qui attire un autre corps placé à l'unité de distance. de facon à lui 
imprimer l'unité d'accélération. 

Si nous voulons constituer un système universel d'unités, nous 
pouvons ou bien définir l'unité de masse au moven des unités de Ion- 
gueur et de temps précédemment définies : c'est ce que l'état actuel 
de la science ne nous permet de faire qu'approximativement; ou 
bien, si nous espérons (!) être bientôt en mesure de déterminer la 
masse d'une molécule isolée d’une substance prise comme étalon, 
nous pouvons attendre cette détermination avant de fixer un étalon 
universel de masse. 

En traitant des dimensions des autres unités, nous désignerons l'u- 
nité de masse, prise en elle-mème, par le symbole [M], et nous la 
prendrons comme une des trois unités fondamentales. Quand on prend, 
comme dans le système français, une substance particulière comme 
étalon de densité, l'unité de masse n’est plus indépendante, mais varie 
comme l'unité de volume, ou comme [ L']. 

Si, comme dans le système astronomique, l'unité de masse est dé- 
finie au moyen de sa puissance attractive, les dimensions de [M] se- 
ront [L?T-°]. 

En effet, l'accélération due à une masse »2 à la distance r est, d'après 


- m ce se . 
la loi de Newton, 3" Supposons que cette accélération agisse pendant 


un temps très court £ sur un corps primitivement en repos, et qu'elle 
lui fasse parcourir un espace s : alors, d'après la formule de Galilée, 


1 In 
sS—=—-f12— - — 1; 
LL 2 à 





(") Voir Professeur J. Loscumnr, Zur Grôsse der Luftmolecüle (Académie de 
Vienne, 18 octobre 1855); G.-J. Sroxex, The internal motion of gases ( Phil. Mag., 
août 1868); et Sir W. Tuowsox, 7he size of atoms (.\ature, 51 mars 1850). 


Cr 


UNITÉS DÉRIVÉES. 


2r?s 


m — 12 





Puisque r et s sont des longueurs, et £ un temps, cette égalité ne 
peut être vraie que si les dimensions de m sont [L?T—*]. La mème 
démonstration peut ètre faite en partant de toute équation astrono- 
mique quelconque, où la masse d’un corps apparaît dans quelques 
termes et non dans tous (!). 


Unités dérivées. 


6. L'unité de vitesse est la vitesse pour laquelle l'unité de longueur 
est parcourue dans l'unité de temps. Les dimensions sont [LT -!]. 

Si nous adoptons des unités de longueur et de temps empruntées 
aux vibrations lumineuses, l’unité de vitesse est la vitesse de la lumière. 

L'unité d'accélération est l'accélération pour laquelle la vitesse 
s'accroît de l'unité dans l'unité de temps. Ses dimensions sont [LT]. 

L'unité de densité est la densité d'une substance qui contient l'unité 
de masse sous l’unité de volume. Ses dimensions sont [ ML-*]. 

L'unité de quantité de mouvement est la quantité de mouvement 
de l’unité de masse se mouvant à l’unité de vitesse. Ses dimensions 
sont [ MLT-!]. 

L'unité de force est la force qui produit l'unité de quantité de mou- 
vement dans l'unité de temps. Ses dimensions sont [ MLT-?]. 

Telle est l'unité absolue de force, dont la définition est implicite- 
ment comprise dans toute équation de Dynamique. Cependant, bien 
des livres où l'on donne ces équations adoptent une autre unité de 
force, à savoir le poids de l'unité nationale de masse; et ensuite, pour 
satisfaire à ces équations, ils abandonnent l'unité nationale de masse 

(') Si l'on prend pour unités le centimètre et la seconde, l'unité astronomique 
de masse serait d'environ 1,537 X 107 grammes, ou de 15,37 tonnes, d'après Îles 
expéricnces de Cavendish répétées par Baily. Baily adopte le nombre 5,6604 
comme résultat de l'ensemble de ses expériences sur la densité de la Terre, et ce 
nombre, joint aux valeurs qu’il emploie pour les dimensions de la Terre et pour 
l'intensité de la gravitation à sa surface, lui donne comme résultat direct de ses 
déterminations la valeur indiquée plus haut. [En effet, l'accélération due à la 


masse terrestre serait 981 x R?, si la masse terrestre concentrée en un point agis- 


sait sur un point situé à la distance :; c’est la valeur de la masse terrestre en unités 
/ 

astronomiques; sa valeur en unités ordinaires est 5,66 x 378; l'unité astro- 

5,66 x 4 x TR -, F 

———— —0.01537—-R, ou, comme=R = 10° 

5 X 981 x K! 75 ? 2 ? 


1,535 x 107 grammes (P.)] 


nomique scrait donc 
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et adoptent comme unité dynamique une unité artificielle égale à l’u- 
nité nationale divisée par la valeur numérique de la force de gravité, 
au lieu où l’on se trouve. De cette facon, on fait dépendre et l'unité 
de force et l'unité de masse de la valeur de la force de gravité, laquelle 
varie d’un endroit à l’autre; et, par suite, des énoncés comprenant ces 
éléments sont incomplets, si l’on ne connaît la force de gravité, au lieu 
où ces énoncés ont été reconnus vrais. 

L'abandon, pour tous les usages scientifiques, d'une pareille méthode 
de mesure des forces, est principalement dû à l'introduction par Gauss 
d’un système général d'observations de la force magnétique, faites dans 
des contrées où Ia force de gravité n’est pas la même. Toutes ces forces 
se mesurent maintenant d’après la méthode strictement dynamique 
qui se déduit de nos définitions, et les résultats numériques sont 
les mêmes, en quelque contrée que les expériences soient faites. 

L'unité de travail est le travail accompli par l’unité de force ægis- 
sant le long de l'unité de longueur comptée sur sa propre direction. 
Ses dimensions sont [ ML?T-?]. 

L'énergie d’un système, c'est-à-dire son pouvoir d'accomplir du tra- 
vail, a pour mesure le travail que le système est susceptible d’accom- 
plir en dépensant toute son énergie. 

Les définitions des autres quantités, et des unités auxquelles on les 
rapporte, seront données quand il en sera besoin. 

Lorsque nous transformons les valeurs de quantités physiques dé- 
terminées en fonction d'une unité, pour les exprimer en fonction d'une 
autre unité de même espèce, nous devons seulement nous rappeler 
que l’expression de toute quantité comprend deux facteurs : l'unité 
et la partie numérique qui exprime combien de fois on doit prendre 
l'unité. Par suite, la partie numérique de l’expression varie en raison 
inverse de la grandeur de l'unité, c'est-à-dire en raison inverse d’une 
puissance de chacune des unités fondamentales, qui est indiquée par 
les dimensions de l’unité. 


De la continuité et de la discontinuité en Physique (!). 


7. On dit qu'une quantité varie d'une manière continue quand, pour 
passer d'une valeur à une autre, elle doit prendre toutes les valeurs 
intermédiaires. | 


(‘) [Le lecteur qui trouverait un peu abstraites les considérations qui termi- 
nent ce Chapitre préliminaire peut, sans grave inconvénient, passer aux Chapitres 
suivants : à une seconde lecture de l'Ouvrage, toutes ces considérations s’éclairci- 
ront par la connaissance des faits auxquels clles se rapportent.] 
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Nous pouvons acquérir la notion de continuité en considérant une 
particule de matière dont l’état est continu dans le temps et dans l’es- 
pace. Une telle particule ne peut passer d'une position à une autre 
sans décrire une ligne continue dans l'espace, et les coordonnées qui 
fixent sa position sont des fonctions continues du temps. 

L'équation, dite de continuité, que l’on donne dans les Traités d'Hy- 
drodynamique, exprime ce fait que la matière ne peut pénétrer dans 
un élément de volume ou en sortir sans traverser les surfaces limites 
de l’élément. 

On dit qu’une quantité est une fonction continue de sa variable 
quand, pour une variation continue de la variable, la quantité elle- 
mème varie d'une manière continue. 

Ainsi, soit u une fonction de x qui, pour x variant d'une manière 
continue de ær, à Z,, varie d’une manière continue de &, à &,, mais 
qui, pour æ variant de r, à x, passe de w, à u,, u', étant différent 
de #, : on dit que, dans sa variation par rapport à x, w éprouve une 
discontinuité pour [a valeur de x — x,; car elle passe brusquement 
de u, à u, tandis que x passe par x, d’une variation continue. 

Si nous considérons le coefficient différentiel de « par rapport à x, 
pour la valeur x — x,, comme étant la limite de la fraction 


Us — ao 
D 
Ta — T9 


quand on fait tendre >, et x, indéfiniment vers æ,, et si x, et, restent 
toujours de part et d'autre de r;, la valeur limite du numérateur sera 
u, — u,; et celle du dénominateur sera zéro. Si uw est une quantité 
physiquement continue, la discontinuité ne peut exister que relati- 
vement à la variable particulière 7, et nous devons admettre, dans 
ce cas, que pour x = à! le coefficient différentiel est infini. Si & n'est 
pas physiquement continu, on ne peut pas du tout le différentier. 

On peut, dans les questions de Physique, mettre de côté l'idée de 
discontinuité sans altérer sensiblement les conditions du problème. 
Sir, est un peu plus petit, et x, un peu plus grand que x,, uw, sera 
très voisin de &,, et w, de u,. Nous pouvons alors supposer que « varie 
d'une manière arbitraire, mais continue, de &, à &w, entre les limites 
ro et .r,. Dans beaucoup de questions de Physique, on peut com- 
mencer par faire une hypothèse de cette nature, puis étudier ce que 
devient le résultat quand les valeurs de x, et r, s'approchent de x, et 
finissent par l’atteindre. Si le résultat est indépendant du mode arbi- 
traire de variation attribué à & entre ces limites, on peut admettre 
qu'il en est encore de mème quand « est discontinu. 
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Discontinuité d'une fonction de plusieurs variables. 


8. Si l’on suppose constantes les valeurs de toutes les variables, 
sauf +, les discontinuités de la fonction se présenteront pour des va- 
leurs particulières de x, liées aux valeurs des autres variables par une 
équation que l’on peut écrire 


H—=o(r,Y,3...)= 0. 


La discontinuité se présente quand + — 0. Quand + est positif, la fonc- 
tion est de la forme F,(zx, y, 5, ...). Quand + est négatif, elle est de 
la forme F,(x, y,5,...),et il n’y a pas de relation nécessaire entre 
les formes F, et F.. 

Pour exprimer cette discontinuité sous une forme mathématique, 
exprimons une des variables, x par exemple, comme une fonction de ® 
et des autres variables; exprimons aussi F, et F, comme fonctions de 
P,.Y:5, .... On pourra alors représenter la forme générale de la fonc- 
tion par toute formule qui se réduira sensiblement à F, pour + positif, 
et à F, pour + négatif. Telle sera la formule 


F — FitentF 
7 1+en 


Tant que 7 est une quantité finie, si grande soit-elle, F est une fonc- 
tion continue; mais si nous faisons À infini, F devient égal à F, pour 
& positif et à F, pour + négatif. 


Discontinuité des dérivées d'une fonction continue. 


Les dérivées premières d’une fonction continue peuvent être dis- 
continues. Soit 
pP—(r, y, 3, .….)=0 


la relation qui existe entre les valeurs des variables pour lesquelles se 
présente la discontinuité des dérivées; et soient F, et F, exprimés en 
fonction de + et de ñz —1 autres variables, 7, 3, ... par exemple. 
Ainsi, quand ® est négatif, on doit prendre F,; quand ® est positif, on 
doit prendre F,, et F,—F, quand & est égal à o, puisque F lui- 
même est continu. 
, 0 , + , 0F; 0F3 a . 

Donc, quand + est égal à o, les dérivées rs et FT peuvent être dif- 

férentes,mais les dérivées prises par rapport à toute autre variable, 
0F oF . x A . + 

telle que FT et PA doivent être les mêmes. La discontinuité est 
donc limitée à la dérivée par rapport à +, toutes les autres dérivées 
étant continues. 


FONCTIONS PÉRIODIQUES ET FONCTIONS MULTIFORMES. 9 


Fonctions périodiques et fonctions multiformes. 


9. Si & est une fonction de x, telle que sa valeur soit la même pour 
T,T+a,...,z+na,et pour toutes les valeurs de x différant entre 
elles de a, w est appelé une fonction périodique de x, et a sa période. 

Si l’on considère .r comme fonction de w, à une valeur donnée de u 
correspond un nombre infini de valeurs de x différant entre elles de a. 
On dit dans ce cas que zx est une fonction multiforme de u, et a est 
appelé sa constante cyclique. 


. v: . dr . 
Le coefficient différentiel == n'a qu'un nombre fini de valeurs corres- 


pondant à une valeur donnée de ue. 


Relation entre les quantites physiques et les directions dans l'espace. 


10. Pour distinguer les différentes espèces de quantités physiques, 
il est très important de connaître quelle est leur relation avec la di- 
rection des axes coordonnés dont on se sert d'habitude pour définir 
la position des objets. L'introduction des axes coordonnés en Géomé- 
trie, due à Descartes, a été un des plus grands progrès faits dans les 
Mathématiques, car elle a ramené les méthodes de la Géométrie à des 
calculs portant sur des quantités numériques. On fait dépendre la po- 
sition d'un point de la longueur de trois lignes toujours tracées dans 
des directions déterminées, et, de mème, on considère la ligne qui 
joint deux points comine la résultante de trois autres lignes. 

Mais souvent en Physique, pour raisonner, et non plus pour cal- 
culer, il est désirable d'éviter l'introduction explicite des coordonnées 
cartésiennes, et ilest avantas tux de fixer son attention sur un point de 
l’espace pris en lui-mème, et non sur ses trois coordonnées, sur la 
grandeur et la direction d’une force, non sur ses trois composantes. 
Cette manière d'envisager les quantités géométriques et physiques 
est plus naturelle que l'autre, et se présente d’abord à l'esprit; néan- 
moins les idées qui en découlent ne reçurent pas leur entier dévelop- 
pement, jusqu'au jour où Iamilton fit un deuxième grand pas dans 
l'étude de l’espace, par l'invention de son calcul des Quaternions. 

Comme aujourd’hui les méthodes de Descartes sont encore les plus 
familières à ceux qui étudient les sciences et qu'elles sont en réalité 
les plus avantageuses pour le calcul, nous exprimerons tous nos résul- 
tats sous la forme cartésienne; mais je suis convaincu que l'intro- 
duction des idées de Hamilton, prises en dehors des opérations et des 
méthodes des quaternions, nous seront d'une grande uulité pour 
l'étude de toutes les parties de notre sujet, et en particulier de l'Élec- 
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trodvnamique, où nous avons à considérer un certain nombre de 
quantités physiques dont les relations peuvent s'exprimer bien plus 
simplement par quelques mots du langage de Hamilton que par les 
équalions ordinaires. 


41. Un des traits les plus importants de la méthode de Hamilton 
est la division des quantités en scalaires et vecteurs (1). 

Une quantité scalaire est susceptible d’être entièrement définie par 
une seule donnée numérique. Sa valeur numérique ne dépend en au- 
cune facon de la direction attribuée aux axes coordonnés. 

Un vecteur ou quantité avant une direction exige, pour être défini, 
trois données numériques, ce dont on peut se rendre compte le plus 
aisément en les considérant comme se rapportant à la direction des 
axes coordonnés. 

Les quantités scalaires n’impliquent pas l’idée de direction. Le vo- 
lume d’une figure géométrique, la masse ou l'énergie d’un corps maté- 
riel, la pression hydrostatique en un point d’un fluide, le potentiel en 
un point de l'espace, sont des exemples de quantités scalaires. 

Un vecteur a une direction aussi bien qu’une grandeur; elle est 
telle que le renversement de sa direction entraîne le changement 
de son signe. Le déplacement d’un point, figuré par une ligne droite 
menée de sa position initiale à sa position finale, peut être pris comme 
type d’une quantité vectorielle : de là vient le nom mème de vecteur. 

La vitesse d’un corps, sa quantité de mouvement, la force qui agit 
sur lui, l'intensité d'un courant électrique, l’aimantation d’une molé- 
cule de fer, sont des exemples de quantités dirigées. 

11 y a des quantités physiques d'une autre nature, qui dépendent de 
certaines directions dans l’espace et qui ne sont pas des vecteurs. 
Telles sont, par exemple, les tensions et déformations des corps so- 
lides, quelques-unes des propriétés des corps que l’on considère dans 
la théorie de l’élasticité, de la double réfraction. Des quantités de 
celle espèce exigent, pour être définies, neuf données numériques. 
Elles s'expriment, dans le langage des quaternions, par des fonctions 
linéaires et vectorielles d’un vecteur. 

L'addition d'une quantité vectorielle à une autre de même espèce 
s'effectue d’après la règle donnée en Statique pour la composition des 
forces. En fait, la démonstration que donne Poisson du parallélogramme 
des forces s'applique à la composition de toutes les quantités, telles 
que le changement de leur signe soit équivalent à leur retournement 
bout pour bout. 


(‘) [Noir PAppendice I, qui reaferme les princip:s du calcul des Quaternions.] 
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Quand nous voudrons désigner une quantité dirigée par un seul 
symbole et appeler l'attention sur ce fait que c’est un vecteur, dont 
on doit, par suite, considérer la direction aussi bien que la grandeur, 
nous la désignerons par une lettre gothique majuscule : A, $. 

Dans le calcul des Quaternions, la position d'un point dans l’espace 
est définie par le vecteur mené d’un point fixe appelé ortgine à ce point. 
Si, en ce point de l'espace, nous avons à considérer une quantité phy- 
sique dont la valeur dépend de la position du point, cette quantité est 
traitée comme une fonction du vecteur mené par l’origine. La fonction 
elle-même peut ètre scalaire ou vectorielle : la densité d'un corps, sa 
température, sa pression hydrostatique, le potentiel en un point sont 
des exemples de fonctions sralaires. La force résultante en ce point, 
la vitesse d'un fluide en ce point, la vitesse de rotation d’un élément 
du fluide, le couple produisant la rotation sont des exemples de fonc- 
ions vectorielles. 


12. Les quantités vectorielles physiques peuvent être divisées en 
deux classes : dans l’une, la quantité est définie par rapport à une 
ligne ; dans l’autre, la quantité est définie par rapport à une aire. 

Par exemple, on peut évaluer la composante d’une force attractive 
dans une certaine direction, en trouvant le travail de cette force pen- 
dant qu'elle déplace un corps d’une petite longueur dans cette direc- 
tion et divisant ce travail par cette petite longueur. Ici la force attrac- 
üve est définie par rapport à une ligne. 

D'autre part, le flux de chaleur, en un point d’un corps solide et dans 
une certaine direction, peut être défini : la quantité de chaleur qui 
traverse un élément de surface mené perpendiculairement à la direc- 
üuon du flux, divisée par l'étendue de cette sui face et par le temps. lei 
le flux est défini par rapport à une aire. 

Il v a certains cas dans lesquels une quantité peut se mesurer aussi 
bien par rapport à une ligne ou par rapport à une aire. 

Ainsi, quand on traite des déplacements des corps clastiques, on 
peut porter son attention soil sur les positions iniliale et finale d’une 
molécule, auquel cas le déplacement est mesuré par la ligne qui joint 
la première à [a seconde position; ou bien on peut considérer une 
petite surface fixe dans l’espace, et déterminer la quantité de matière 
qui traverse cette surface pendant le déplacement. 

De mème [a vitesse d’un fluide peut ètre étudiée, soit en considé- 
rant la vitesse effective des molécules prises individuellement, soit en 
considérant la quantité de fluide qui traverse une surface fixe quel- 
conque. 
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Mais, dans ces divers cas, pour appliquer la première méthode, il 
nous faut connaître séparément la densité du corps et sa vitesse ou 
son déplacement; aussi, toutes les fois que nous essayons de formuler 
une théorie moléculaire, nous sommes amenés à employer le second 
procédé. | 

Dans le cas d'un flux d'électricité, nous ne savons rien ni de la 
densité, ni de la vitesse dans le conducteur; nous ne connaissons que 
la valeur de ce qui, dans la théorie des fluides, correspondrait au 
produit de la densité par la vitesse. Par suite, dans tous les cas de ce 
genre, nous sommes obligés d'appliquer la méthode plus générale qui 
consiste à mesurer le flux qui traverse une surface. 

Dans la science de l'électricité, la force électromotrice et la force 
magnétique appartiennent à la première classe et se définissent par 
rapport à des lignes. Quand nous voudrons faire allusion à ce fait, 
nous les désignerons sous le nom de forces. 

D'autre part, l'induction électrique ou magnétique, et les courants 
électriques appartiennent à la seconde classe, et se définissent par 
rapport à des aires. Quand nous voudrons faire allusion à ce fait, nous 
les désignerons sous le nom de fur. 

Chacune de ces forces peut être considérée comme produisant ou 
tendant à produire le flux correspondant. Ainsi la force électromo- 
trice produit des courants électriques dans les conducteurs, et tend à 
en produire dans les diélectriques. Elle produit l'induction électrique 
dans les diélectriques et probablement aussi dans les conducteurs. 
Dans le mème sens, la force magnétique produit l'induction magné- 
tique. 


13. Dans quelques cas, le flux est simplement proportionnel à la 
force et dans la mème direction. Dans d’autres cas, nous pouvons 
seulement affirmer que la direction et la grandeur du flux sont des 
fonctions de la direction et de la grandeur de la force. 

Le cas où les composantes du flux sont des fonctions linéaires 
des composantes de la force est discuté au Chapitre des équations 
de conduction ($ 296). En général, il y a neuf coefficients qui déter- 
minent la relation entre la force et le flux : dans quelques cas, nous 
avons des raisons de croire que six de ces coefficients forment trois 
groupes de quantités égales deux à deux. Dans de pareils cas, la rela- 
tion entre les directions de la force et du plan normal au flux est de 
même nature que celle qui existe entre un diamètre d'un ellipsoïde et 
son plan diamétral conjugué. Dans le langage des Quaternions, on dit 
qu'un des vecteurs est une fonction linéaire et vectorielle de l’autre, 
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et, s’il y a trois couples de coefficients égaux, que la fonction est auto- 
conjuguée. 

Dans le cas de l'induction magnétique dans le fer, le flux (l’aiman- 
tation du fer) n’est pas une fonction linéaire de la force magnétisante. 
Mais, dans tous les cas, le produit de la force par la composante du 
flux suivant la direction de la force est un élément d’une grande im- 
portance scientifique, qui est toujours une quantité stalaire. 


1%. Il y a deux opérations mathématiques qui se présentent sou- 
vent, et qui sout propres à chacune des deux classes de vecteurs ou 
quantités dirigées. 

Dans le cas des forces, nous avons à prendre l'intégrale le long 
d'une ligne, du produit d’un élément de cette ligne par la composante 
de la force suivant cet élément. Le résultat de cette opération est ap- 
pelé l'intégrale de la force suivant cette ligne; il représente le tra- 
vail accompli sur un corps pendant son transport le long de la ligne. 
Dans certains eas où l'intégrale ne dépend plus de la forme de la ligne, 
mais seulement des positions de ses extrémités, elle prend le nom de 
potentiel. 

Dans le cas du flux, nous avons à prendre l'intégrale sur une sur- 
face du flux qui traverse cette surface. Le résultat de cette opération 
est appelé l'intégrale du flux sur cette surface, et représente la 
quantité qui traverse la surface. 

1l y a certaines surfaces à travers lesquelles ne s'effectue point de 
flux. Si deux de ces surfaces se coupent, leur ligne d’intersection est 
une ligne de flux. Dans le cas où le flux est dans la direction de la 
force, ces lignes sont souvent appelées lignes de force. Il serait cepen- 
dant plus correct de les appeler, en électrostatique et en magnétisme, 
lignes d'induction, et, en électrocinématique, lignes d'écoulement. 


15. 11 y a une autre distinction entre les différentes espèces de quan- 
tités dirigées, qui, très importante au point de vue physique, est 
moins nécessaire à observer pour l'application des méthodes mathé- 
matiques : c'est la distinction des propriétés de longueur et de rota- 
Lion. 

La direction et la grandeur d’une quantité peuvent dépendre d’une 
action ou d'un effet qui se produit entièrement suivant une certaine 
ligne, ou bien elles peuvent dépendre de quelque élément qui est de 
la nature d’une rotation autour de cette ligne prise comme axe. Les 
lois de combinaison des quantités dirigées sont les mêmes, que ces 
quantités soient longitudinales ou rotatoires, en sorte qu'il n'y a 
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pas de différence dans la facon de traiter par le calcul les deux classes; 
mais il peut y avoir des circonstances physiques qui nous montrent à 
quelle classe nous devons rapporter un phénomène particulier. Ainsi 
l’électrolyse consiste dans le transport, suivant une certaine ligne, de 
certaines substances dans une direction, de certaines autres substances 
dans la direction contraire; c'est évidemment un phénomène longi- 
tudinal, et aucun effet observé ne semble se rapporter à une rotation 
autour de la direction de la force. De [à nous inférons que le courant 
électrique qui produit ou accompagne l'électrolyse est un phénomène 
longitudinal et non rotatoire. 

D'autre part, le pôle nord et le pôle sud d’un aimant ne diffèrent 
pas entre eux à la facon de l'oxygène et de l'hydrogène, qui, pendant 
l'électrolyse, apparaissent en des points opposés, en sorte que rien ne 
nous porte à croire que le magnétisme soit un phénomène longitu- 
dinal; tandis que l'effet du magnétisme, qui détermine la rotation du 
plan de polarisation de la lumière, nous montre nettement que le 
magnétisme est un phénomène de rotation. 


Des intégrales suivant une ligne. 


16. C'est une opération importante dans la Physique en général, et 
qui doit être clairement comprise, que l'intégration de la compo- 
sante d’un vecteur effectuée le long d’une ligne. 

Soient x, y, 3 les coordonnées d’un point P pris sur une ligne dont 
la longueur, comptée à partir d’un certain point A, est s. Ces coor- 
données sont des fonctions de la seule variable s. 

Soit R la valeur du vecteur aufpoint P, et soit & l'angle que la tan- 
gente au point P fait avec la direction R; alors R cose est la compo- 
sante de R suivant la ligne, et l'intégrale 


L = f R cose ds 
9 , 


est appelée l'intégrale de R suivant la ligne s. 
On peut écrire cette expression 


où X, Ÿ, Z sont les composantes de R parallèlement à x, y, s. 
En général, cette quantité est différente pour les différentes lignes 
que l’on peut mener entre A et P. Mais si, dans une certaine région, 


la quantité 
Xdr-Ydy + Zd:=— dY, 
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c'est-à-dire est une différentielle exacte dans cette région, la valeur 
de L devient | 
Wi—W, 


et reste la même pour deux formes quelconques du contour compris 
entre À et P, pourvu que l’on puisse passer d’une forme à l’autre d’un 
mouvement continu, sans sortir de la région [et que la fonction Y 
n'ait qu'une seule valeur en chaque point de la région. (P.)]. 


Des potentiels. 


La quantité Y est une fonction scalaire de la position du point, et 
par suite elle est indépendante des directions des axes. On l'appelle 
la fonction potentielle, et on dit que le vecteur dont les composantes 
sont X, Ÿ, Z a un potentiel W', si 


OW\ (11 4 ; cl'e 
(a) =) 22) 
Quand il existe une fonction potentielle, les surfaces pour lesquelles 
le potentiel est constant sont appelées surfaces équipotentielles. La 
direction de R en un point quelconque d’une pareille surface coïncide 


avec la normale à cette surface; et, si À est une normale au point P, 


on a 
dY 
R=— (9). 


La méthode qui consiste à considérer les composantes d'un vecteur 
comme les dérivées premières par rapport aux coordonnées d'une cer- 
taine fonction de ces coordonnées a été imaginée par Laplace (1), 
pour traiter la théorie de l'attraction. Le nom de potentiel a été donné 
pour la première fois à cette fonction par Green, qui en a fait la base 
de sa théorie de l'Électricité (2). L'essai de Green ne fut pas remarqué 
des mathématiciens, jusqu’en 1846, et avant cette époque la plupart 
de ses théorèmes les plus importants avaient été retrouvés par Gauss, 
Chasles, Sturm et Thomson (). 

Dans la théorie de la gravitation, le potentiel est pris avec un signe 
contraire à celui que nous employons 1c1; et, par suite, la force résul- 


(*) Wecanique celeste, liv. LIL. 

(*) Essai d'application de l'Analyse mathématique à la theorie de l’Électri- 
cite et du Magnetisme (Nottingham, 1828), réimprimé dans le Journal de Crelle 
et dans l'édition des Œuvres de Green, de M. FERRERS. 

(°) Taowsox et Tair, Watural Philosophy, $ 483. 
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tante en un point quelconque se mesure par l'accroissement de la 
fonction potentielle dans cette direction. Dans les recherches d'élec- 
tricité et de magnétisme, le potentiel est défini de telle sorte que la 
force résultante dans une direction donnée se mesure par le décroisse- 
ment du potentiel dans cette direction. En en-ployant l'expression de 
cette manière, on fait correspondre son signe à celui de l'énergie po- 
tentielle, qui décroît toujours quand les corps se meuvent dans la di- 
rection où les forces agissent sur eux. 


17. La découverte de Hamilton, sur la forme de l'opérateur par 
laquelle le vecteur se déduit du potentiel, jette une vive lumière sur 
la nature géométrique de la relation qui existe entre le potentiel et le 
vecteur qui en est tiré. 

Ainsi que nous l’avons vu, la composante du vecteur dans une di- 
rection est la dérivée première du potentiel prise par rapport à une 
coordonnée comptée dans cette direction, le signe eu étant renversé. 

Or, soient #, J, # trois vecteurs unités, perpendiculaires l’un sur 
l’autre, et soient X, Ÿ, Z les composantes du vecteur $ parallèlement 
à ces vecteurs : alors 


(1) S=iX+JY+E4Z 


et, d'après ce que nous avons dit plus haut, si Y est le potentiel, 


. 0Y .0Ÿ oÿ" 


Et si nous représentons par V l'opérateur 


. 0 . 0 d 
on a 
(1) £—=—\VY. 


On peut donner au symbole d'opérations V Finterprétation sui- 
vante : 1] indique qu’il faut mesurer sur chacune des trois directions 
rectangulaires l'accroissement de Y; puis, considérant les quantités 
ainsi trouvées comme des vecteurs, qu'il faut les composer en une 
seule. C'est ce qui est indiqué par l'expression (3). Mais on peut 
aussi la considérer comme indiquant qu'il faut trouver la direction 
pour laquelle Y croit le plus vite, et de porter sur cette direction un 
vecteur représentant cet accroissement. 

Lamé, dans son Traité des fonctions inverses, emploie le terme de 
paramètredifférentiel pour exprimer la grandeur de cet accroissement 
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maximum; mais ni le terme lui-même, ni la facon dont Lamé en fait 
usage, n'indiquent que la quantité désignée ait une direction propre 
aussi bien qu'une grandeur. Dans les rares occasions où j'aurai à consi- 
dérer cette relation comme purement géométrique, j'appellerai le vec- 
teur £ le gradient de la fonction scalaire W°, employant le mot gradient 
pour désigner la direction aussi bien que la grandeur de la chute la 


plus rapide de V:. 


18. I y a toutefois des cas où les conditions pour que 
Xdr -1- Y dy -;- Ld: 
soit une différentielle exacte, à savoir 


OL YOOX 92 0 0 
dy 03 us dr D 


sont remplies dans une certaine région de l'espace, et où cependant 
l'intégrale prise de À à P peut avoir des valeurs différentes pour 
deux contours, tous deux entièrement compris dans la région. Ce 
cas peut se présenter si la région est en forme d'anneau, et si les 
deux lignes de À à P sont situées dans des segments opposés de l’an- 
neau. On ne peut, dans ce cas, passer d'un contour à l’autre d’un 
mouvement continu sans sortir de la région. Nous sommes conduits 
ainsi à des considérations rentrant dans la Géométrie de position, 
sujet peu étudié, quoique son importance ait été signalée par Leibnitz 
et mise en lumière par Gauss. Le travail le plus complet sur ce sujet 
a été donné par J.-B. Listing (1). 

Soient p points dans l'espace et {Tignes joignant ces points de facon 
que jamais deux lignes ne se coupent el qu'aucun point ne soit 
laissé isolé. Nous appellerons diagramme une figure composée de 
cetle manière. De ces lignes, p — 1 suffisent pour relier les p points 
el former un système relié. Toute lixne en plus donnera lieu à une 
boucle ou contour fermé, ou, comme nous l'appellerons, à un cycle. 
Le nombre des cycles indépendants dans le diagramme est 


K=l— ps. 


Tout contour fermé, décrit en suivant les lignes du diagramme, se 
compose de ces cycles indépendants pris chacun un nombre quelconque 
de fois et dans une direction quelconque. 

L'existence des cycles est appelée cyclose, et le nombre des cycles 
d'un diagramme nombre cyclomatique. 


|‘) Der Census raumlicher Complere (Gütt. A4bh., vol. X. p. 95: 1861). 
Ir. d'Elect. et de Magn., 1. 2 
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Cyclose des surfaces et des régions. 


Les surfaces peuvent ètre complètes ou limitées. Les surfaces com- 
plètes sont infinies ou fermées. Les surfaces limitées se terminent par 
une ou plusieurs lignes fermées, qui, dans le cas limite, peuvent se 
réduire à des lignes finies doubles ou à des points. Une région finie 
de l’espace est limitée par une ou plusieurs surfaces fermées. De 
celles-ci, l’une est la surface extérieure; les autres v sont comprises, 
sont extérieures les unes aux autres, et sont appelées les surfaces in- 
ltérieures. 

Si la région est limitée par une seule surface, on peut supposer que 
celte surface se contracte sans cesser d'être continue ou sans se cou- 
per elle-même. Si la région est à simple continuité, comme l'est une 
sphère, cette opération pourra être conlinuée jusqu à ce que la région 
soit réduite à un point; mais, si la région a la forme d’un anneau, on 
obtiendra finalement une courbe fermée; et si la région a des con- 
nexions nombreuses, le résultat sera un diagramme de lignes, dont le 
nombre cyclomatique est celui de la région. L'espace extérieur à la 
région a le mème nombre cyclomatique que la région, et par suite, si 
la région est limitée par des surfaces intérieures et extérieures, son 
nombre cyclomatique est la somme des nombres correspondant à 
toutes ces surfaces. 

Lorsqu'une région renferme d'autres régions, elle est appelée péri- 
phractique. 

Le nombre des surfaces limites intérieures d'une région est appelé 
son nombre périphractique. Une surface fermée est périphractique, 
et son nombre est l'unité. 

Le nombre cyclomatique d'une surface fermée est le double de 
celui de l’une ou l’autre des régions qu'elle limite. Pour trouver le 
nombre cyclomatique d’une surface limitée, on suppose que toutes les 
limites se contractent sans cesser d'être continues, jusqu'à ce qu'elles 
se rencontrent. La surface est alors réduite à un point dans le cas 
des surfaces acycliques, à un diagramme de lignes dans le cas des 
surfaces cycliques. Le nombre cyclomatique de ce diagramme est celui 
de la surface. 


19. Taéorkue Ï. —- Sr, dans toute l'étendue d’une région acyclique, 
\dr +Ydy + Zd: =— dY, 


la valeur de l'intégrale prise d'un point À à un point P, le 
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long d'un contour quelconque intérieur à la région, est con- 
stante. 


Nous montrerons d’abord que l'intégrale prise le long d'un circuit 
fermé quelconque intérieur à la région est égale à zéro. 

Supposons menées les surfaces équipotentielles. Ce sont toutes, ou 
des surfaces fermées, ou des surfaces complètement limitées par la 
surface de la région; par suite, une ligne fermée, intérieure à la ré- 
gion, qui coupe une de ces surfaces en un point de son contour, doit 
forcément couper cette mème surface en sens inverse, en quelque 
autre point de son contour; les parties correspondantes de l'intégrale 
de ligne étant égales et contraires, la valeur totale est zéro. 

Par suite, si AQP et AQ'P sont deux contours tracés entre À et l, 
l'intégrale suivant AQ'P est la somme de celle suivant AQP et de 
celle suivant le contour formé AQ'’PQA, et, l'intégrale suivant le 
contour fermé étant nulle, les deux intégrales sont égales. 

Donc, si le potentiel est donné en un point quelconque d'une pa- 
reille région, il est déterminé en tout autre point. 


20. THéORÈYE IT. — Dans une région cyclique pour toute l’éten- 
due de laquelle est satisfaite l'équation 


Xdr+Ydy-2ds=—dY, 


l'intégrale de À à P n’est en général pas déterminée, si l'on ne 
spécifie le canal par lequel on va de À à P. 


Soit £ le nombre cyclomatique de la région : on peut faire dans 
la région À sections au moyen de surfaces que nous appellerons 
diaphragmes, et ainsi fermer Æ des canaux de jonction; la re- 
sion est ainsi ramenée à être acyclique sans que sa continuité soit dé- 
truite. 

L'intégrale prise de À à P suivant une ligne qui ne coupe aucun 
de ces diaphragmes sera, d’après le théorème précédent, de valeur 
déterminée. 

Supposons maintenant À et P infiniment voisins l'un de l’autre, 
mais situés de part et d'autre d’un diaphragme : soit K l'intégrale 
suivant le chemin AP. 

Soient A’ et P’ deux autres points de part et d'autre du mème dia- 
phragme, et infiniment voisins l’un de l'autre, et soit K' l'intégrale 
suivant le chemin A’P’. Je dis que K — K’. 

En effet, menons AA’ et PP’: ces lignes étant presque coïncidentes, 


20 PRÉLININAIRES. — DE LA MESTRE DES QUANTITÉS. 


quoique de part #1 d'autre du disphrazme. les integrales. prises 
saivant chacune d'elles. seront ézale. Sappesons chacune ezale à L- 
lintecrale de ligne suivant À P <era alors ezale a celle suivant 


A'A—AP- PP= -L- K- L—K=- l'intézrale suivant AP. 


Denc. l'int-crale prise suivant un conteur ferme qui traverse un 
diaphresme da s1-teme dans une direction donnée est une quantité 
constante À. que l'on appelle la constante cyclique correspondant 
au cscle donne. 

Seit une courbe fermee quelcanque tracée à l'interieur de la rézion 
ét roupant le diaphragme du premier cvcle p fois dans la direction 
prive et p' fois dans la direction né::ative : et soit p — p —n,. L'in- 
t-crale de line suivant la courbe fermce sera n.K.. 

De meme. l'int=rale de Lizne suivant une courbe fermée quelconque 
«ra 

n.K:—nke- ...--nik;. 


où n4 represente l'exce- du nombre des npassazes positifs sur le nom- 
£ P = 


rscle À. 

S deux courbes sont telles que l'on puisse passer de l'une à l'autre 
d'un mouvement continu. san< jamais traverser aucune partion de l'es- 
pec- pour laquelle la condition d'avoir un potentiel ne soit pas rem- 
plie. les deux courbes sont appelées cœurbes reluctibles. Les courbes 
gur l--quell cette transformation ne peut ètre faite sont appelées 
courbes irreductUbhles °.. 

La condition que Xdr — Y dr — Zd: suit la différentelle exacte 
S'an- certaine foncuon W pour tous les points intérieurs à une cer- 
Gene sion <2 rencontre dans differentes recherches phvsiques. dans 
l-queile: là quantité dirigée et le potentiel ont des significations phv- 
ques Acrentes. 

Ex Cin-matque pure. on peut supposer que X. Y. Z soient les com- 
piste du déplacement d'un point appartenant à un corps continu, 
Act les cerdenneées initiales etaient .r. v. :: alors la condition ex- 
prim: que l'ensembl: de: déplacements constitue une translation 
sans rotation ©. 

Si NX. Y. Z représentent les composantes de la vitesse d'un fluide au 


Bu Sir W. Tessos. Onicrter motion Trans. R. S. Edin.. 1%9:. 
7 Ceet-adire 406 exists #0 chaque point du corps trois directions trirec- 
tasses. ai restent parall-les à elles-mèmes pendant sa déformation]. loir 
Tasmios € Tarr. Vatural philosophy, $ 10 var. 


- 
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point (x, y, 5), la condition exprime que le mouvement du fluide 
s'effectue sans rotation. 

Si X, Y, Z représentent les composantes de la force au point (x, y, 5), 
la condition exprime que le travail accompli pendant le passage d’un 
point matériel d’une position à une autre est la différence des poten- 
tiels en ces deux positions, et cette différence a la même valeur pour 
tous les contours réductibles compris entre ces deux positions. 


Des intégrales sur une surface. 


21. Soient dS l'élément de surface, £ l'angle que fait avec la direction 
du vecteur R la normale menée à la surface du côté positif de cette 
surface. Alors f fR cose dS est appelé l'intégrale de R sur la surface $. 


THÉORÈME JT. — L'intégrale d'un flux à travers une surface 
fermée peut s'exprimer par l'intégrale de sa convergence étendue 
à tout le volume compris à l’intérieur de la surface (voir p. 25). 


Soient X, Y, Z les composantes de R; /, m1, n les cosinus des angles 
formés avec les axes par la normale à $ dirigée vers l’intérieur de cette 
surface. L'intégrale de R sur la surface S est 


[res as = ffstas + [ [Nm as + [ [an as 
L [fs as de + f [ras def fade ay. 


les valeurs X, Y, Z étant celles en un point de la surface, et les inté- 
grations s'étendant sur toute la surface. 

Si la surface est fermée, pour des valeurs données de y et 3, la 
coordonnée x doit avoir un nombre pair de valeurs; car une ligne pa- 
rallèle à x, dès l'instant qu'elle rencontre la surface, doit pénétrer 
dans l'espace renfermé et en sortir un même nombre de fois. 

Considérons un point allant de x = — œ à x — +  ; il pénètre dans 

l'espace pour la première fois pour x —:r,, en sort pour x — z,, et 
ainsi de suite; et soient X,, X,, ... les valeurs de X en ces points : alors 


o) [fx dy 3 = [ [LD + (xs) 4e (Nan—en1)] dy ds. 


Si X est une quantité continue et n’a pas de valeurs infinies entre 
d'; et Te; 


FX 
13) Mk f ar. 
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l'intégration s'étendant de r, à r,, c'est-à-dire le long du premier 
segment de z compris à l’intérieur de la surface fermée. Et tenant 
compte de tous les segments qui sont compris à l'intérieur de la sur- 
face fermée, nous trouvons 


(4) [ [x à: = [f À ax dy ds, 


l'intégrale double étant limitée à la surface fermée, et l'intégrale triple 
étant au contraire étendue à tout le volume compris à l'intérieur de 
cette surface. Donc, si X, Y, Z sont continus et finis à l’intérieur d'une 
surface fermée, l'intégrale de R sur cette surface complète sera 


(5) ffreosas = [[[(R+S +7: +5) de r dy ds, 


l'intégrale triple étant étendue à tout le volume intérieur à S. 
Supposons maintenant que X, Ÿ, Z ne soient pas continus à l'in- 
térieur de la surface fermée; mais que, sur une certaine surface 
F(x, 7,3) =, les valeurs de X, Y, Z sautent brusquement de 
X,Y,Z sur le côté négatif à X’, Y’, Z' sur le côté positif de la surface. 
Si cette discontinuité se présente entre , et æ:, par exemple, la 
valeur de X, — X, sera 


: + 9X 
16) [ Si ar+ (xx), 
où l’on ne doit considérer dans l'expression sous le signe /que les va- 


leurs finies de la dérivée de X. 
Donc, dans ce cas, l'intégrale de R sur la surface fermée sera ex- 
primée par 


Jr ds — SITE D+x) dr r dy ds 


* 


(7) { RATE 
| # [ [0 Yasar + [ [2478 


ou bien, si l',m',n! sont les cosinus directeurs de la normale à la 
surface de discontinuité, et dS' un élément de cette surface, 


Re SITE — = Le es )de x dy d3 


n Î [ LC X)E mm je n'(L'—2)}d5’, 
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l'intégration devant être étendue, dans le dernier terme, à toute Ia 
surface de discontinuité. 


Si, en tous les points où X, Y, Z sont continus, 


OX  OY  _90Z 


(o. — — — 
9) 0x dy 03 


= O, 


et si, sur chacune des surfaces où ils sont discontinus, 
(10) l'X'+mY+nlL'=lXmY+nz, 
l'intégrale sur une surface fermée quelconque est nulle, et l’on dit 
que la distribution du vecteur est solénoïdale. 
Nous désignerons Féquation (9) sous le nom de condition solé- 


noidale générale, et l'équation (10) sous le nom de condition solé- 
noidale à la surface. 


22. Considérons maintenant le cas où, pour tous les points inté- 
rieurs à la surface S, l'équation 


OX  OY  9Z 
0x dy 02 


(11) 


est satisfaite en même temps que X, Ÿ et Z sont continus. La consé- 
quence en est que l'intégrale sur la surface fermée est égale à zéro. 

Or supposons que la surface fermée S soit formée de trois parties 
S15 So et S3; que S, soit une surface de forme quelconque limitée par 
une ligne L,, et que $, soit formée en menant de tous les points de L, 
des lignes dans la direction de R. Si /, m, n sont les cosinus direc- 
teurs de la normale en un point quelconque de la surface S,, 


(12) Rcose = Xl Ynm+Zn=o. 
Donc les éléments de l'intégrale correspondant à cette surface $, 


sont nuls. 

Soit S, une autre surface de forme quelconque, limitée par la 
courbe L, suivant laquelle elle rencontre la surface $,. 

Soient Q;, Q,, Q les intégrales sur les surfaces S,, S, et S;, et soil 
Q l'intégrale de surface sur la surface fermée S. Alors 
(13) Q = Qi-- Qo+ Qo = 0. 


el nous savons que 


(14) Qo = O: , 
donc 
(13) Q3 —— Q,, 
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c'est-à-dire que l'intégrale sur S, est égale et de signe contraire à l'in- 
tégrale sur S,, quelles que soient la forme et la position de S;, pourvu 
que la surface intermédiaire $, soit constamment tangente à KR. 

Si nous supposons que L, soit une courbe fermée d’aire peu consi- 
dérable, $, sera une surface tubulaire jouissant de cette propriété, 
que l'intégrale prise sur une section quelconque du tube est con- 
stante. 

Tout l'espace intérieur à la surface S peut ètre divisé en tubes de 
celle nature, pourvu que 
(16) — 0 -- — —=09; 
| LA à 1° 05 
une distribution d'une quantité vectorielle satisfaisant à cette condi- 
uon est appelée distribution solénoïdale. 


Des tubes et des lignes de flux. 


Si l'espace est divisé en tubes, de facon que l'intégrale sur une 
section quelconque de chaque tube soit l'unité, les tubes sont appelés 
tubes unités, et l'intégrale prise sur une surface finie S, limitée par 
une courbe fermée L, est éxale au nombre de ces tubes qui traversent 
la surface S dans le sens positif, ou, ce qui revient au mème, qui 
passent à travers la courbe fermée L. 

Donc l'intégrale sur S ne dépend que de la forme de sa limite L, et 
non de la forme de la surface à l’intérieur de cette limite. 


Des régions périphractiques. 


Si, dans toute l'étendue d’une région limitée extérieurement par une 
seule surface fermée $,, la condition solénoïdale 


a 0Y  9Z 


ar ! dy mA 


est satisfaite, l'intégrale prise sur une surface fermée quelconque in- 
térieure à la région est nulle, et l'intégrale prise sur une surface 
limitée, intérieure à la région, ne dépend que de la forme de la courbe 
fermée qui sert de limite. 

Mais ces résultats ne sont pas vrais en général, si la région pour 
laquelle la condition solénoïdale est satisfaite est limitée autrement 
que par une surface unique. 

Car, si elle est limitée autrement que par une seule surface conti- 
nue, l'une des surfaces limites est la surface extérieure; les autres 
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sont les surfaces intérieures, el la région S est périphractique puis- 
qu'elle renferme d'autres régions qu'elle entoure entièrement. 

Soit S, une de ces régions entourées, pour laquelle la condition 
solénoïdale n'est pas satisfaite, et soit 


Q; — ff R cos: 45, 


l'intégrale de surface pour la surface qui limite cette région; soient 
Q:, Q3, ... des quantités correspondantes pour les autres régions 
englobées. 

Si une surface fermée S’ est tracée à l’intérieur de la régions, l’inté- 
crale correspondante ne sera égale à zéro que si cette surface S'ne ren- 
ferme aucune des surfaces englobées $S,, S;, .... Si elle en renferme 
quelques-unes, son intégrale de surface est la somme des intégrales 
de surface pour les différentes surfaces englobées qu'elle comprend. 

Pour la mème raison, l'intégrale prise sur une surface limitée par 
une courbe fermée n'est la mème, pour d’autres surfaces limitées par 
la mème courbe, que si les surfaces sont réductibles à la surface 
donnée par un mouvement continu à l’intérieur de la région S. 

Quand nous avons à nous occuper d'une région périphractique, la 
première chose à faire est de la ramener à être apériphractique, en 
menant des lignes qui joignent les différentes surfaces limites. Cha- 
cune de ces lignes, pourvu qu’elle ne relie pas deux surfaces qui sont 
déjà en communication continue, réduit d’une unité le nombre péri- 
phractique; en sorte que le nombre total des lignes à tracer poùr 
faire disparaître la périphraxie est égal au nombre périphractique, ou 
au nombre des surfaces intérieures. 

Quand ces lignes ont été menées, nous pouvons aflirmer que, si la 
condition solénoïdale est satisfaite dans la résion $S, toute surface 
fermée, tracée à l'intérieur de la région et ne coupant aucune des 
lignes, donne lieu à une intégrale nulle. 

En menant ces lignes, nous devons nous souvenir que toute ligne 
joignant des surfaces déjà reliées ne diminue pas le nombre péri- 
phractique, mais augmente le nombre cyclomatique. 

L'exemple le plus familier d'une région périphractique, à l'intérieur 
de laquelle la condition solénoïdale est satisfaite, est la région qui en- 
toure une masse exerçant une attraction ou une répulsion inversement 
proportionnelle au carré de la distance. 

Nous avons dans ce cas 


20 PRÉLIMINAIRES. —- DE LA MESURE DES QUANTITÉS. 


« étant la masse supposée placée à l'origine des coordonnées. En un 
point quelconque à distance finie 7! 


o\ | NN 9Z 
or (2 y = 


mais à l'origine ces quantités deviennent infinies. Pour toute surface 
fermée ne renfermant pas l'origine, l'intégrale de surface est nulle; 
si la surface fermée renferme l'origine, l'intégrale de surface est 
47-12. 

Si. pour une raison quelconque, nous voulons traiter une région 
entourant : comme si elle n'était pas périphractique, nous devrons 
tracer une ligne de u à l'infini, et nous souvenir, en prenant les 
intégrales sur une surface fermée, qu'il faut ajouter 471 toutes 


les fois que cette ligne passe du côté négatif au côté positif de la sur- 
face 1 !). 


Des relations dextrogyres et lévogyres dans l'espace. 


23. Dans ce Traité, on admet que les mouvements de translation 
suivant un axe, ou de rotation autour de cet axe, sont de même signe 
lorsque leurs directions correspondent aux mouvements de transla- 
ion et de rotation d'une vis ordinaire, ou vis à droite (°?). 





{') En effet, une surface renfermant l'origine est réductible à une sphère ayant 
celle-ci pour centre, et de rayon R petit, mais fini; pour tous les points de cette 
m nn _ _ 1: .dS ue 
— 2: — = T et (IX -— mY —nzZ) se réduit à ee » dont l'intégrale 


IT + 
est À f f' dS ou 472. (P.) 
TEA LE 


(?) L'action combinée des muscles du bras, lorsque nous tournons en dehors 
le dessus de la main droite, cn mème temps que nous tendons la main en avant, 
grave dans la mémoire, mieux que toute définition, la nature du mouvement d’une 
vis à droite. Un tire-bouchon ordinaire peut servir de symbole matériel de ce 
mème mouvement. 

Le professeur W.-N. Miller m'a fait observer que les vrilles de la vigne sont 
enroulées à droite et celles du houblon à gauche, et que l'on pourrait appeler les 
deux systèmes de rotations dans l'espace système de la vigne et système du 
houblon. 

Le système de la vigne, que nous adoptons, est celui de Linaé et celui des fa- 
bricants de vis dans tous les pays civilisés, sauf le Japon. De Candolle est le pre- 
mier qui a appelé vrilles à droite les vrilles du houblon; en cela il a été suivi 
par Listing et par la plupart de ceux qui ont écrit sur la polarisation rotatoire de 
la lumière. Des vis faites comme les vrilles de houblon servent pour relier entre 
vux les wagons de chemins de fer ct pour fixer les roues de gauche des voiture: 
ordinaires: mais ceux qui les emploient les appellent toujours vis à gauche. 


.… dd 
sphère. - — 
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Par exemple, si l'on compte positivement la rotation effective de la 
Terre de l’ouest à l’est, la direction positive sur l’axe de la Terre est prise 
du sud au nord; pour un homme qui marche droit devant lui dans la 
direction positive, la rotation positive s'effectuera, en partant de la 
tête, par la main droite, les pieds et la main gauche. 

Si nous nous placons nous-mêmes sur une surface, du côté positif, 
le sens positif sur une courbe qui limite cette surface sera inverse 
du sens du mouvement des aiguilles d'une montre dont la face est 
tournée vers nous. 

Tel est le système « à droite » adopté dans la Watural Philosophy 
de Thomson et Tait, $ 243; le système opposé, ou système « à gauche », 
est adopté dans les Quaternions de Hamilton et de Tait. L'opération 
qui consiste à passer d'un système à l’autre est appelée par Listing 
perversion. 

L'image d’un objet vu par réflexion dans un miroir est une image 
perversée de cet objet. 

Quand nous emploierons des axes de coordonnées cartésiennes 
T, Y, 3, nous les tracerons de facon que la convention ordinaire sur 
l’ordre de succession des symboles nous conduise dans l’espace à un 
système de directions à droite. 

L'aire des surfaces sera comptée positivement si l'ordre d’intégra- 
tion est conforme à l’ordre de succession des symboles. Ainsi l’aire 


d'une courbe fermée tracée dans le plan des æy,.qui est | [ da dy, 


fx ar ou — fr ar, 


l'ordre d'intégration étant x, y dans le premier cas, et y, dans le 
second. 

La relation entre les deux produits dr dy et dy dx peut se com- 
parer à la relation qui existe, dans la théorie des quaternions, entre 
les produits de deux vecteurs perpendiculaires l’un à l’autre, produits 
dont le signe dépend de l’ordre de multiplication, ou à l'inversion du 


peut s’écrire 


LE 


signe dans un déterminant où l’on échange entre elles deux lignes ou 
colonnes consécutives. 

Pour la mème raison, une intégrale de volume doit ètre comptée 
positivement si l’ordre d'intégration est l’ordre de succession des va- 
riables x, y, 5, et négativement si l’ordre de succession est renversé. 

Nous allons maintenant établir un théorème fort utile, en ce qu'il 
établit une relation entre une intégrale prise sur une surface limitée 
et une intégrale prise le long de ses limites. 
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2%. Taéorëue IV. — Une intégrale prise le long d’une courbe 
fermée peut s'exprimer au moyen d'une intégrale prise sur une sur- 
face avant la courbe pour limite. 


Soient X, Y, Z les composantes d'un vecteur A, dont l'intégrale 
doit ètre prise le long d'une courbe fermée s. 

Soit S une surface continue et finie quelconque, entièrement limitée 
par la courbe s, et soient £, r,, % les composantes d’un autre vecteur $, 
liées à X, Y, Z par les équations 
OZ oY OX 0 


T= — --- = — — —. 


(1 EI — — 
} * dy 03° ! 5 or? 
Je dis que l'intégrale de surface de 8, prise sur la surface S, est 

égale à l'intégrale de ligne de 3, prise le long de la courbe s. Il est 

clair que 6, r,, * satisfont d'eux-mèmes à la condition solénoïdale 


0e ‘}t 17 


Soient /, m, n les cosinus directeurs de la normale à un élément de 
surface dS comptée dans la direction positive. Alors la valeur de l'in- 
tégrale de surface de 8 peut s'écrire 


(2) f (UE mr + nt) ds. 


Pour nous faire une idée exacte de ce qu'il faut entendre par l'élé- 
ment de surface dS, nous allons supposer que les valeurs des coordon- 
nées x, }, : soient données pour chaque point de la surface en fonc- 
tion de deux variables indépendantes z et 3. Si, B restant constant, z 
varie, le point (x, y, :) décrit une courbe sur la surface; et si l'on 
donne à 8 une série de valeurs, une série de pareilles courbes seront 
décrites, toutes situées sur la surface S. De mème, si l’on donne à x 
une série de valeurs constantes, on tracera une deuxième série de 
courbes coupant la première série et divisant toute la surface en 
parties élémentaires, dont une quelconque peut être prise pour repré- 
senter l’élément dS. | 

La projection de cet élément sur le plan des y: est, d’après la for- 
mule ordinaire, qui donne la surface d’un parallélogramme infiniment 
petit, 

(3) lds=(r 2% UN 


_0z 08 03 0x d3 di. 


Les expressions de m dS et de n dS se déduiront de celle-ci par une 
permutation circulaire. 
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L'intégrale à évaluer est 


(4) ffur-mr+nt)as 


ou, en substituant à &, r, { leurs valeurs en fonction de X, Y et Z, 


«5 ff OX OX NY ON LOL 2 y 
13) ACT Ro "or Fm) ds. 


La partie de cette intégrale qui dépend de X peut s’écrire 


| (= 0x 05 ûr OX for dy or ày 
Go fflatre-nn)- (Ra) 


/ 


OX or dr 


ce qui devient, en ajoutant et retranchant — dr da 03° 


[ HE oX or OX 0y n OX 9035 
0Z 02 dy 0x ‘ 03 02 


or / 0X 0x ox œ _ OX 03 
= m (3 73 dy 08 0 7) | dx 


. oX ùr oX or 
{N) = [RES De )d8 da. 


Supposons maintenant que les courbes pour lesquelles x est constant 
forment une série de courbes fermées entourant le point de la surface 
pour lequel x a sa valeur minimum «,, la dernière courbe de la 
série, pour laquelle x — z,, coïncidant avec la courbe fermée primi- 
tive s. 

Supposons, en outre, que les courbes pour lesquelles 8 est constant 
forment une série de lignes menées du point pour lequel 3 — x, jus- 
qu'a la courbe s, la première courbe f, et la dernière 8, se confon- 
dant. 


a) 
| 


Intégrant par parties l'équation (8), le premier terme par rapport 
à 2, et le second par rapport à 3, les intégrales doubles se détruisent 
l'une l'autre; l'intégrale 


est nulle, puisque la courbe 2: 2, se réduit à un point. pour lequel 
il n'y a qu'une seule valeur de X et de r. 
Les deux intégrales 


FRE, DUREE 
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se détruisent l’une l’autre, puisque le point (x, 8) se confond avec le 


point (x, B,). 
L'expression (8) se réduit donc à 


rh, ir 
(9) [ (NE), 


et, puisque la courbe 2 — 1, est identique avec la courbe s, nous pou- 
vons écrire cette expression 


or 
(10) [RE 


l'intégration s’effectuant le long de la courbe s. On traiterait de la 
même manière les parties de l'intégrale de surface qui dépendent de 
Y et Z, en sorte que l’on a finalement 


0x dy 03 
bi — — Ù = — 
(11) ff: mr, n?)dS = [ À (x ds + Ÿ ds + Z Re) ds 


la première intégrale s'étendant à la surface S, et la seconde à la 
courbe limite s (1). 


Effet de l'opérateur V sur une fonction vectorielle. 


25. Nous avons vu que l'opération représentée par V est celle par 
laquelle on déduit un vecteur de son potentiel. La même opération, 
appliquée à une fonction vectorielle, donne des résultats qui inter- 
viennent dans deux des théorèmes précédemment établis (III et IV). 
L'extension de cet opérateur aux déplacements vectoriels et la plu- 
part des développements qui suivent sont dus au professeur 
Tait (?). 

Soit s une fonction vectorielle de p, le vecteur d’un point variable. 
Posons, suivant l'usage, 

o=ir-Jy-+k3 
et 
T=ÛX —jY—+ AZ, 


où X, Ÿ, Z sont les composantes de 5, suivant les directions des axes. 





(") Ce théorème a été donné par le professeur Stokes (Smith's prise Examina- 
tion, 185%, question 8). 11 cst démontré dans la Watural philosophy de Thomson 
ct Tait, 8 190 (7). 

(*) Voir Proc. R. S. Edin., 28 avril 1862; Sur le theorème de Green et d'au- 
tres qui en dépendent (Proc. R. S. Edin., 1869-50), Mémoire très important ; 
el Sur quelques intégrales de quaternions (Proc. R. S. Edin., 1830-71). 
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Nous devons effectuer sur s l'opération 


Effectuons cette opération en appliquant les règles de multiplica- 
tion de é, j et À; nous trouvons que Vs se compose de deux parties, 
l’une scalaire, et l’autre vectorielle. 

La partie scalaire est 

Sts=—(X N° 
OT dy 93, 


(voir Tuaéortue IIT) et la partie vectorielle est 


. [OX 0Z2\ j ( NY _0X 
+ EX)" =) 


\ 


. [9Z OY 
VYs = L (S — =) 
et, si la relation entre X, Y, X et £, r,, & est celle qui a été donnée par 
l'équation (1) duth£ orème précédent, nous pouvons écrire 


Vs in +Â$ 
(voir THéorkue IV). 

On voit donc que les fonctions de X, Y, Z qui se présentent dans 
les deux théorèmes s’obtiennent toutes deux en effectuant l'opération V 
sur le vecteur dont les composantes sont X, Ÿ, Z. Les théorèmes eux- 
mèmes peuvent s’écrire 


(HT) ff SVs dS = [ fs.svvas 


et 


(IV) ] S5 ds -- Î J S.vs Uv ds, 


où dS est un élément de volume, ds un élément de surface, d2 un élé- 
ment de courbe, et U v un vecteur unité, dirigé suivant la normale. 

Pour comprendre la signification de ces fonctions d’un vecteur, 
supposons que soit la valeur de os en un point P, et examinons quelle 
est la valeur de os — 5, dans le voisinage de P. Si, autour du point P. 
nous traçons une surface fermée, et que l'intégrale de 5 sur cette sur- 
face soit dirigée vers lintérieur (!), SVo sera positif, et, partout aux 
environs du point P, le vecteur 5 — 5, sera dirigé vers ce point, ainsi 
que l'indique la fig. 1. 


(') C'est-à-dire si l’on considère le côté interne de cette surface comme son 
côté positif. (P.) 
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C'est pourquui je propose d'appeler la partie scalaire de Vo la con- 
ergence de 3 au point P. 

Pour déterminer le sens de la partie vectorielle de Vo, supposons 
que nous regardions dans la direction du vecteur dont les composantes 


Fig. 1. | 
(, 


sont €, n el Ÿ. el examinons le vecteur os — 3, près du point P. On 
verra que, comme sur la ffg. 2, le vecteur est partout disposé tangen- 


Fig. 2. 


tiellement et dans une direction opposée au mouvement des aiguilles 
d'une montre. 

Je propose, mais sans grande confiance, d'appeler la partie vecto- 
rielle de Vo le tournoitement ou la version de s au point P. 

La /ig. 3 montre un exemple de version et de convergence combi- 


nées. 


Considérons maintenant la signification de l'équation 
FVs—o. 


Elle implique que Vs est scalaire, ou que le vecteur 5 est le gradient 
de quelque fonction scalaire W. Ces applications du symbole d'opéra- 
Uüon V sont dues au professeur Tait (!). Un développement plus com- 


(') Proceedings Ii. S. Fdin., 1862. 
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plet de cette théorie est donné dans le Mémoire Sur le théorème de 
Green, et sur d’autres qui en dépendent, auquel je renvoie le lec- 
teur pour l'étude des propriétés du symbole V au moyen des seules 
méthodes des quaternions (1). 


26. Une des propriétés les plus remarquables du symbole d’opéra- 
tion V est que, répété, 1l devient 


(+ +33) 

dx? dy? 03? 

symbole qui se présente dans toutes les parties de la Physique et que 
nous appellerons symbole de Laplace. 

Ce symbole d'opération est essentiellement scalaire : quand il est 
appliqué à une fonction scalaire, le résultat est scalaire ; quand il est 
appliqué à un vecteur, le résultat est un vecteur. 

Si d’un point P comme centre nous traçons une petite sphère de 


rayon 7, et si g, est la valeur de q au centre, q sa valeur moyenne pour 
tous les points situés à l’intérieur de la sphère, 


Qo—qg = rtVig; 


en sorte que la valeur de g au centre est plus grande ou plus petite 
que la valeur moyenne, suivant que V?q est positif ou négatif (?). 
C'est pourquoi je propose d'appeler V?q la concentration de g au 


(') Trans. R. S. Edin., 1869-70. 
(?) [En effet, pour un point de cette sphère, 


: 0q 0q 04 . ,: > n 0'q 
1=D+T+ ++ (as Paye): 


dy 
3 dx dy d3; 
TI Tera es; 
mais, si dw représente dx dy ds, on a pour la sphère 
[ad = [y du = ffrdu = [ysdu = [ 2: du = Ty dw = 0 
7 


et 
fra = fra = fs de = 3 f md = 3 f ira d rr*: 
; 3 Jo 19 


d'où, enfin, 


3 __W., 1 ,/0dg  dq  dq 
Ÿ — =. qd dy ds = 9 + 10’ (+ 53 + 52) (P.)] 


Tr. d'Élect. et de Magn., I. 3 


là valeur moyenne est 
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point P, car il indique l'excès de la valeur de g en ce point sur sa 
valeur moyenne aux environs de ce point. 

Si g est une fonction scalaire, on connaît bien la façon de trouver 
sa valeur moyenne. Si c’est une fonction vectorielle, on trouvera 
sa valeur moyenne au moyen des règles sur l'intégration des fonc- 
lions vectorielles. Le résultat est naturellement un vecteur. 
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tt De Rd 





PREMIÈRE PARTIE. 


ÉLECTROSTATIQUE. 


CHAPITRE I. 


DESCRIPTION DES PHÉNOMÈNES (1). 


Électrisation par frottement. 


27. Expérience I (?). — Si un morceau de verre et un morceau 
de résine, ne présentant ni l’un ni l’autre aucune propriété électrique, 
sont frottés l’un contre l’autre, tant que leurs surfaces frottées sont 
laissées en contact, ils ne manifestent point de propriétés électriques ; 
mais, dès qu'on les sépare, ils s’attirent l’un l'autre. 

Si un second morceau de verre est frotté contre un second morceau 





(‘) [D'aprés le titre de ce Chapitre et quelques mots de la Préface, on doit 
penser que l’auteur s'est proposé de résumer ici, dans un ordre méthodique, les 
faits nécessaires et suffisants pour l'édification d'une théorie rationnelle de l’élec- 
trostatique : ce but ne nous parait pas avoir été rempli. L’exposé qui va suivre 
ne peut dispenser le lecteur d'étudier dans d'autres Ouvrages les principaux phé- 
nomènes électriques. 

On n'y trouve pas, en effet, les qualités qui caractérisent la plupart des Cha- 
pitres du présent Ouvrage, la simplicité, l’ordre et la précision. Les définitions 
expérimentales sont confuses ou amcenées d'une manière artificielle; les expé- 
riences fondamentales, qui ne sont, pour la plupart, que des généralisations 
théoriques de celles de Faradayÿ, sont compliquées et à peine réalisables. L'auteur 
parait du reste avoir senti l'insuffisance de son mode d'exposition, car il re- 
vient sur certaines notions jusqu'à trois fois, sans parvenir néanmoins à la net- 
teté désirable. Malgré ces imperfections didactiques, ce Chapitre est fort intéres- 
sant pour Île lecteur familiarisé avec Îles phénomènes; 1l est plein d’aperçus 
originaux ct de sujets de méditations pour les physiciens comme pour les géo- 
mètres. (C.)] 

(2) Voir Sir Wiiutau Taousos, Sur la Théorie mathématique de l' Électricité 
(Cambridge and Dublin Mathematical journal, mars 188). 
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de résine, et que tous deux, après avoir été séparés, soient suspendus 
dans le voisinage des premiers morceaux de verre et de résine, on 
observe : 

1° Que les deux morceaux de verre se repoussent l’un l'autre; 

2° Que chaque morceau de verre attire chacun des morceaux de 
résine ; 

3° Que les deux morceaux de résine se repoussent l’un l’autre. 

On appelle phénomènes électriques ces phénomènes d'attraction et 
de répulsion; les corps qui les présentent sont dits électrisés ou char- 
gés d'électricité. 

Les corps peuvent être électrisés de bien d'autres manières que par 
le frottement. 

Les propriétés des deux morceaux de verre sont semblables entre 
elles et opposées à celles des deux morceaux de résine : le verre attire 
ce que la résine repousse, el repousse ce que la résine attire. 

Si un corps, qui a été électrisé d’une manière quelconque, se com- 
porte comme le verre, c'est-à-dire, s’il repousse le verre et attire la 
résine, on dit qu’il est chargé d'électricité vitrée; s’il attire le verre et 
repousse la résine, on dit qu'il a l'électricité résineuse. On constate 
que tous les corps électrisés ont l’une ou l’autre électricité. 

C'est une habitude reçue parmi les savants d'appeler positive l'élec- 
tricité vitrée, et négative l'électricité résineuse. Les deux espèces d’é- 
lectricité ayant des propriétés exactement opposées, nous sommes 
en droit de les désigner par des signes contraires : quant à ce qui est 
d’affecter le signe + à l’une plutôt qu’à l’autre, il n’y faut voir qu'une 
pure convention; de même que l’on convient, dans les figures mathé- 
matiques, de compter positivement les longueurs dirigées vers la droite. 

On ne peut observer aucune force ni d'attraction ni de répulsion 
s'exerçant entre un corps électrisé et un autre qui ne l'est pas. Dans 
tous les cas où l’on constate une action d'un corps électrisé sur d’autres 
corps qui n'avaient point reçu de charge préalable, c'est que ces corps 
sont électrisés par induction (\). 


Électrisation par induction. 


28. Expérience IT (*). — On suspend par des fils de soie blanche 


(") [Cette affirmation, présentée au début sous cette forme, est une véritable 
pétition de principes. (C.)] 

(?) Cette expérience et plusieurs autres qui suivent, sont dues à Faraday : Sur 
l’Induction électrique statique (Phil. Mag., 1843), et Exp. Res., vol. I, p. 250. 
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un vase de métal creux, et l’on attache son couvercle à un fil semblable, 
de façon que l’on puisse ouvrir et fermer le vase sans le toucher. 

On suspend les morceaux de verre et de résine, et on les électrise, 
comme précédemment. 

Alors, le vase n’ayant aucune charge électrique initiale, on suspend 
(/ig. 4) par son fil le morceau de verre à l’intérieur du vase, mais non 


Fig. 4. 


en contact avec lui; on ferme le couvercle, et l'on trouve que l'extérieur 
du vase a une charge vitrée; on peut montrer que l’électrisation est 
exactement la même à l'extérieur du vase, en quelque point de l’es- 
pace intérieur que soit suspendu le verre. 

Si maintenant, sans toucher au vase, on retire le verre, son électri- 
sation est la même qu'avant d’avoir été introduit; celle du vase a dis- 
paru. 

Cette électrisation, qui ne se produit qu'autant que le verre est à 
l'intérieur du vase, qui disparaît lorsque le verre est retiré, s'appelle 
électrisation par induction. 

Des effets semblables se produiraient si l’on suspendait le verre 
près et en dehors du vase; mais, dans ce cas, on trouverait sur une 
partie de la surface extérieure du vase une électrisation vitrée, et sur 
l'autre partie une électrisation résineuse. Quand le verre est à l’in- 
rieur du vase, toute la surface extérieure a l’électrisation vitrée, 
toute la surface intérieure l’électrisation résineuse. 


Électrisation par conduction. 


29. Expérience 111. — On électrise le vase de métal par induction, 
comme dans l'expérience précédente; on suspend dans le voisinage, 
par des fils de soie blanche, un second corps métallique; et un fil de 
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métal, suspendu pareillement, est amené à toucher à la fois le vase 
électrisé et le corps métallique. 

On trouve alors que le second corps a une électrisation vitrée, et 
que l’électrisation vitrée du vase a diminué. 

L'état électrique a été transmis du vase au second corps par le 
moyen du fil de métal. On appelle ce fil un conducteur d'électricité, 
et on dit que le second corps a été électrisé par conduction. 


Conducteurs et isolants. 


Expérience IV. — Si, au lieu du filde métal, on avait employé une 
tige de verre, un bâton de résine ou de gutta-percha, ou un fil de soie 
blanche, aucun transport d'électricité n'aurait eu lieu. Pour cette rai- 
son, ces substances sont appelées non-conducteurs d'électricité. Les 
non-conducteurs servent, dans les expériences d'électricité, à supporter 
les corps électrisés, sans enlever leur électricité. On les appelle éso- 
lants. 

Les métaux sont de bons conducteurs; l'air, le verre, la résine, la 
gutta-percha, le caoutchouc vulcanisé, la paraffine, sont de bons iso- 
lants; mais, comme nous le verrons plus tard, toutes les substances 
présentent de la résistance au passage de l'électricité, et toutes la 
laissent passer, quoique à des degrés extrêmement différents. Ce sujet 
sera examiné quand nous en viendrons à traiter du mouvement de 
l'électricité. Pour l'instant, nous ne considérerons que deux classes de 
corps, les bons conducteurs et les bons isolants. 

Dans l'Expérience Il, un corps électrisé produit l’électrisation 
du vase métallique, dont il est séparé par l'air, milieu non conduc- 
teur. Un pareil milieu, considéré comme transmettant sans con- 
duction les effets électriques, a été appelé par Faraday milieu dié- 
lectrique; l'action qui se produit à travers ce milieu est appelée in- 
duction. 

Dans l'Expérience III, le vase électrisé a produit l’électrisation du 
second corps métallique par l'intermédiaire du fil métallique. Suppo- 
sons ce fil enlevé, et le morceau de verre électrisé retiré du vase sans 
le toucher et éloigné à une distance suffisante. Le second corps conti- 
nuera de montrer une électrisation vitrée; mais le vase, après que le 
verre en aura été retiré, aura une électrisation résineuse. Si mainte- 
nant nous mettons le fil métallique en contact avec les deux corps, il 
y aura conduction le long du fil, et toute électrisation disparaîtra des 
deux corps, ce qui montre bien que les deux corps étaient électrisés 
également et en signe contraire. 
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30. Expérience V.— L'Expérience II a fait voir que, si, après avoir 
électrisé un morceau de verre en le frottant contre de la résine, on le 
suspend à l’intérieur d’un vase métallique, on observe à l'extérieur de 
ce vase une électrisation qui ne dépend pas de la position du verre. 

Si maintenant, sans toucher ni au vase ni au morceau de résine, on 
introduit dans le même vase le morceau de résine contre lequel le 
verre a été frotté, on observe qu'il n’y a plus à l'extérieur du vase 
aucune électrisation. On conclut de là que l’électrisation de la résine est 
exactement égale et opposée à celle du verre. En introduisant un nom- 
bre quelconque de corps chargés d’une manière quelconque, on peut 
montrer que l’électrisation de l'extérieur du vase est celle que pro- 
duirait la somme algébrique (‘) de toutes les électrisations, les 
charges résineuses étant comptées avec le signe —. Nous avons ainsi 
une méthode pratique pour additionner les effets électriques de 
plusieurs corps sans altérer en rien l’électrisation de chacun d'eux. 


31. Expérience VI(?).—Prenons un second vase métallique isolé B ; 
mettons dans le premier vase À le morceau de verre électrisé, dans le 
second vase B le morceau de résine électrisé; puis mettons les deux 
vases en communication par le fil de métal, comme dans l’Expé- 
rience III. Toute trace d’électrisation disparaît. 

Retirons maintenant le fil de métal et, sans toucher les vases, reti- 
rons-en les morceaux de verre et de résine. Nous trouvons que A est 
chargé d'électricité résineuse, et B d'électricité vitrée. 

Si maintenant nous introduisons à la fois le verre et le vase A dans 
un plus grand vase isolé C, nous trouvons qu'il n’y a point d’électri- 
sation à l'extérieur de C. Ce qui montre que l’électrisation de A est 
exactement égale et contraire à celle du morceau de verre; et l’on ferait 
voir de même que lélectrisation de B est exactement égale et con- 
traire à celle du morceau de résine. 

Nous avons ainsi une méthode pour charger un vase d’une quantité 
d'électricité exactement égale et contraire à celle qui se trouve sur un 
corps électrisé, et cela sans altérer en rien l’électrisation de ce der- 
nier; et nous pouvons par ce moyen charger un nombre quelconque 


(*) [Cette expérience est évidemment purement théorique; de plus, comme on 
n'a indiqué jusqu'ici aucun moyen de mesurer l'électrisation d’un conducteur, 
l'expression de somme algébrique ne répond à aucune notion expérimentale. 

(C.)] 

(*) [Cette expérience est à neinc réalisable et, comme la précédente, soumise à 

la même objection relativement aux mesures. (C.)] 
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de vases de quantités exactement égales d'électricité de l'une ou l’autre 
sorte, quantités que nous pouvons prendre pour unités provisoires. 


32. E-rpérience VII. — On charge le vase B d'une quantité d’'élec- 
tricité positive que, pour le moment, nous appellerons l'unité; puis 
on l’introduit dans le grand vase isolé C, sans qu’il y ait contact. Il se 
produit une électrisation positive à l'extérieur de C. On fait alors tou- 
cher B contre l’intérieur de C. Aucun changement ne s'observe (!) 
dans l’électrisation extérieure de C; mais, si l’on retire B de C, sans 
qu'il y ait contact, et qu'on l'écarte à une distance suffisante, on 
reconnaît que B est entièrement déchargé, mais que C est chargé de 
l'unité d'électricité positive. 

Nous avons donc une méthode pour faire passer sur C la charge 
de B. 

On charge de nouveau B de l'unité d'électricité positive, on l’intro- 
duit dans le vase C qui a déjà une charge, on lui en fait toucher la 
surface intérieure, et on le retire. On trouve que, cette fois encore, 
B est complètement déchargé, et que, par suite, la charge de C est 
doublée. 

En répétant cette opération, on trouve que, si intense que soit la 
charge préalable de C, et de quelque manière que soit chargé B, dès 
l'instant que B est d’abord entièrement entouré par C, puis amené au 
contact avec C, et enfin retiré sans toucher C, la charge de B passe 
complètement sur C, et B est absolument déchargé d'électricité. 

Cette expérience nous donne une méthode pour charger un corps 
d'un nombre quelconque d'unités d'électricité. Quand nous en vien- 
drons à la théorie mathématique de l'électricité, nous verrons que le 
résultat de cette expérience nous fournit une preuve rigoureuse de 
l'exactitude de la théorie. 


33. Avant de passer à l’étude des lois des forces électriques, résu- 
mons les faits établis. | 

En plaçant un système électrisé quelconque à l’intérieur d’un vase 
conducteur creux isolé et en examinant l'effet produit à l'extérieur 
du vase, nous déterminons la nature de l’électrisation totale dans le 
système intérieur, et cela, sans qu'il ÿ ait communication d'électricité 
entre les différents corps du système. 


(') [On remarquera, comme précédemment, combien il serait difficile expéri- 
mentalement de prouver cette affirmation, en apparence si simple, dont la vérifi- 
cation est pourtant le nœud de la question. (C.)] 
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Nous pouvons étudier l'électrisation de l'extérieur du vase par un 
procédé très délicat, consistant à mettre le vase en communication 
avec un électroscope. 

Nous pouvons supposer que l'électroscope soit formé d’une feuille 
d'or suspendue entre deux corps chargés, l’un positivement et l’autre 
négativement. Si la feuille d’or est électrisée, elle inclinera vers le 
corps qui a une charge contraire à la sienne. En augmentant conve- 
nablement l'électrisation des deux corps et la délicatesse de la sus- 
pension, nous pouvons rendre sensibles des charges extrêmement 
faibles de la feuille d’or. 

Lorsque nous en viendrons à décrire les électromètres et les multi- 
plicateurs, nous verrons qu’il y a des méthodes encore plus parfaites 
pour découvrir l'existence d’une charge et pour vérifier l'exactitude 
de nos théorèmes ; mais, pour l'instant, nous admettrons que l'épreuve 
se fasse en reliant le vase creux à un électroscope à feuilles d’or. 

C'est cette méthode qui a servi à Faraday pour son admirable dé- 
monstration des lois des phénomènes électriques (‘). 


34. 1° L'électrisation totale d’un corps ou d’un système de corps 
reste toujours la même, à moins qu'il ne recoive de l'électricité ou 
qu'il n’en cède à d’autres corps. 

Dans toutes les expériences d'électricité, on trouve que l'électrisa- 
tion des corps est variable, mais toujours on reconnaît que ces varia- 
tions sont dues à un défaut d'isolement ; et à mesure que l’on améliore 
les procédés d'isolement, la déperdition diminue. On est donc en 
droit d'affirmer que l'électrisation d’un corps placé dans un milieu 
parfaitement isolant resterait parfaitement constante. 

2° Quand un corps en électrise un autre par conduction, la charge 
totale des deux corps reste constante, c'est-à-dire que, autant un 
des corps perd d'électricité positive ou gagne d'électricité néga- 
tive, autant l'autre gagne d'électricité positive ou perd d'électricité 
négative. 

En effet, si les deux corps sont renfermés dans le vase creux, on 
n'observe aucun changement dans l'électrisation totale. 

3° Quand on produit l'électrisation par le frottement, ou par 
loute autre méthode connue, il se forme des quantités égales d’élec- 
tricité positive et d'électricité négative (?). 


(‘) On static electrical inductive action (Phil. Mag., 1843), et Exp. Res., 
vol. IT, p. 219. 
(*) [L'expérience est extrèmement difficile à réaliser pour ètre concluante. (C.)] 
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En effet, on peut examiner la charge totale du système au moyen 
du vase creux, ou effectuer à l’intérieur du vase mème les opérations 
qui produisent l’électrisation ; si énergique que soit l’électrisation des 
parties du système, la charge de l’ensemble, telle que l'indique l'élec- 
troscope à feuilles d’or, est invariablement nulle. 

Donc l’électrisation d’un corps est une quantité physique suscep- 
tible de mesure, et l’on peut, en combinant expérimentalement deux 
ou plusieurs électrisations, obtenir un résultat analogue à celui que 
donne l’addition algébrique de deux quantités. Nous sommes donc en 
droit d'employer un langage qui, dans l’électrisation, vise la quantité 
aussi bien que la qualité, et de parler d’un corps électrisé comme 
« d’un corps chargé d’une certaine quantité d'électricité positive ou 
négative ». 


35. Lorsque nous accordons à l'électricité, ainsi que nous venons de 
le faire, la qualité de quantité physique, nous devons ne pas admettre, 
d’une façon trop hâtive, qu'elle est ou qu’elle n'est pas une substance, 
qu’elle est ou qu'elle n'est pas une forme d'énergie, ou qu’elle appar- 
tient à quelqu'une des espèces connues de quantités physiques. Tout 
ce que nous avons prouvé Jusqu'ici est qu'on ne peut ni la créer ni la 
détruire, et, par suite, que si la quantité totale d'électricité comprise 
à l’intérieur d’une surface augmente ou diminue, cette quantité en 
plus ou en moins doit forcément avoir traversé la surface pour entrer 
ou pour sortir. 

C'est ce qui est également vrai pour la matière, et s'exprime par 
l'équation connue en Hydrodynamique sous le nom d’équation de con- 
tinuilé. 

Ce n’est plus vrai pour la chaleur, car la chaleur contenue à l'inté- 
rieur d’une surface fermée peut augmenter ou diminuer sans qu'il 
entre de la chaleur ou qu'il en sorte à travers la surface; il peut y 
avoir transformation en chaleur de quelque autre forme d'énergie, ou 
de chaleur en énergie. 

Ce n’est même pas vrai de l'énergie en général, si nous admettons 
l’action directe des corps à distance; car alors un corps extérieur à la 
surface fermée peut échanger de l'énergie avec le corps compris dans 
la surface. Au contraire, si tout ce qui paraît une action à distance 
résulte d’une action entre les parties d’un milieu intermédiaire, et si 
nous comprenons clairement la nature de cette action entre les parties 
du milieu, on conçoit que, dans tous les cas où l'énergie augmente ou 
diminue à l’intérieur d’une surface fermée, nous pourrons saisir au 
passage l'énergie qui entre dans la surface ou en sort. 
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Il y a encore une autre raison qui nous permet d'affirmer que l’é- 
lectricité, considérée comme quantité physique, et synonyme de charge 
totale du corps, n’est pas comme la chaleur, une forme d'énergie. Un 
système électrisé possède une certaine énergie; cette énergie peut se 
calculer en multipliant la quantité d'électricité qui se trouve sur 
chaque partie du système par une autre quantité physique, le poten- 
tiel de cette partie du système (!), et en prenant la moitié de la somme 
de ces produits. Les quantités électricité et potentiel, multipliées 
l'une par l’autre, produisent la quantité énergie. Ï1 est donc impos- 
sible que l'électricité et l'énergie soient des quantités de même espèce, 
l'électricité n'étant qu'un des facteurs de l'énergie, dont l'autre fac- 
teur est le potentiel. | 

L'énergie, qui est le produit de ces deux facteurs, peut aussi ètre 
considérée comme le produit de divers autres groupes de deux fac- 
teurs; ainsi : 

Une force x une distance le long de laquelle agit la force. 

Une masse  X la gravité agissant sur un certain parcours vertical. 

Une masse  X la moitié du carré de sa vitesse. 

Une pression x un volume de fluide introduit dans le vase à cette 

pression. 

Une affinité chimique x un changement chimique mesuré par le nombre 


d’équivalents électrochimiques qui entrent 
en combinaison. 


Si nous arrivons à nous faire des idées mécaniques distinctes sur la 
nature du potentiel électrique, nous pourrons, en les combinant à 
l'idée d'énergie, déterminer la catégorie physique dans laquelle doit 
ètre classée l'électricité. | 


36. Dans la plupart des théories sur ce sujet, on traite l'électricité 
comme une substance; mais, comme il y a deux espèces d’électrisation, 
qui, combinées ensemble, s’annulent l’une l’autre, et comme nous ne 
concevons pas deux substances qui s’annulent l’une l’autre, on a établi 
une distinction entre l'électricité libre et l'électricité combinée. 


Théorie des deux fluides. 


Dans la théorie dite des deux fluides, on suppose que tous les corps 


(') [Il se présente ici un défaut d'ordre dans cette exposition : le potentiel 
électrique ne sera défini que plus loin, ct le lecteur ne comprendra ce passage 
qu'après avoir pris connaissance de ce qui suit. (C.)] 
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qui ne sont pas électrisés sont chargés de quantités égales d’électri- 
cité positive et d'électricité négative. On admet que ces quantités sont 
si grandes que, par aucun procédé d’électrisation, on ne puisse enlever 
à un corps toute son électricité de l'une ou l’autre espèce. Dans cette 
théorie, l'opération qui constitue l'électrisation consiste à prendre à 
un corps À une certaine quantité P d'électricité positive pour la 
donner à un corps B, ou bien à prendre à B une quantité N d’électri- 
cité négative que l'on donne à À, ou à combiner de quelque manière 
ces deux opérations. 

Le résultat sera que À aura P + N unités d'électricité négative en 
sus de son électricité positive restante, laquelle est supposée combinée 
à une quantité égale d'électricité négative. Cette quantité P + N est 
ce qu'on appelle l'électricité libre, le reste est ce qu'on appelle l'élec- 
tricité combinée, latente ou fixée. 

En exposant cette théorie, on a généralement appelé les deux élec- 
tricités des fluides, parce qu'elles sont susceptibles de se trans- 
porter d’un corps sur un autre et qu'elles sont très mobiles dans les 
corps conducteurs. Les autres propriétés des fluides, inertie, poids, 
élasticité, ne leur ont pas été attribuées par les auteurs qui n'ont fait 
usage de cette théorie qu’en vue de recherches mathématiques; mais 
l'emploi de ce mot de fluide a été de nature à induire en erreur le vul- 
gaire, et avec lui bien des savants qui n'étaient pas des physiciens, et 
qui se sont saisis de ce mot de fluide, le seul terme qui leur parût in- 
telligible dans l'exposé de la théorie. 

Nous verrons que le développement de la théorie mathématique est 
dù dans une large mesure à des auteurs qui s’exprimaient dans le lan- 
gage de la théorie des deux fluides. Mais leurs résultats ont été déduits 
entièrement de données que l'on peut établir par l'expérience, et qui 
par suite sont forcément vraies, que nous adoptions ou non la théorie 
des deux fluides. Et par conséquent la vérification expérimentale de 
ces résultats mathématiques ne prouve rien, ni pour ni contre les 
doctrines particulières de cette théorie. 

La considération de deux fluides nous permet d'envisager l'électri- 
sation négative de À et l’électrisation positive de B comme l'effet d’une 
quelconque de trois opérations différentes conduisant au même résul- 
tat. Nous avons déjà supposé qu'elle est due au transport de P unités 
d'électricité positive de A sur B, et de N unités d'électricité négative 
de B sur À. Mais si P +N unités d'électricité positive avaient été 
transportées de B sur À, ou si P + N unités d'électricité négative 
avaient été transportées de B sur À, le résultat serait le même que pré- 
cédemment pour ce qui est de l'électricité libre sur À ou sur B; mais 
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la quantité d'électricité combinée laissée sur A serait moindre dans le 
second cas, et plus grande dans le troisième qu’elle n'était dans le 
premier. 

Il résulterait donc de cette théorie que l’on peut altérer, non seule- 
ment la quantité d'électricité libre d'un corps, mais encore sa quantité 
d'électricité combinée. Or, on n’a jamais observé sur les corps élec- 
trisés aucun phénomène que l’on puisse attribuer à une variation dela 
quantité d'électricité combinée. Donc, ou bien les électricités combi- 
nées n’ont pas de propriétés que l’on puisse observer, ou bien il n’y a 
pas de variation possible de la quantité d'électricité combinée. La 
première de ces hypothèses ne présente point de difficultés au point 
de vue purement mathématique, car n’attribuant aux fluides d'autres 
propriétés que celles d'attraction et de répulsion, au regard desquelles 
les deux fluides s’annulent l’un l’autre purement et simplement, l’effet 
de ces fluides combinés est vraiment et identiquement nul. Mais, pour 
ceux qui ne peuvent employer le mot fluide sans avoir l’idée d'une 
substance, il est difficile de concevoir que la combinaison des deux 
fluides n'ait pas de propriétés du tout, que l’addition sur un corps de 
quantités plus ou moins grandes de cette combinaison n'ait aucun 
effet sur ce corps, qu'elle n’augmente ni sa masse ni son poids, ni ne 
change aucune de ses propriétés. Certaines personnes ont été ainsi 
amenées à supposer que chaque fois qu'il y a électrisation, des quan- 
tités exactement égales de chaque fluide sont transportées dans des 
directions opposées, en sorte que la quantité totale des deux fluides 
pris ensemble reste toujours la même sur tous les corps. Par cette 
nouvelle loi, ils tâchent de sauver les apparences, oubliant que l'on 
n'a nullement besoin de leur loi, si ce n’est pour accorder la théorie 
des deux fluides avec l'expérience, et pour l'empècher de prédire des 
phénomènes qui ne se produisent pas. 


Théorie d'un seul fluide. 


37. Dans la théorie d’un seul fluide, tout est semblable à la théorie 
des deux fluides, sauf qu'au lieu de supposer deux substances égales 
et opposées à tous égards, 1l y en a une, généralement le fluide néga- 
uif, à laquelle on attribue les propriétés et le nom de la matière ordi- 
naire, gardant pour l'autre le nom de fluide électrique. On suppose 
que les molécules du fluide se repoussent les unes les autres suivant 
la loi de l'inverse carré des distances, et qu'elles attirent les molécules 
matérielles suivant la même loi. Si la quantité de fluide électrique 
contenue dans un corps est telle que, pour une molécule de fluide élec- 
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trique extérieure au corps, la répulsion due au fluide électrique du 
corps soit égale à l'attraction due à sa masse matérielle, on dit que 
le corps est saturé. Si la quantité de fluide du corps est plus grande 
que celle qui détermine la saturation, l'excès est appelé fluide excé- 
dant, et l’on dit que le corps est surchargé. Si la quantité de fluide 
est moindre qu'il ne convient pour la saturation, on dit que le corps 
est souschargé, et l’on appelle quelquefois fluide déficient la quantité 
du fluide qui serait nécessaire pour le saturer. Le nombre d'unités 
d'électricité nécessaire pour saturer 16° de matière ordinaire doit ètre 
très grand; en effet, 18° d'or peut être battu jusqu'à présenter une 
surface de 11, et sous cette forme peut prendre une charge négative 
d'au moins 60000 unités d'électricité. Pour saturer la feuille d'or, il 
faut lui donner cette quantité du fluide électrique; en sorte que la 
quantité totale nécessaire pour la saturer doit être plus grande encore. 
On suppose qu'entre deux corps saturés, l'attraction qui s'exerce entre 
la matière et le fluide est un peu plus grande que la répulsion qui 
agit'entre les deux parties de fluide et les deux parties de matière; et 
l'on suppose que cette force résiduelle rend compte de l'attraction de 
gravitation. 

Cette théorie n'a pas le tort d'expliquer trop, comme celle des deux 
fluides ; et cependant elle exige que nous admettions que la masse du 
fluide électrique est si faible, qu'aucune des électrisations positive ou 
négative que nous sommes capables de produire ne puisse accroître 
ou diminuer d'une manière appréciable n1 la masse ni le poids d’un 
corps (:); et, de plus, elle n’a pu jusqu’à présent donner de raisons 
valables de supposer que l’électrisation vitrée plutôt que l’électrisa- 
tion résineuse soit due à un excès d'électricité. 

Une objection a été quelquefois opposée à cette théorie, par des 
hommes qui auraient dà mieux raisonner. On a dit que l'hypothèse 
d'une r'épulsion entre les particules de matière non combinées à de 
l'électricité est en contradiction formelle avec ce fait bien établi que, 
dans tout l'univers, toutes les particules de matière s’attirent mutuel- 
lement. Si la théorie d'un seul fluide était vraie, les corps célestes 
devraient se repousser l'un l’autre. 


(‘) [Il n’est pas inutile de faire remarquer de combien de difficultés serait en- 
touréc la pesée exacte d'un corps fortement électrisé. 

L'affirmation n'est mème pas correcte en ce qui concerne la définition théorique 
du poids, qui est l'attraction terrestre : l’induction sur la terre modifie l’action 
réciproque. Quant à la détermination de la masse du corps électrisé, aucune ex- 
périencec connuc ne permet de vérifier ce postulatum qu'on admet dans le calcul 
du mouvement des corps électrisés. (C.)] 
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Mais il est bien évident que, dans cette théorie, si les corps célestes 
étaient formés de matière non combinée à de l'électricité, ils seraient 
à l'état le plus élevé d’électrisation négative et se reyousseraient l’un 
l'autre. Or nous n'avons aucune raison de croire qu'ils soient ni qu'ils 
puissent se maintenir dans cet état d’électrisation élevée. La terre et 
tous les corps dont nous avons observé l'attraction sont bien plutôt 
dans un état de non-électrisation, c'est-à-dire que ces corps ont leur 
charge normale d'électricité, et que la seule action qui s'exerce entre 
eux est la force résiduelle dont il a été parlé plus haut. En fait, la fa- 
con artificielle dont cette force résiduelle est introduite constitue une 
objection bien autrement sérieuse contre la théorie. 

Dans cet Ouvrage et à différents points de notre étude, je me pro- 
pose de mettre à l'épreuve les différentes théories, en m'éclairant de 
certains phénomènes d’une autre nature. Pour ma part, je cherche 
à m'éclairer sur la nature de l’électricité en étudiant ce qui se passe 
dans l’espace qui sépare les corps électrisés. C’est là le caractère essen- 
tiel de la méthode de recherche suivie par Faraday dans ses Experi- 
mental Researches : à mesure que nous avancerons, je me propose 
de présenter, en les reliant sous une forme mathématique, les résultats 
obtenus par Faraday, W. Thomson, etc.; nous pourrons voir ainsi 
quels phénomènes sont également bien expliqués par toutes les théo- 
ries, et quels autres révèlent les difficultés propres à chaque hy- 
pothèse. 


Mesure de la force qui s'exerce entre les corps électrisés. 


38. Les forces peuvent se mesurer de différentes manières. Ainsi, 
vn peut suspendre un des corps à l'un des bras d’une balance sensible, 
et des poids à l’autre bras, Jusqu'à ce que le corps soit en équilibre, 
quand il n'est pas électrisé. L'autre corps est ensuite placé sous le pre- 
mier à une distance connue, de facon que l'attraction ou la répulsion 
des deux corps, lorsqu'ils sont électrisés, augmente ou diminue le 
poids apparent du premier corps. Le poids qu'il faut ajouter sur l’autre 
bras ou en retirer, exprimé en mesure dynamique, mesure la force 
qui agit entre les corps. Cette disposition a été employée par Sir Snow 
Harris, et c'est celle qui a été adoptée dans l’électromètre absolu de 
Sir W. Thomson (voir $ 217). 

Il est quelquefois plus commode d'employer une balance de torsion : 
une tige horizontale est suspendue à un fil fin de métal ou de soie, el 
peut osciller autour de ce fil vertical comme axe. Le corps est attaché 
à un bout de cette tige et la force agit sur lui dans une direction tan- 
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gentielle, de manière à faire tourner la tige autour de son axe verti- 
cal et à tordre d'un certain angle le fil de suspension. On détermine 
la résistance du fil à ia torsion, en observant la durée des oscillations 
de la tige, dont on connaît d’ailleurs le moment d'inertie. De l'angle 
de torsion et de la résistance du fil on peut déduire la force d’attrac- 
tion ou de répulsion. La balance de torsion a été imaginée par Michell 
pour déterminer la force de gravitation qui s'exerce entre des corps 
de petite dimension, et elle a été utilisée dans ce but par Cavendish. 
Coulomb, travaillant indépendamment de ces deux physiciens, l'in- 
venta de sou côté, et l'appliqua très heureusement à la recherche de la 
loi des forces électrique et magnétique (') : depuis, la balance de tor- 
sion a toujours été employée dans les recherches où l'on a à mesurer 
des forces faibles (voir $ 215). 


39. Supposons que, par l'une ou l'autre de ces méthodes, nous 
puissions mesurer la force qui s'exerce entre deux corps électrisés. 
Nous admettrons que les dimensions des corps soient petites relative- 
ment à la distance qui les sépare, de facon que le résultat ne puisse 
être modifié beaucoup par des inégalités possibles dans la distribution 
de l'électrisation sur ces corps; nous supposerons aussi que ces corps 
soient suspendus dans l'air à une distance considérable de tout autre 
corps sur lequel ils pourraient induire une charge. 

Nous trouvons alors que les corps, étant placés à une distance fixe 
l'un de l’autre et étant chargés respectivement de e et e’ de nos unités 
provisoires d'électricité, se repoussent l’un l'autre avec une force pro- 
portionnelle au produit de e et e’. Si e ou e’ est négatif, la force de- 
vient une attraction; si e et e’ sont tous deux négatifs, la force est de 
nouveau une répulsion. 

Nous pouvons supposer que le premier corps À soit chargé de m 
unités d'électricité vitrée et de » unités d'électricité négative, et l’on 
peut concevoir que les deux sortes d'électricité soient placées en des 
points différents du corps, comme dans l’Expérience V. 

Supposons que le second corps B soit chargé de m' unités d'électri- 
cité positive et de n’ unités d'électricité négative. 

Alors, chacune des m unités positives de À repoussera chacune des 
m' unités positives de B avec une force /, ce qui produira un effet to- 
tal égal à m#m'f. 


(*) [Les premières publications relatives à la balance de torsion sont celles de 
Coulomb (1753-1584). Viennent ensuite celles de Cavendish (1798), uù se trouvent 
mentionnés l'idée ct les premiers essais inédits de Michell. (C.)] 
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Puisque l'effet de l'électricité négative est exactement égal et con- 
traire à celui de l'électricité positive, chacune des m unités positives 
«de A attirera chacune des x’ unités négatives de B avec une force /, 
produisant un effet total égal à mn"f. 

De mème, les x unités négatives de À attireront les »’ unités posi- 
tives de B avec une force nam'"f, et repousseront les #’ unités négatives 
de B avec une force nn'f. 

La répulsion totale sera donc (mm"'+ nn')f, et lattraction totale 
(mn'+ nm')f. 

La répulsion résultante sera 


Cmm'— nn'— mn — nmf où (m—n)tm— nf. 


Or (m—n)—=e est la valeur algébrique de la charge de À, et 
(çm'— n') =e! est la charge de B, de facon que la répulsion résul- 
tante peut s'écrire ee’f, étant toujours bien entendu que les quantités 
e et e’ sont prises avec leur signe propre. 


Variation de la force avec la distance. 


40. Après avoir établi la loi de la force à distance constante, nous 
pouvons mesurer la force qui s'exerce entre des corps chargés d'une 
manière constante et placés à différentes distances. On trouve, par 
des mesures directes, que la force, attraction ou répulsion, varie en 
raison inverse du carré de la distance; en sorte que, si f'est la répul- 
sion entre deux unités à l'unité de distance, la répulsion à la distance 
r sera fr, et l'expression générale de la répulsion entre e et e’ unités 
à la distance r sera 


Lee rt. 
Définition de l'unité électrostatique d'électricite. 


#f. Jusqu'ici nous avons emplové comme unité d'électricité un éta- 
lon absolument arbitraire, à savoir, l'électrisation d'un certain mor- 
eau de verre, telle qu'elle se trouvait être au début de nos expériences. 
Nous sommes maintenant en mesure de choisir une unité d'après un 
principe arrêté, et, pour que cette unilé puisse appartenir à un système 
général, nous la définirons de facon que f soit égal à l'unité; en d'au- 
tres termes : 


L'unité électrostatique d'électricité est la quantité d'électricité 
qui, placée à l'unité de distance d'une quantité égale, la repousse 
avec l'unité de force. 

Tr. d'Élect. et de Magn., \. 
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Cette unité est appelée électrostatique, pour la distinguer de l'unité 
électromagnétique, qui sera définie plus tard. 

Nous pouvons maintenant écrire la loi générale des actions élec- 
triques sous la forme simple 


F = ee'r71, 


ou : La répulsion qui s’ererce entre deux corps de petites dimen- 
sions chargés respectivement de e et e' unités d'électricité est rume- 
riquement égale au produit des charges divisé par le carré de la 
distance. 


Dimensions de l'unité électrostatique de quantité. 


k2. Si[Q]est l'unité électrostatique de quantité prise en elle-même ; 

si e ete’ sont les valeurs numériques de quantités particulières, 7 la 
valeur numérique de la distance, et F la valeur numérique de la force, 
l'équation devicut 

F[F]= ee r-?[Q?][L-?], 
d'où 

| 3 3 

[QJ=TLIFEI=TLÉTOIME]. 


Cette unité est appelée l'unité électrostatique d'électricité. On peut 
employer d'autres unités dans les applications pratiques ou dans d'au- 
tres branches de la science électrique; mais, dans les équations de l'é- 
lectrostatique, il est entendu que les quantités d'électricité sont éva- 
luées en unités électrostatiques ; de mème, en Astronomie physique, on 
emploie une unité de masse fondée sur les phénomènes de la gravita- 
tion, et différente des unités de masse habituellement en usage. 


Démonstration de la loi de la force électrique. 


h3. On peut considérer la loi de la force électrique comme établie 
dans de certaines limites d'exactitude par les expériences de Coulomb 
au moven de la balance de torsion, mais des expériences de cette na- 
ture sont rendues difficiles, et, jusqu'à un certain point, incertaines 
par différentes causes d'erreur dont il faut se bien rendre compte pour 
faire les corrections nécessaires. 

En premier lieu, pour être capables de recevoir des charges qui suf- 
fisent à produire des effets mesurables, les corps doivent avoir des di- 
mensions appréciables relativement à leur distance. Par suite, l’action 
de chaque corps produit un certain effet sur la distribution de l’élec- 
tricité de l'autre corps, et l'on ne peut plus considérer les charges 
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comme évalement distribuées sur la surface, ou rassemblées à son 
centre de gravité; mais il faut calculer leur effet par une étude com- 
pliquée. C’est ce qui a été fait par Poisson, dans le cas de deux sphères, 
de la facon la plus heureuse, et cette étude à été grandement simpli- 
lice par Ja Zhéorie des Imaïzes électriques de Sir W. Thomson (voir 
ÿ 172-174). 

Une autre difficulté tient à l'action de l'électricité induite sur 
les parois de la cage qui contient l'instrument. Si l'on a soin de faire 
l'intérieur de cette cage exactement cylindrique, et de le recouvrir de 
métal, cet eflet peut être défini et mesuré. 

Une difficulté d'une autre nature est l'isolement imparfait des 
corps, d'où résulte que leur charge diminue constamment. Coulomb a 
étudié Ja Loi de la déperdition, et corrigé ses expérience: de cette 
urreur. 

Depuis le temps de Coulomb, les procédés pour isoler les corps 
électrisés ou pour mesurer les eflets électriques ont été bien perfec- 
Uionnés, surtout par Sir W. Thomson : cependant ce ne sont point des 
expériences, ni des mesures directes, qui ont établi la parfaite exacti- 
tude de la loi de Coulomb, dont elles sont plutôt des exemples numé- 
raques, mais bien l'étude mathématique des phénomènes décrits dans 
l'Expérience VIT, à savoir qu'un corps conducteur électrisé B, après 
avoir touché l'intérieur d'un conducteur creux fermé C, et avoir été 
tiré sans toucher C, se trouve complètement déchargé, quelle que soit 
l'électrisation extérieure de C. Au moven d'un électroscope sensible, 
il est aisé de montrer qu'il ne reste point d'électricité sur B après 
cette opération; el, d'après la théorie mathématique qui sera donnée 
au N 7#,il ne peul en ètre amsi que si la force varie en raison inverse 
du carré de a distance : pour toute autre forme de là loi, B aurait 
été électrisé. 


Le champ électrique. 


#5. Le champ électrique est la portion de l'espace voisine des Corps 
electrisés, considérée au point de vue des phénomènes électriques. H 
peut étre occupé par de Fair où par d'autres corps, où bien peut étre 
ce Que ous appelons vide, c'est-à-dire un espace d'où nous avons re- 
Uré toutes les substances sur lesquelles nous pouvons agir par les 
movens mis à notre disposition. 

Si un corps électrisé est introduit en un point d'un champ électrique. 
en général il déterminera un changement dans Ia distribution de 
l'électrisation à Ja surface des autres corps. 


Mais, si le corps est très pelit et si sa charge est également pelile, 
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l'électrisation des autres corps ne sera pas sensiblement modifiée, «à 
nous pourrons considérer le corps comme définissant, par son centre 
de gravité, un certain point de l'espace. La force qui agit sur le corps 
est alors proportionnelle à sa charge et change de signe quand h 
charge change de signe. 

Soient e la charge du corps, F la force qui agit sur lui dans une 
certaine direction. Si e est très petit, F est proportionnel à e ou 


F=eR, 


R étant une quantité qui dépend de la distribution de l'électricité 
sur les autres corps du champ. Si nous pouvions faire la charge e égale 
à l'unité, sans troubler l'état tlectrique des autres corps, nous aurions 
"—R. 

Nous appellerons R la force électrique résultante au point considéré 
du champ, et quand nous voudrons exprimer le fait que cette quan- 
tité est un vecteur, nous le désignerons par la lettre gothique €. 


Force électromotrice et potentiel. 


45. Si le petit corps qui porte la petite charge e est déplacé depuis 
un point À jusqu à un point B, suivant un chemin donné, il sera sou- 
mis en chaque point de sou trajet à une force Re, où R varie d'un 
point à l'autre du trajet. Pésisnons par Ee le travail total effectué sur 
le corps par ces forces électriques : E est alors appelé {a force élec- 
tromotrice totale suivant le chemin AB. Si le chemin forme un cir- 
cuit fermé, et si la force électromatrice totale le long de ce circuit 
n'est pas nulle, l'électricité ne peut ètre en équilibre, et il se produit 
un courant. Donc, en Électrostatique, la force clectromotrice totale 
le long d’un cireuit fermé quelconque doit ètre nulle; et si À et R 
sont deux points du circuit, la force électromotrice de À en B est la 
mème, le Jony des deux parties en lesquelles peut être partagé le cir- 
euit, et, puisque chacune de ces parties peut être modifiée indépen- 
damment de l'autre, la force électromotrice totale de À en B est la 
mème pour tous les chemins qui vont de À à B. 

Si l'on prend B comme point de repère par rapport à tous les autres 
points, la force électromotrice totale de À à B est appelée le potentiel 
de À (1); il ne dépend que de la position de A. Dans les recherches ma- 
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(') [L'excés du potentiel de À sur le potentiel en un autre point A est la foret 
électromotrice totale de À en A5 ou, si A el A sont ialinnnent voisins, le pro- 
duit de AA’ par la composante de R suivant AA. (PA 
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thématiques, on prend généralement B à une distance infinie des corps 
électrisés (1). 

Un corps électrisé positivement tend à se mouvoir des points où le 
potentiel positif est plus élevé vers les points où le potentiel positif 
est moins élevé, ou vers les points où le potentiel est négatif; un corps 
chargé d'électricité négative tend à se mouvoir dans la direction 
opposce. 

Sur un conducteur, l'électricité se meut librement relativement au 
conducteur. Si donc deux parties d'un conducteur sont à des poten- 
tiels différents, l'électricité positive se portera de la partie ayant le 
potentiel le plus élevé à la partie ayant le potentiel le moins élevé, 
et cela, tant que subsistera la différence. Un conducteur ne peut donc 
ètre en équilibre électrique que si le potentiel est le même en chacun 
de ses points. Ce potentiel est appelé le potentiel du conducteur. 


Surfaces équipotentielles. 


k6. Si une surface est décrite, ou supposée décrite, dans le champ 
électrique, : de facon que le potentiel électrique soit le même en 
tous les points de cette surface, elle est appelée surface équipoten- 
tielle. 

Un point électrisé, assujetti à rester sur une telle surface, n’aura au- 
cune tendance à se mouvoir d'une partie à une autre de cette surface, 
puisque le potentiel est le même en tous les points. Une surface équi- 
potentielle est donc une surface d'équilibre ou une surface de 
niveau. 

La force résultante en un point de cette surface est dirigée suivant 
la normale à la surface, et la grandeur de cette force est telle que le 
travail effectué pendant le passage de l'unité d'électricité de la surface 
V à la surface V'est V — V”. 

Deux surfaces équipotenticlles à des potentiels différents ne peu- 
vent se couper, puisqu'un point ne peul avoir qu'un seul potentiel: 

{(:) [Nous voyons ici un exemple des inconvénients que présente l'emploi d'une 
méthode artilicielle d'exposition des phénomènes, Cette définition si importante 
de la force électromotrice ou du potentiel, qu'il serait si nécessaire d'amener 
d'une manière en quelque sorte naturelle par la logique des faits, arrive ici, 
pour ainsi dire subrepticement, par des considérations qu'un lecteur peu versé 
déjà dans l'étude de l'électricité ne peut manquer de trouver absolument arbi- 
traires. Tout ce paragraphe doit ètre considéré comme insuffisant, cu égard à 

l'importance des définitions posées cet des conséquences déduites. (Voir Journal 
de Physique, 1. 1, 1° série, Sur les unités electrostatiques.) (C.)] 
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mais une surface équipotentielle peut se couper elle-même, et c'est ce 
qui a lieu en tous les points et pour toutes les lignes d'équilibre © 11. 

La surface d'un conducteur en équilibre électrique est forcément 
une surface équipotentielle. Si l'électrisation est positive sur toute 
cette surface, le potentiel diminuera à mesure que nous nous écarte- 
rons de la surface dans tous les sens, et le conducteur sera entouré 
par une série de surfaces à potentiel plus bas. 

Mais, si, par l'action de corps électrisés extérieurs, certaines ré- 
gions du conducteur sont électrisées positivement, et d'autres néga- 
uvement, la surface équipotentielle complète se composera de la sur- 
face du conducteur lui-mème, en mème temps que d'un système 
d'autres surfaces coupant la surface du conducteur suivant les lignes 
qui séparent les régions positives des régions négatives. Ces lignes 
seront des lignes d'équilibre, en sorte qu'un point électrisé placé sur 
l’une de ces lignes ne sera soumis à aucune force dans aucune direc- 
tion. 

Si la surface d'un conducteur est électriste positivement en cer- 
taines parties et négativement en d’autres, il faut qu'il v ait forcé- 
ment avec lui dans le champ quelque autre corps électrisé. En effet, 
considérons un point électrisé positivement, qui part d'une partie 
électrisée positivement du conducteur, et laissons-le se mouvoir con- 
stamment dans la direction de la force résultante qui agit sur lui : le 
potentiel en ce point diminuera constamment, Jusqu'à ce que ce point 
ou bien atteigne une surface électrisée négativement à un potentiel 
inférieur à celui du premier conducteur, ou bien s'éloigne à l'infini. 
Et, puisque le potentiel à l'infini est zéro, ce dernier cas ne peut se 
présenter que si le potentiel du conducteur est positif (?). 

De mème, un point électrisé négativement, partant d’une région 
clectrisée négativement de [a surface, doit ou bien atteindre une sur- 
face électrisée positivement, ou bien s'éloigner à l'infini, et ce dernier 
cas ne peut se présenter que si le potentiel du conducteur est né- 
gatif. 

Par suite, si les deux électricilés positive et négative existent à la 
surface d'un conducteur, il faut qu'il v ait dans le champ un autre corps 
électrisé, dont le potentiel soit de mème signe que celui du corps et 
de valeur numérique plus élevée; et si un conducteur de forme quel- 


() [En effet, si deux nappes d'une surface équipotentielle se coupent, la force 
qui devrait être normale à chacune des deux nappes est forcément nulle en tous 
les points de la courbe d'intersection. (P.)] 

(“) [Mèmes remarques que ci-dessus. (C.)] 
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conque est seul dans le champ, la charge en chacun de ses points est 
du mème signe que le potentiel du conducteur. 

La surface intérieure d'un vase conducteur creux, qui ne renferme 
point de corps électrisé, est entièrement exempte de charge. Car, si 
une partie de cette surface avail une charge positive, une molécule 
d'électricité positive, se mouvant dans la direction de la force qui agit 
sur elle, devrait atteindre une surface à charge négative et à potentiel 
moins élevé. Or, toute la surface intérieure a le mème potentiel : elle 
ne peut donc avoir de charge (!). 

Un conducteur placé à l'intérieur du vase et communiquant avec 
lui peut ètre considéré comme limité par la surface intérieure. Un 
tel conducteur ne peut donc avoir de charge. 


Lignes de force. - 


47. La ligne décrite par un point qui se meut toujours dans la di- 
rection de la force résultante est appelée Ügne de force. Elle coupe à 
angle droit les surfaces équipotentielles. Plus loin, on exposera plus 
complètement les propriétés des lignes de force, Faraday ayant ex- 
primé un grand nombre des lois de l’action électrique, au moyen de 
sa conception de lignes de force tractes dans le champ électrique et 
représentant en chacun de ses points la grandeur de la force aussi 
bien que sa direction. 


Tension électrique. 


#8. Puisque la surface du conducteur est une surface équipoten- 
tielle, la force résultante est normale à cette surface, et, ainsi qu'on 
le: verra au S 78, elle est proportionnelle à la densité superficielle de 
l'électrisation. Par suite, l'électricité, répandue sur une petite aire prise 
sur la surface, sera soumise à l'action d'une force tendant à l'éloigner 
du conducteur et proportionnelle au produit de la force résultante et 
de la densité, c'est-à-dire au carré de la force résultante. 

Cette force, qui agit sur chaque partie du conducteur comme une 
tension dirigée vers le dehors, est appelée tension électrique. On la 
mesure, comme une tension mécanique ordinaire, par la force exercée 
sur l'unité de surface. 


(') [Tout ce paragraphe manque de rigueur, On suppose démontré : 1° qu'au- 
bur d'un conducteur le potentiel croit ou décroit suivant le signe de sa charge, 
“e qui sera établi $ 80: 2° qu'il n'y a pas, dans l'intérieur d'un conducteur creux, 
ui point où le potentiel passe par un maximum ou un minimum. (Pol 
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Le mot de tension a été employé par des électriciens dans plusieurs 
sens mal définis; on a essayé de l'employer dans le langage mathéma- 
tique comme synonyme de potentiel; mais, après avoir examiné les 
cas dans lesquels on a employé ce mot, je crois qu'il est plus conforme 
à l'usage et aux analogies mécaniques d'entendre par tension une force 
de traction s’exercant à raison de tant de livres par pouce carré sur 
la surface du conducteur, ou en tout autre endroit. Nous verrons que 
l’idée émise par Faraday, que cette tension existe non seulement à la 
surface du conducteur, mais aussi tout le long des lignes de force. 
nous amène à concevoir Faction électrique comme un phénomène de 
déformation d'un milieu. 


Force électromotrice. 


k9. Lorsque deux conducteurs à des potentiels différents sont re- 
liés par un fil conducteur fin, la tendance de l'électricité à s'écouler le 
long du fil a pour mesure la différence des potentiels des deux corps. 
Pour cette raison, on appelle force électromotrice entre deux points 
la différence des potentiels en ces points. 

La force électromotrice ne peut pas toujours être exprimée sous 
forme d’une différence de potentiels, mais nous ne traitons pas de ces 
cas particuliers en électricité statique. Nous les examinerons quand 
nous en viendrons aux circuits hétérogènes, aux actions chimiques, 
aux mouvements des aimants, aux inégalités de température, etc. 


Capacité d'un conducteur. 


90. Si un conducteur est isolé, tandis que l'on maintient tous les 
conducteurs voisins au potentiel zéro en les mettant en communica- 
tion avec la Terre, et si ce conducteur, chargé de la quantité E d'élec- 
tricité, prend le potentiel V, le rapport de E à V est appelé capacité 
du conducteur. Si le conducteur est entièrement renfermé dans un 
vase conducteur qu'il ne touche pas, sa charge est égale et opposée à 
celle de la face interne du conducteur extérieur, et égale à sa capacité 
multipliée par la différence des potentiels des deux conducteurs. 


Accumulateurs électriques. 


Un système formé de deux conducteurs, dont les surfaces en regard 
sont séparées par une couche mince d’un milieu isolant, est appelé un 
accumulateur électrique. Qn appelle électrodes les deux conducteurs, 
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et diélectrique le milieu isolant. Sa capacité est proportionnelle à 
l'aire des surfaces en regard, et inversement proportionnelle à l'épais- 
seur de la couche qui les sépare. Une bouteille de Leyde est un accu- 
mulateur dans lequel le verre sert de milieu isolant. Les accumula- 
teurs sont quelquefois appelés condensateurs; mais je préfére réserver 
le terme de condensateur pour un instrument servant, non pas à con- 
tenir de l'électricité, mais à accroître sa densité superficielle. 


PROPRIÉTÉS DES CORPS RELATIVEMENT A L'ÉLECTRICITÉ 
STATIQUE. 


Résistance au passage de l'électricité à travers un corps. 


51. Lorsqu'une charge d'électricité est communiquée à une partie 
d’une masse de métal, l'électricité se répand rapidement des points où 
le potentiel est élevé aux points où le potentiel est bas, et cela, jusqu'à 
ce que le potentiel soit devenu le même dans toute la masse. Dans le cas 
des morceaux de métal qui servent dans les expériences ordinaires, 
cette opération est terminée dans un temps trop court pour qu'on 
puisse l'observer; mais, dans le cas de fils très longs el minces, comme 
ceux qui servent dans les télégraphes, le potentiel ne devient uniforme 
qu'au bout d'un temps appréciable, à cause de la résistance que le fil 
oppose au passage de l'électricité. 

La résistance au passage de l'électricité est extrêmement différente 
pour les diverses substances, ainsi qu’on peut le voir par les Tables 
des $ 362, 366, 369, qui seront expliquées lorsqu'on traitera des Cou- 
rants électriques. 

Tous les métaux sont bons conducteurs; cependant la résistance du 
plomb est douze fois celle du cuivre où de l'argent, celle du fer six 
fois, celle du mercure soixante fois celle du cuivre. La résistance de 
tous les métaux croit lorsque leur température s'élève. 

Un grand nombre de liquides conduisent l'électricité par électro- 
lise. Ce mode de conduction sera étudié dans Ta deuxième Partie. 
Pour l'instant, nous pouvons considérer tous les liquides contenant 
de l'eau, el tous les corps humides, comme des conducteurs, bien infc- 
rieurs aux métaux, mais incapables cependant de tenir une charge 
d'électricité isolée pendant un temps appréciable. 

D'autre part, les gaz pris à la pression atmosphérique, secs ou hu- 
mides, sont, pour de faibles tensions électriques, des isolants si voi- 
sins de la perfection, que l’on n'a rien pu observer jusqu'ici qui in- 
dique que l'électricité puisse les traverser par voie de conduction 
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ordinaire. La perte graduelle de la charge des corps électrisés peut, 
dans tous les cas, ètre attribuée à un isolement imparfait par les sup- 
ports, soit que l'électricité traverse la substance du support. soit 
qu'elle fuie le long de la surface. Par suite, si deux corps électrisés 
sont suspendus l'un près de l’autre, ils devront garder leurs charges 
plus longtemps s'ils sont électrisés en sens inverses que s'ils ont des 
charges de mème nature. En effet, quoique la force électromotrice qui 
tend à faire passer l'électricité d'un corps sur l'autre à travers l'air 
soit bien plus grande quand les charges sont contraires, il ne se pro- 
duit point dans ce cas de perte appréciable. La perte se produit par 
les supports, et la force électromatrice qui pousse l'électricité à 
travers Jes supports est plus grande, quand les charges sont de 
mème nature; et ce résultat ne parait anormal que si l'on attribue 
la perte au passage de lélectricité à travers l'air qui sépare les 
corps. 

Le passage de l'électricité à travers les gaz se produit d'ordinaire 
par voie de décharge disruptive, et ne commence pas avant que la 
force électromotrice ait atteint une certaine valeur. La valeur de la 
force électromotrice qui peut ètre développée dans un diélectrique, 
sans qu'il se produise de décharge, est appelte force électrique du 
diélectrique. Va force électrique de l'air diminue à mesure que Ja 
pression diminue, depuis la pression atmosphérique jusqu'à environ 
3m de mercure. Si l’on continue de diminuer la pression, la force 
électrique augmente rapidement: et si la raréfaction est poussée jus- 
qu'aux dernières limites que nous sachions atteindre jusqu'à ce jour, 
la force électromotrice nécessaire pour donner une étincelle d'un 
quart de pouce est plus grande que celle qui donnerait une étincelle 
de 8 pouces dans l'air, à la pression ordinaire. 

Ainsi donc le vide, c'est-à-dire ce qui reste dans un vase après que 
nous en avons enlevé tout ce que nous pouvens retirer, constitue un 
isolant de très grandé force électrique. 

La force électrique de l'hydrogène est bien moindre que celle de 
l'air. 

Certaines sortes de verre sont, à froid, des isolants d’une merveilleuse 
perfection : Sir W. Thomson a pu garder pendant des années des 
charges d'électricité dans des ampoules hermétiquement closes. Le 
mème verre devient conducteur à une température inférieure à celle 
de l'eau bouillante. 

La gutta-percha, le caoutchouc, la vulcanite, la paraffine, les ré- 
sines sont de bons isolants : la résistance de la gutta-percha à >5 F. 
est d'environ 6 X 10!° fois celle du cuivre. 


> 
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La glace, les cristaux, les électrolvtes solidifiées sont aussi des iso- 
lants. 

Certains liquides, comme le pétrole, la térébenthine, quelques huiles, 
sont aussi des isolants, mais inférieurs à la plupart des isolants so- 
lides. 


DIÉLECTRIQUES. 
Pouvoir inducteur spécifique. 


52. Faraday a appelé diélectriques tous les corps dont le pouvoir 
isolant est tel que, si on les place entre deux conducteurs à des poten- 
els différents, la force électromotrice qui agit sur ces conducteurs 
ne distribue pas immédiatement leurs électricités, de facon à ramener 
le potentiel à la mème valeur. 

Il résulte des recherches encore inédites de Cavendish (!) que, an- 
térieurement à 1773, 1l avait mesuré la capacité de plateaux de verre, 
de résine, de cire et de gomme-laque, et qu'il avait déterminé dans 
quel rapport ces capacités sont plus grandes que celles de lames d'air 
de mèmes dimensions. 

Faraday, à qui ces travaux étaient inconnus, a découvert que Îa 
capacité d’un accumulateur dépend de la nature du milieu isolant 
placé entre les deux conducteurs, aussi bien que des dimensions et de 
la position relative des conducteurs eux-mèmes. En substituant à l'air 
d'autres substances comme diélectriques d'un accumulateur qu'on ne 
changeait en aucun autre point, il a trouvé que la capacité de l’accu- 
mulateur reste la mème quand on prend pour milieu isolant Pair 
ou un autre gaz, mais que celle capacité augmente dans un rapport 
différent pour chaque substance, lorsque l'on substitue à l'air de la 
comme-laque, du soufre, du verre, etc. 

Grâce à une méthode de mesure plus sensible, Boltzmann a réussi 
à observer la variation du pouvoir inducteur spécifique des gaz à dif- 
férentes pressions. 

Cette propriété des diclectriques, que Faraday appelait pouvoir 
inducteur spécifique, est aussi désignée sous le nom de constante 
diélectrique de la substance. Par définition, c'est le rapport des capa- 
cités d'un accumulateur, quand il a pour diélectrique la substance 
donnée ou le vide. 

Si le diélectrique n'est pas un bon isolant, il est difficile de mesurer 





{', [Ces recherches ont été publiées depuis par Maxwell, sous le titre de : The 
electrical Researches of the honourable Henry Cavendish.] 
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sa capacité inductive spécifique, parce que l’accumulateur ne garde 
pas sa charge assez longtemps pour qu'on puisse la mesurer; mais il 
est certain que la capacité inductive n'est pas une propriété spéciale 
aux bons isolants, et il est probable qu'elle existe chez tous les corps. 


Absorption de l'électricité. 


53. Dans des accumulateurs formés de certains diélectriques, on a 
observé les phénomènes suivants : 

Un accumulateur qui, après avoir été électrisé pendant quelque 
temps, est déchargé brusquement, puis isolé de nouveau, manifeste 
une charge de mème sens que la première, mais moins énergique ; en 
sorte que l’on peut en tirer encore plusieurs décharges successives qui 
vont toujours en diminuant. Ce phénomène est appelé décharge rési- 
duelle. 

La décharge instantanée parait être loujours proportionnelle à la 
différence des potentiels des armatures au moment de la décharge, et 
le rapport de ces quantités est la capacité vraie de l’accumulateur: 
mais si l'on prolonge le contact de l'excitateur assez longtemps pour 
englober une partie de la décharge résiduelle, la capacité apparente 
de l’accumulateur, calculée d’après la décharge ainsi observée, sera 
trop grande. 

L'accumulateur qui a été chargé, puis isolé, parait perdre sa 
charge par conduction; mais on trouve que cette déperdition est 
en proportion bien plus forte au commencement que plus tard, 
et que, par suile, une mesure de la conductibilité déduite de ce qui se 
produit dans les premiers moments serait bien trop forte. Ainsi, 
quand on fait l'essai d'isolement d’un câble sous-marin, l'isolement 
semble s'améliorer à mesure que l'électrisation se prolonge. 

Des phénomènes thermiques, qui paraissent analogues à première 
vue, se produisent, dans le cas de la propagation de la chaleur, à tra- 
vers un corps dont les côtés opposés sont maintenus à des tempéra- 
tures différentes. Dans le cas de la chaleur, nous savons que ces phé- 
nomènes sont dus à la chaleur absorbée et cédée par le corps lui-même. 
On a donc supposé, dans le cas des phénomènes électriques, que 
l'électricité est absorbée et restituée par les parties du corps. Nous 
verrons toutefois, au $ 329, que ces phénomènes peuvent s'expliquer 
sans l'hypothèse de l'absorption de l'électricité, si l’on suppose que 
le diélectrique ne soit pas entièrement homogène. 

Ce phénomène, que l'on appelle l'absorption électrique, n'est pas 
une absorption effective d'électricité par le corps : on peut le faire voir 
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en chargeant le corps d’une manière quelconque, pendant qu'il est 
renfermé dans un vase métallique fermé et isolé. Si, lorsque le corps 
a été chargé et isolé, le vase est déchargé pendant un instant, puis 
isolé de nouveau, il ne recoit plus aucune charge pendant que se dis- 
sipe graduellement l'électrisation du corps chargé qu'il renferme. 


5%. C'est ce fait qu'exprime cet énoncé de Faraday : il est impos- 
sible de communiquer à la matière une charge absolue et indépen- 
dante d'une seule espèce d'électricité (1). 

En fait, de toutes les expériences qui ont été tentées, il ressort que, 
quelles que soient les actions électriques qui se produisent dans un 
système de corps entourés d’un vase métallique, la charge sur la 
surface extérieure du vase ne change pas. 

Or, si une quantité d'électricité, quelle qu’elle soit, pouvait péné- 
trer dans le corps et ètre absorbée par lui, ou y devenir latente, ou v 
exister à un état quelconque, sans être reliée par des lignes d’induc- 
tion à une quantité égale d'électricité contraire; ou si, après avoir été 
absorbée, elle pouvait revenir à la surface et retourner à son mode 
d'action ordinaire, nous trouverions des changements dans l'électrisa- 
tion du vase extérieur. 

Et puisque jamais on ne trouve rien de pareil, Faraday conclut qu’il 
est impossible de communiquer à de la matière une charge absolue, 
et que jamais aucun changement d’état ne peut, dans aucune portion 
de matière, produire ou dissimuler l’une ou l’autre espèce d'électricité. 
Par suite, il regardait l'induction « comme la fonction essentielle et 
pour la production initiale de lélectricité, et pour les phénomènes 
ultérieurs». Pour lui, « l'induction » est (1298) un état de polarisation 
des molécules du diélectrique, dans lequel chaque molécule est posi- 
üve d'un côté et négative de l'autre, les électrisations positive et né- 
sative étant toujours exactement égales sur chaque molécule. 


Décharge disruptive (?). 


es 


55. Si la force électromotrice qui agit en un point d’un diélectrique 
croit graduellement, elle atteint finalement une limite pour laquelle il 
e produit à travers le diélectrique une décharge électrique brusque, 
“énéralement accompagnée de lumière el de bruit, ainsi que d'une 
rupture temporaire ou permanente du diélectrique. 








(') Exp. des, vol, 1, série NT, S I (On the absolute charge of matter); 
ct 1244. 
(?) Fou: Fanaoav, Exp. Res., vol. 1, stries IT et XTT. 
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L'intensité de la force électromotrice pour laquelle cette décharge 
se produit est la mesure de ce que nous pouvons appeler la force 
électrique du diélectrique. Elle dépend de la nature du diélectrique: 
elle est plus grande pour l'air dense que pour l'air raréfié, plus grande 
pour le verre que pour l'air; mais, dans tous les cas, si la force électro- 
motrice devient suffisamment grande, le diélectrique cède, et son 
pouvoir isolant est détruit, en sorte qu'il est traversé par un courant 
d'électricité. C'est pour cela que des distributions d'électricité qui 
donneraient en un point quelconque une force résultante infinie ne 
peuvent exister dans la nature. 

Lr 


L'elfluve électrique. 


Par exemple, si l'on électrise un conducteur présentant une pointe 
aiguë, la théorie, fondée sur l'hypothèse que le conducteur garde sa 
charge, nous amène à celte conclusion que, à mesure qu’on approche 
de la pointe, la densité superficielle de l'électricité va croissant sans 
limite, et qu'à la pointe elle-mème la densité superficielle et, par 
suite, la force électrique résultante deviennent infinies. Si l'air, ou 
tout autre milieu environnant le corps, avait un pouvoir isolant 
absolu, ce résultat se présenterait effectivement; mais, en réalité, 
dès que la force résultante a atteint une certaine limite dans le voi- 
sinage de la pointe, le pouvoir isolant de l'air devient insuffisant, et 
Fair devient conducteur aux environs de la pointe. À une certaine 
distance de la pointe, la force résultante n'est plus suftisante pour 
vaincre la résistance de l'air : le courant électrique est alors arrète, 
et l'électricité s'accumule dans l'air autour de la pointe. 

Cette pointe est donc environnée de molécules d'air chargées de la 
mème espèce d'électricité qu'elle-mème. L'effet de cet air chargé eu- 
tourant la pointe est de soulager l'air, qui est à la pointe mème, d’une 
partie de cette force électromotrice énorme à laquelle 1l serait soumis 
si le conducteur seul était électrisé. En fait, la surface du corps élec- 
trisé n'est plus po.ntue; car la pointe est entourée d'une masse arron- 
die d'air électrisé, dont la surface, plutôt que celle du conducteur 
solide, peut ètre regardée comme formant la surface extérieure du 
conducteur. 

Si celle portion d’air électrisé pouvait être maintenue au repos, le 
corps électrisé conserverait sa charge, sinon sur lui-même, du moins 
dans son voisinage. Mais les molécules d'air électrisé, libres de se mou- 
voir sous l'action de la force électrique, tendent à s'éloigner du corps 
éleetrisé, puisqu'il est chargé d'électricité de même espèce. Les molé- 
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cules d'air électrisé tendent donc à s'éloigner suivant la direction des 
lignes de force, et à s'approcher des corps environnants qui sont char- 
gés d'électricité de nom contraire. Quand elles sont parties, d'autres 
molécules d'air non électrisées prennent leur place autour de la pointe ; 
et, puisque celles-ci ne peuvent plus garantir celles qui sont placées à 
la pointe mème d'une tension électrique excessive, une nouvelle dè- 
charge se produit, après laquelle les molécules qui viennent d'être 
électrisées s'éloignent; el ainsi de suite, lant que le corps reste élec- 
trisé. 

De cette façon, il se produit les phénomènes suivants : 

A la pointe et à côté d'elle, il v a une effluve permanente due 
aux décharges continuelles qui se produisent entre la pointe et l’air qui 
est dans son voisinage immédiat. 

Les molécules d'air électrisé, tendant à s'éloigner dans la même di- 
rection générale, produisent un courant d'air partant de la pointe, 
formé par les molécules d'air électrisé, et probablement par d'autres 
encore entrainées par les premières. En favorisant, par un moyen ar- 
tificiel, ce courant d'air, nous pouvons auymenter l'effluve; nous 
l'empècherons de continuer, si nous faisons obstacle à la formation 
du courant (!). 

Le vent électrique est quelquefois très rapide dans le voisinage de 
la pointe, mais il perd bientôt sa vitesse, et l'air avec ses molécules 
électrisées est entrainé dans les mouvements généraux de l'atmosphère. 
formant un nuage électrique invisible. Quand les molécules chargées 
arrivent près d’une surface conductrice, un mur par exemple, elles 
induisent sur cette surface une charge opposée à la leur et sont alors 
attirées vers le mur: mais, comme la force électromotrice est faible, 
elles peuvent rester longtemps sans être allirées jusqu'à sa surface et 
sans être déchargées. Elles forment ainsi une atmosphère électrique 
adhérente au conducteur, dont la présence peut quelquefois ètre re- 
connue au moven de l'électromètre. Les forces électriques qui agissent 
entre de grandes masses d'air électrisé ct les autres corps sont extrè- 
mement faibles en comparaison des forces qui produisent les vents en 
raison des inégalités de densité dues aux différences de températures ; 
ilest donc très peu probable qu'une partie appréciable des mouve- 
ments des nuages orageux ordinaires soit duc à des causes élec- 
rique. 


—— _—— 


d'y Poir Paisieex, istoire de ÜElcetricites ps 115 et 5913; et Cavexmisn, £lec- 


trical researches (Phil. Trans, 1571, S 4); où Zeimpression des Œuvres de 
Cavendish, S 120. 
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Le transport de l'électricité d'un point à un autre, par le mouve- 
ment des molécules électrisées, est appelé la convection électrique ou 
la décharge convective. 

L'effluve électrique est donc produite par un passage continu d'élec- 
tricité à travers une petite quantité d'air dans laquelle la tension est 
très élevée; les molécules d'air environnantes sont ainsi chargées 
el entrainées par le vent électrique, qui est un élément essentiel du 
phénomène. 

L'effluve s'établit plus aisément dans l'air raréfié que dans Pair 
dense, avec une pointe positive qu'avec une pointe négative. Cette 
différence et plusieurs autres, entre l'électricité positive et l'électricité 
négative, doivent ètre éludiées par ceux qui désirent découvrir quelque 
chose relativement à la nature de l'électricité. On ne les a point en- 
core ramenées d'une façon satisfaisante à aucune des théories exis- 
tantes. 


L'aigrette électrique. 


96. L’aigrette électrique est un phénomène que l'on peut produire 
en électrisant une pointe mousse, ou une petite boule, de manière à 
produire un champ électrique dans lequel la tension diminue quand 
on s'éloigne de la surface, mais d’une facon moins rapide que dans le 
cas précédent. Elle consiste en une succession de décharges, qui vont 
en se ramifiant et en divergeant de la boule dans l'air, et qui se ter- 
ininent soit en chargeant certaines parties de l'air, soit en atteignant 
un autre conducteur. Elle est accompagnée d’un son, dont la hauteur 
dépend des intervalles qui séparent les décharges successives, et il 
n'y a pas de courant d'air comme dans le cas de la lueur. 


L'étincelle électrique. 


91. Si la tension est considérable, dans tout l'espace qui sépare 
deux conducteurs, par exemple dans le cas de deux boules dont la 
distance n’est pas grande en comparaison de leurs rayons, la décharge, 
quand elle se produit, prend ordinairement la forme d’une étincelle, 
par laquelle presque toute l'électrisation se décharge d’un coup. 

Dans ce cas, si une partie du diélectrique vient à céder, les parties 
qui sont, de part ct d'autre, dans la direction de la force électrique, 
sont elles-mêmes mises dans un état de tension plus grande et cèdent 
également, et la décharge chemine tout droit à travers le diélectrique; 
de même, si lon fait une petite entaille sur le bord d'une feuille de 
papier, et que l’on applique ensuite une tension dans la direction du 
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bord du papier, celui-ci se déchire et la déchirure, commençant à l'en- 
taille, s'infléchit en suivant les points faibles du papier. C'est ainsi que 
l'étincelle électrique commence au premier point où la tension élec- 
trique triomphe de la résistance du milieu isolant, puis s'avance sui- 
vant un chemin irrégulier en apparence, qui, en fait, comprend les 
autres points faibles, tels que les grains de poussière flottant dans l'air. 

Tous ces phénomènes diffèrent considérablement dans les divers 
gaz, et dans un même gaz à différentes densités. Quelques formes de 
décharge dans des gaz raréfiés sont tout à fait remarquables. Dans 
certains cas, il ÿ a des alternances régulières de stries noires et lumi- 
neuses; ainsi, par exemple, lorsque de l'électricité passe le long d'un 
tube contenant très peu de gaz, on voit disposée, suivant l'axe du tube, 
à des intervalles à peu près égaux, une série de disques lumineux sépa- 
rés par des stries obscures. Si l'on augmente la force du courant, il se 
produit un nouveau disque; et celui-là et les anciens se disposent en 
un ordre plus serré. Dans un tube décrit par M. Gassiott (!), la lumière 
de chaque disque est bleuâtre du côté négatif, rougeâtre du côté po- 
sitif, et d'un rouge vif dans la partie centrale. 

Ces phénomènes, et bien d'autres encore relatifs à la décharge élec- 
trique, sont extrêmement importants : lorsqu'ils seront mieux com- 
pris, ils jetteront sans doute une vive lumière sur la nature de l'é- 
lectricité, ainsi que sur la nature des gaz et du milieu qui remplit 
l'espace. Mais, pour l'instant, il faut les regarder comme étant en 
dehors du domaine de la théorie mathématique de l'électricité. 


Phénomènes électriques de la tourmaline. 


98. Certains cristaux de tourmaline et d'autres minéraux possèdent 
ce que l'on appelle la polarité électrique. Supposons un cristal de tour- 
maline à une température uniforme, et paraissant libre de toute élec- 
tricité à sa surface. Élevons maintenant la température, en laissant le 
cristal isolé. Nous trouvons qu'un des bouts du cristal prend une élec- 
trisation positive, et l’autre une électrisation négative. Enlevons de sa 
surface cette électrisation apparente au moyen d'une flamme ou de 
quelque autre manière : si l'on chaufle le cristal encore davantage, il 
apparaît une électrisation de même nature que la précédente; si on le 
refroidit, le côté qui était positif quand on échauffait le cristal de- 
vient négalif. 

Ces électrisations s'observent aux extrémités de F'axe cristallogra- 


=  ————— 
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compris entre les corps électrisés, où par une autre intégrale qui ne 
s'étend qu'aux surfaces électrisées. L'égalité de ces deux quantités 
peut recevoir l'interprétation physique suivante : On peut concevoir 
la relation physique qui existe entre les corps électrisés, soit comme 
effet de l'état dans lequel se trouve le milieu qui sépare les corps, 
soit comme résultat d'une action directe s'exercant à distance entre 
les corps. Si nous adoptons cette dernière idée, nous pouvons dé- 
terminer la loi de laction, mais nous ne pouvons pousser plus loin 
nos spéculations sur la cause de cette action. Si, au contraire, nous 
acceptons l'idée d'une action s’exercant par l'entremise d'un milieu, 
nous sommes conduits à rechercher la nature de cette action en chaque 
point du milieu. 

11 ressort de ce théorème que, si nous voulons voir le siège de l'ac- 
üon électrique dans les différentes parties du milieu diélectrique, 
l'énergie d'une petite partie de ce milieu doit dépendre du produit du 
carré de l'intensité de la force électromotrice résultante en ce point 
multiplié par un coefficient que l'on appelle pourotr inducteur spéci- 
fique du milieu. 

Cependant. considérant la théorie des diélectriques au point de vue 
le plus général. il vaut mieux faire une distinction entre l'intensité 
électromotrice en un point et la polarisation électrique du milieu 
en ce point : en eflet, dans certaines substances solides, ces deux 
quantités dirigées, quoique liées l'une à l'autre, n'ont pas la même 
direction. L'expression la plus sénérale de Fénergie électrique pour 
l'unité de volume du milieu est le demi-produit de l'intensité électro- 
motrice et de la polarisation électrique par le cosinus de angle com- 
pris entre leurs directions. 

Dans tous les diélectriques fluides, l'intensité électromotrice et la 
polarisation électrique sont dans la mème direction et dans un rapport 
constant. 

Si nous caleulons, dans cette hs pothèse, l'énergie totale du milieu, 
nous la trouvons égale à l'énergie qui serait due à Félectrisation des 
conducteurs dans l'hypothèse d'une action directe à distance. Done, 
au point de vue mathématique, les deux hypothèses sont équiva- 
lentes. 

Si nous examinons alors l'état mécanique du milieu, dans lhypo- 
thèse que l'action mécanique observée entre les corps électrisés s'exerce 
au travers et par l'entremise d'un milieu; comme dans les exemples 
familiers où un corps agit sur un autre par l'intermédiaire d'une corde 
tendue, ou d'une tige comprimée, nous trouvons que le milieu doit 
être dans un état de déformation mécanique. 
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Ainsi que l'a indiqué Faraday (!), cette déformation consiste en une 
extension dirigée suivant les lignes de force, combinée à une compres- 
sion égale suivant toutes les directions perpendiculuires à ces lignes. 
La grandeur de ces déformations est proportionnelle à l'énergie de 
l'électrisation par unité de volume, ou, en d'autres termes, au carré de 
la force électromotrice résultante multiplié par la capacité inductive 
spécifique du milieu. 

Cette distribution de pressions et de tensions est la seule qui s'ac- 
corde avec les actions inécaniques observées entre les corps électrisés, 
et avec l'équilibre que l'on observe également dans le fluide diélec- 
trique qui entoure les corps électrisés. J'ai donc pensé que les règles 
de Ja recherche scientifique m'autorisaient à faire ce pas, à admettre 
l'existence effective de cet état de déformation, et à suivre cette hypo- 
thèse dans ses conséquences. Trouvant que le mot de tension élec- 
trique a été employé dans plusieurs sens mal définis, j'ai essayé de le 
réserver exclusivement pour celte conception que je crois avoir étt 
dans l’idée de plusieurs de ceux qui ont fait usage de ce terme, pour 
cet état de déformation du milieu diélectrique qui produit le mouve- 
ment des corps électrisés, et qui, constaminent accru, conduit à la 
décharge disruptive. Dans ce sens, la tension électrique est une ten- 
sion de nature absolument semblable à Ia tension d’une corde et peut 
se mesurer de la mème facon; et, le milieu diélectrique pouvant sup- 
porter une certaine tension, mais non une plus considérable, on peut 
dire qu'il a une certaine force, exactement dans le même sens où l'on 
dit qu'une corde à une certaine force. Ainsi, par exemple, Thomson a 
trouvé qu'à la température et à la pression ordinaire l'air peut sup- 
porter une tension électrique de 9600 grains par pied carré avant de 
laisser passer une étincelle (?). 


60. De l'hypothèse que l'action électrique n'est pas une action di- 
recte s'exercant à distance entre les corps, mais qu’elle s'exerce par 
l'intermédiaire du milieu qui est entre les corps, nous avons déduit 
que ce milieu devait être dans un état de déformation. Nous avons 
aussi déterminé Ja nature de cette déformation, et nous l'avons com- 
parée à celles qui peuvent se présenter dans des corps solides. Le long 
des lignes de force, il vŸ a une tension: perpendiculairement à ces 
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«‘) Exp. Btes., série XE, 1297. 

(*) [Le grain valant 0,06%59895 grammes et le pied 30,439449 centimètres, la 
tension de g600 grains par pied carré correspond à 0,669615 grammes ou 657 dynes 
par centimètre carré.] 
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lignes, il y a une pression; les valeurs numériques de ces deux forces 
sont égales, et chacune d'elles est proportionnelle au carré de la force 
résultante au point considéré. Après avoir établi ces résultats, nous 
Sommes préparés pour faire un nouveau pas, et nous former une idée 
de la nature de la polarisation électrique dans le milieu diélectrique. 

On peut dire qu'un élément d'un corps est polarisé, quand il acquiert 
des propriétés égales et contraires sur deux faces opposées. La notion 
de polarité interne peut être étudiée avec grand avantage dans 
l'exemple que nous fournissent les aimants permanents; nous l'expli- 
querons plus au long quand nous en viendrons à traiter du Magné- 
lisme. 

La polarisation électrique du diélectrique est un état de déformation 
dans lequel le corps est jeté par l’action de la force électromotrice, et 
qui disparaît en mème temps que cette force même. Nous pouvons 
concevoir qu'il consiste en ce que l’on peut appeler un déplacement 
électrique produit par l'intensité électromotrice. Lorsqu'une force élec- 
tromotrice agit sur un milieu conducteur, elle v produit un courant ; 
mais si le milieu est un non-conducteur ou diélectrique, le courant ne 
peut s'établir à travers le milieu : l'électricité néanmoins est déplacée 
dans le milieu, dans la direction de la force électromotrice, et l'éten- 
due de ce déplacement dépend de la grandeur de la force électromo- 
trice; en sorte que, si la force électromotrice augmente ou diminue, 
le déplacement électrique augmente ou diminue dans le mème rap- 
port. 

La grandeur du déplacement a pour mesure la quantité d'électricité 
qui traverse l'unité de surface, pendant que le déplacement croit de 
zéro à sa valeur maximum. Telle est, par suite, la mesure de la pola- 
risation électrique. 

L'analogie entre l'action d'une force électromotrice qui produit un 
déplacement électrique et celle d'une force mécanique ordinaire qui 
déplace un corps élastique est si évidente, que je me suis risqué à ap- 
peler coefficient d'élasticité électrique du milieu le rapport de la 
force électromotrice au déplacement électrique correspondant. Ce 
coefficient est différent pour les différents milieux, et varie en raison 
inverse du pouvoir inducteur spécifique de chaque milieu. 

Les variations de déplacement électrique produisent évidemment 
des courants électriques. Mais ces courants ne peuvent exister que pen- 
dant que le déplacement varie, et, par suite, le déplacement ne pou- 
vant dépasser une certaine valeur sans produire une décharge dis- 
ruptive, ils ne peuvent continuer indéfiniment dans la même direction, 
comme font les courants dans les conducteurs. 
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Il est probable qu’il existe dans la tourmaline et les autres cristaux 
pyro-électriques un état de polarisation électrique, qui dépend de la 
température et qui ne demande pas pour se produire une force élec- 
tromotrice extérieure. Si l'intérieur d'un corps est dans un état de 
polarisation électrique permanent, l'extérieur devra peu à peu <e 
charger de manière à neutraliser sur tous les points extérieurs au corps 
l'action de l'électrisation intérieure. Cette charge extérieure super- 
ficielle ne pourra être décelée par aucune des épreuves ordinaires, 
ni être enlevée par aucun des moyens qui servent habituellement à 
enlever une charge surperficielle. La polarisation intérieure du corps 
ue pourra donc être découverte que par un moyen, un changement de 
température par exemple, qui permette d'augmenter ou de diminuer 
la polarisation intérieure. Alors Félectrisation superficielle ne suffira 
plus à neutraliser au dehors l'action de la polarisation intérieure, el 
l'on observera une électrisation apparente, comme dans le cas de la 
tourmaline. 

Si une charge e est uniformément répartie sur la surface d’une sphère, 
Ja force résultante en un point quelconque du milieu qui entoure la 
sphère est numériquement égale à la charge e divisée par le carré de 
la distance du point au centre de la sphère. D’après notre théorie, 
cette force résultante donne lieu à un déplacement d'électricité dans 
une direction s'éloignant de la sphère. 

Traçcons maintenant une surface sphérique concentrique de rayon r; 
le déplacement total E à travers cette surface sera proportionnel à la 
force résultante multipliée par Paire de la surface sphérique. Mais fa 
force résultante est proportionnelle à la charge e, et inversement pro- 
portionnelle au carré du rayon, tandis que Faire est proportionnelle 
au carré du rayon. 

Donc le déplacement total E est proportionnel à la charge e, et indé- 
pendant du rayon. 

Pour déterminer le rapport de la charge e et de la quantité d’élec- 
tricité E déplacée à travers la surface sphérique vers le dehors d’une 
surface sphérique, considérons le travail effectué dans le milieu, dans 
la région comprise entre deux surfaces sphériques concentriques, pen- 
dant que le déplacement augmente de E à E + 0E. Si V, et Vs dési- 
unent respectivement les potentiels de Ja surface intérieure et de la 
surface extérieure, la force électromotrice qui produit le déplacement 
additionnel est (V,— V,), en sorte que le travail dépensé pour aug- 
menter le déplacement est (V, — V,)06E. 

Si maintenant nousf aisons coïncider la surface de la sphère inté- 
rieure avec celle de la sphère électrisée, et si nous faisons le rayon de 
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l'autre infini, V, devient V, le potentiel de la sphère, et V, devient nul : 
le travail total effectué dans le milieu est donc V6E. 

Mais, d’après la théorie ordinaire, le travail effectué pour augmenter 
la charge est Vôe; et si, comme nous le supposons, il est dépensé à 
augmenter le déplacement, ÔE — ce, et, puisque E et e s'annulent à la 
fois, E — e, c’est-à-dire que 


Le déplacement vers l'extérieur à travers une surface sphérique 
quelconque concentrique à la sphère électrisée est égal à la charge 
de cette sphère. 


Pour fixer nos idées sur le déplacement électrique, considérons un 
accumulateur formé de deux plateaux conducteurs A et B, séparés par 
une couche de diélectrique C. Soit W un fil conducteur joignant À et 
B, et supposons que, par l’action d’une force électromotrice, une 
quantité Q d'électricité positive soit transportée de B vers À. L’élec- 
trisation positive de À et l’électrisation négative de B produisent une 
certaine force électromotrice agissant de À vers B dans la couche dié- 
lectrique, et cette force électromotrice produit un déplacement élec- 
trique de A vers B dans le diélectrique. La grandeur de ce déplace- 
ment, mesurée par la quantité d'électricité chassée à travers une 
section idéale qui partagerait le diélectrique en deux couches, sera, 
d'après notre théorie, exactement égale à Q. ( Foër $ 75, 76 et 111.) 

On voit donc que, en même temps qu’une quantité d'électricité Q est 
transportée par la force électromotrice le long du fil de Ben À, en 
traversant toutes les sections du fil, une quantité égale d'électricité 
traverse toutes les sections du diélectrique de À vers B, en vertu du 
déplacement électrique. 

Les mouvements d'électricité inverse se produiront pendant la dé- 
charge de l'accumulateur. Dans le fil, la décharge est Q de À vers B; 
dans le diélectrique, le déplacement s'arrête, et une quantité Q tra- 
verse toutes les sections de B vers A. 

Tous les cas d’électrisation et de décharge peuvent donc être consi- 
dérés comme des mouvements s’exécutant dans un circuit fermé tel, 
qu'au inème instant, il passe dans chaque section la mème quantité 
d'électricité; il en est ainsi, non seulement dans le circuit voltaique, 
pour lequel fa chose avait toujours été reconnue, mais aussi dans les 
cas où l'on supposait généralement que Pélectricité s'accumulait en 
certains points. 


61. Nous sommes ainsi conduits à une conséquence très remar- 
quable de la théorie que nous examinons; à savoir que les mouvement, 
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/ 
de l'électricité sont semblables à ceux d'un fluide incompressible, en 
sorte que la quantité Lotale contenue à intérieur d’une surface fermée 
fictive déterminée reste toujours la mème. Ce résultat paraît, à pre- 
mière vue, en contradiction directe avec ce fait que l’on peut charger 
un conducteur, puis l’introduire dans un espace clos et changer ainsi 
la quantité d'électricité contenue dans cet espace. Mais nous devons 
nous rappeler que la théorie ordinaire ne tient pas compte du dé- 
placement électrique à travers les substances diélectriques, et qu'elle 
borne son attention à l’électrisation des surfaces qui séparent les 
conducteurs et les diélectriques. Dans le cas d’un conducteur chargé, 
supposons la charge positive; alors, si le diclectrique environnant 
s'étend de toutes parts autour de Îa surface fermée, 1] ÿ aura polari- 
sation électrique et déplacement du dedans vers le dehors sur toute 
l'étendue de la surface fermée; et l'intégrale du déplacement, prise 
sur toute la surface, est égale à la charge du conducteur renfermé 
dans la surface. 

Ainsi, quand le conducteur chargé est introduit dans l’espace 
clos, il y a aussitôt déplacement du dedans vers le dehors à travers 
la surface, d'une quantité d'électricité égale à la charge, en sorte 
que la quantité totale d'électricité contenue dans la surface reste la 
même. 

La théorie de la polarisation électrique sera discutée plus longue- 
ment au Chapitre V, et l'on en donnera au $ 33% une représentation 
mécanique; mais son importance ne pourra être bien comprise que 
quand nous en viendrons à l'étude des phénomènes électromagné- 
tiques, 


62. Les traits particuliers de la théorie que nous venons de déve- 
lopper sont les suivants : 

L'énergie de l’électrisation réside dans le milieu diélectrique, que 
ce milieu soil solide, liquide ou gazeux, dense, rare ou même entiè- 
rement privé de matière pondérable, pourvu qu'il soit toujours sus- 
ceptible de transmettre l'action électrique. 

L'énergie est emmagasinée en chaque point du milieu sous la forme 
d'un état de déformation appelé polarisation électrique, dont la gran- 
deur dépend de la force électromotrice résultante en ce point. 

La force électromotrice agissant sur un diélectrique produit ce que 
nous avons appelé déplacement électrique; la relation entre la force 
et le déplacement, dans le cas le plus général, sera étudiée plus loin 
en traitant de la conduction; mais, dans les cas les plus importants, 
le déplacement est dans la mème direction que la force, et, numéri- 
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, + .. e. , e. . [ LA . - 
quement, est égal à l'intensité multipliée par — K, où K est le pou- 
4 


voir inducteur spécifique du diélectrique. 

L'énergie due à la polarisation électrique est égale, pour l'unité de 
volume du diélectrique, à la moitié du produit de l'intensité électro- 
motrice par le déplacement électrique, et, s’il ÿ a lieu, par le cosinus 
de l'angle de leurs directions. 

Dans les diélectriques fluides, la polarisation électrique est accom- 
pagnée d'une tension suivant la direction des lignes d’induction, et 
d'une pression égale suivant Loutes les directions perpendiculaires aux 
lignes d'induction, la grandeur de cette tension ou pression rapportée 
à l’unité de surface étant numériquement égale à l'énergie par unité 
de volume, au même point. 

Si nous supposons le volume du diélectrique divisé en parties élé- 
mentaires, nous devons concevoir les surfaces de ces éléments comme 
électrisées, de telle manière que la densité superficielle en un point 
quelconque de la surface soit égale en grandeur au déplacement qui 
se produit en ce point à travers la surface, ce déplacement compté 
rers l'intérieur ; c'est-à-dire que, si le déplacement a lieu dans la direc- 
tion positive, la surface de l’élément doit être électrisée négativement 
du côté positif, et positivement du côté négatif. Ces charges super- 
ficielles se détruisent en général l'une l'autre lorsque l’on considère 
des éléments consécutifs, sauf aux points où le ditlectrique à une 
charge interne, ou à la surface du diélectrique. 

Quelle que soit la nature de Félectricité, et quoi que nous enten- 
dions par mouvement d'électricité, le phénomène que nous avons ap- 
pelé déplacement électrique est un mouvement d'électricité, dans le 
même sens que le transport d'une quantité déterminée d'électricité à 
travers un fil est un mouvement d'électricité. La seule différence est 
que dans le diélectrique il v a une force, que nous avons appelée é/as- 
licité électrique. qui s'oppose au déplacement électrique et qui ra- 
méne l'électricité en arrière aussitôl que la force électromotrice est 
supprimée; au contraire, dans un fil conducteur, lélasticité élec- 
trique est constamment surmontée, en sorte qu'il s'établit un courant 
de conduction proprement dit, et que la résistance dépend, non de la 
quantité totale d'électricité déplacée de sa position d'équilibre, mais de 
la quantité qui traverse une section du conducteur dans un temps donné. 

Dans tous les cas, le mouvement de Félectricité est soumis à la 
mème condition que celui d'un fluide incompressible, c’est-à-dire qu'à 
chaque instant il doit entrer dans un espace fermé quelconque autant 
d'électricité qu'il en sort. 
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Il résulte de là que tout courant électrique doit former un circuit 
fermé. On verra l'importance de ce résultat quand nous étudierons les 
lois de l’électromagnétisme. 

Puisque, comme uous l'avons vu, la théorie de l'action directe à 
distance est, au point de vue mathématique, identique à la théorie 
d’une action s'exerçcant par l'intermédiaire d'un milieu, les phéno- 
mènes que lou reucontre peuvent s'expliquer par une théorie aussi 
bien que par l'autre, à condition d'introduire des hypothèses conve- 
nables, quand on rencontre des difficultés. Ainsi, Mossotti a déduit la 
théorie mathématique des diélectriques de la théorie ordinaire de 
l'attraction, simplement en donnant une interprétation électrique au 
lieu d'une interprétation magnélique, aux symboles dont Poisson 
s'est servi pour déduire la théorie de l'induction magnétique de la 
théorie des fluides magnétiques. Il admet qu'il existe dans le diélec- 
trique de petits éléments conducteurs, susceptibles d'avoir leurs extré- 
mités électristes en sens inverses par induction, mais incapables de 
gagner ou de perdre une quantité quelconque d'électricité, parce 
qu'ils sont isolés les uns des autres par un milieu non conducteur. 
Cette théorie des diélectriques cadre avec les lois de l'électricité; elle 
peut être effectivement vraie. Si elle est vraie, le pouvoir inducteur 
spécifique d’un milieu peut être plus grand, mais jamais plus petit 
que celui de l'air ou du vide. Jusqu'à présent, on n'a pas trouvé 
d'exemple de diélectrique avant un pouvoir inducteur plus faible que 
celui de l'air; si l’on en trouve un, il faudra abandonner la théorie 
de Mossottui, mais ses formules resteront toutes exactes, et nous n'au- 
rons à y changer que le signe d’un coefficient. 

Dans Ia théorie que je me propose de développer, les méthodes ma- 
thématiques sont fondées sur le plus petit nombre possible d’hypo- 
thèses; on trouve ainsi que des équations de mème forme s'appliquent 
à des phénomènes qui sont certainement de nature bien différente : par 
exemple, l'induction électrique à travers les diélectriques, la conduc- 
tion dans les conducteurs et l'induction magnétique. Dans tous ces 
cas, la relation entre la force et l'effet qu’elle produit s'exprime par 
une série d'équations de mème espèce; de sorte, que si un problème 
est résolu pour un de ces sujets, le problème et sa solution peuvent 
étre traduits dans le langage des autres sujets, et les résultats, sous 
leur nouvelle forme, seront encore vrais. 


DISTRIBUTION DANS L'ESPACE. D 


CHAPITRE Il. 


THÉORIE MATHÉMATIQUE ÉLÉMENTAIRE DE L'ÉLECTRICITÉ 
STATIQUE. 


Définition de l'électricité considérée comme quantité mathématique. 


63. Nous avons vu que les propriétés des corps électrisés sont telles 
que la charge d'un corps peut être égale à celle d'un autre, ou à Hi 
somme des charges de deux autres corps; que, lorsqu'on place en même 
temps à l'intérieur d'un vase conducteur fermé et isolé deux corps 
électrisés également et en sens contraires, ces corps n’ont point d'effet 
électrique sur les corps extérieurs. ‘Tous ces résultats peuvent s'expri- 
mer à la fois sous une forme concise, en disant qu'un corps électrisé 
est chargé d'une certaine quantité d'électricité que lon peut dési- 
ner par e. Si la charge est positive, c'est-à-dire vitrée, suivant la cou- 
vention habituelle, e sera une quantité positive. Si la charge est négu- 
uve ou résineuse, e sera une quantité négative, et la quantité — e peut 
sinterpréter soit comme une quanlité négative d'électricité vitrée, soit 
comme une quantité positive d'électricité résineuse. 

L'addition de deux charges d'électricité égales et contraires, +e et 
—e, a pour effet de produire un état de non-électrisation représenté 
par zéro. Nous pouvons donc regarder un corps non électrisé comme 
virtuellement chargé de charges égales et opposées, de grandeur indé- 
lnie; et un corps électrisé., comme virtuellement chargé de quantités 
néuales d'électricité positive et d'électricité négative, la somme alge- 
brique de ces charges constituant l'électrisation observée. Mais il est 
clair que cette manière d'envisager un corps électrisé est entièrement 
artificielle, et qu'elle peut se comparer à la facon dont nous considé- 
rons la vitesse d'un corps comme résultante de deux ou plusieurs vi- 
lesses différentes, dont aucune n'est la vitesse effective du corps. 


DENSITÉ ÉLECTRIQUE. 
Distribution dans l'espace. 


6%. Définition. — La densité électrique rapportée au volume, ou 
densité de volume, en un point donné de l'espace, est la limite du 
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rapport de la quantité d'électricité contenue à l'intérieur d'une sphère 
avant le point pour centre ; au volume de cette sphère, quand le rayon 
de la sphère décroit indéfiniment. 

Nous désignerons ce rapport par le symbole 3, qui peut ètre positif 
ou négatif. 


Distribution sur une surface. 


C'est un résultat de la théorie aussi bien que de l'expérience que, 
dans certains cas, la charge d'un corps est tout entière à sa surface. La 
densité en un point de la surface, définie d'après la méthode précé- 
dente, serait infinie. Nous devons done employer un autre procédé 
pour mesurer la densilé rapportée à la surface. 

Définition. — La densité électrique en un point donné d'une surface, 
ou densité superficielle, est la limite du rapport de la quantité d'élec- 
tricité contenue dans une sphère, avant ce point pour centre, à l'aire 
de la surface comprise à l'intérieur de la sphère, lorsque le rayon dé- 
croit indéfiniment. 

Nous désignerons par le symbole 5 la densité rapportée à la surface. 

Les auteurs qui ont considéré Pelectricité comme un fluide matériel, 
ou comme un assemblage de molécules, ont été obligés, dans le cas 
actuel, de supposer que l'électricité se distribue sur la surface sous 
forme de couche d'une certaine épaisseur 8 et d'une densité ps, po étant 
la valeur que prendrait o, si les molécules avaient entre elles le con- 
tact le plus étroit qui soit possible. Il est clair que dans cette théorie 


200 = TT, 


Dans cette théorie, quand 5 est négatif, une certaine couche d'é- 
paisseur 0 est laissée entièrement dépourvue d'électricité positive, et 
entièrement remplie d'électricité négative, ou, dans l'hypothèse d'un 
seul fluide, de matière ordinaire. 

Mais l'expérience n'indique pas, ni que la couche électrique ait 
une épaisseur quelconque, ni que Pélectricité soit un fluide ou un 
assemblage de molécules. Nous préférons donc ne point introduire de 
symbole pour l'épaisseur de la couche, et emplover un symbole spé- 
cial pour la densité rapportée à la surface. 


Distribution sur une ligne. 


Il est quelquefois avantageux de supposer l'électricité distribuée sur 
uue ligne, c'est-à-dire sur un corps long et mince, dont on néglige l'é- 


DÉFINITION DE L'UNITÉ D'ÉLECTRICITÉ. = 
paisseur. On peut alors définir Ia densité rapportée à la longueur, ou 
densité linéaire en un point, comme la limite du rapport de la charge 
distribuée sur un élément de la ligne à la longueur de cet élément, 
quand cet élément décroit indéfiniment. 
Si À représente la densité linéaire, la quantité totale d'électricité ré- 
pandue sur la courbe sera 
$ 
e = f , ds, 


T0 
où ds est l'élément de courbe. 


De même, sisest la densité superficielle, la quantité totale d'élec- 
tricité répandue sur la surface sera 


° e=f frs, 


où dS est l'élément de surface. 


Et si p est la densité de volume en un point de l’espace, la quantité 
totale d'électricité comprise dans un certain volume est 


e == [ [ fe dr dy «dz. 


où dxdydz est l'élément de volume. Dans ces trois cas, les limites 
des intégrations sont celles de la ligne, de la surface, du volume con- 
sidéré. 

H est clair que e, À, s et p sont des quantités d'espèces différentes, 
chacune d'elles ayant de moins que la précédente une dimension li- 
néaire; en sorte que, si l'est une ligne, les quantités e, [}, lo, et l: 
sont toutes de mème nature; et si [ L] est l'unité de longueur, et [2]: 
[5], [pe] les unités des différentes espèces de densité. [e].[L2].[L°7]. 


[L*p ] représenteront toutes une unité d'électricité. 


Définition de l'unité d'électricité. 


65. Soient À et B deux points dont la distance est égale à l'unité de 
longueur. Soient deux corps, de dimensions pelites en comparaison 
de la distance AB, chargés de quantités égales d'électricité positive. 
el placés respectivement en À et en B, et supposons que leurs charges 
soient telles que la force avec laquelle ils se repoussent lun l'autre 
soit l'unité de force mesurée comme au $ 6. On dit alors que la charge 
de chacun des corps est une unité d'électricité. 

Si la charge du corps placé en B était une unité d'électricité néga- 
uve, l’action qui s'exerce entre les corps changerait de sens, et nou: 
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’ 
aurions une attraction égale à l'unité de force. Si la charge de A était 
aussi négative, et égale à l'unité, la force serait répulsive et égale à 
l'unité. 

Puisque l'action qui s'exerce entre deux quantités d'électricité n'est 
pas modifiée par la présence d'autres quantités, la répulsion entre 
e unités d'électricité placées en À et e’ placées en AB sera ce’, la dis- 
tance AB étant l'unité (voir $ 39). 


Loi de la force agissant entre les corps électrisés. 


66. Coulomb a montré par l'expérience que la force qui agit entre 
des corps dont les dimensions sont petites en comparaison de leur 
écartement varie en raison inverse du carré de la distance. La répul- 
sion entre deux pareils corps chargés des quantités e et e’ et placés à 
la distance r est donc 


Nous montrerons au $ 74 que cette loi est la seule qui soit compa- 
tible avec ce fait d'observation qu'un corps conducteur, placé à l'inte- 
rieur d’un conducteur creux et fermé, et mis en contact avec lui, perd 
toute charge d'électricité. Et, si nous sommes convaincus que la lor de 
l'inverse carré des distances est exacte, c’est sur des expériences de ce 
“enre plutôt que sur les mesures directes de Coulomb que repose 
notre conviction. 


Force résultante entre deux corps. 


67. Pour calculer la force résultante qui agit entre deux corps, nous 
pouvons diviser chacun d'eux en éléments de volume et considérer 
les répulsions qui agissent entre l'électricité de chacun des éléments 
du premier corps et l'électricité de chacun des éléments du second. 
Nous aurons ainsi un système de forces, dont le nombre est égal au 
produit des nombres des éléments en lesquels nous avons divisé chacun 
des deux corps, et nous devrons composer les effets de ces forces d'a- 
près les règles ordinaires de [a Statique. Ainsi, pour trouver la com- 
posante dans la direction des .r, nous devrons trouver la valeur de 
l'intégrale sextuple 


J {S. Poster dr dv ds dr dvd 
LE — - 3? 
J Leur — er Ur .13— 3%]? 


où r, y, 3 sont les coordonnées d'un point du premier corps où la 
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densité est £, et 2”, y’, s', p’ les quantités correspondantes pour le 
second corps, et où l'intégration doit être étendue d’abord à un des 
corps et ensuite à l’autre. . 


Intensité résultante en un point. 


68. Pour simplifier les opérations mathématiques, il convient de 
considérer l’action d’un corps électrisé, non pas sur un autre corps de 
forme quelconque, mais sur un corps infiniment petit, chargé d'une 
quantité infiniment petite d'électricité, et placé en,un quelconque des 
points de l’espace auxquels s'étend l’action électrique. En prenant la 
charge de ce corps infiniment petite, nous rendons insensible son ac- 
Uon perturbatrice sur la charge du premier corps. 

Soit e la charge du petit corps, et soit Re la force qui agit sur lui 
lorsqu'il est placé au point (x, y,3); soient {, m, n les cosinus direc- 
teurs de la force: on peut alors appeler R l'intensité électrique résul- 
tante au point (.r, y, =). 

Désignons par X, Y, Z les composantes de R : alors 


V=R/ Y=Rm, Z=Ru. 


Lorsque nous parlons de l'intensité électrique résultante en un point, 
nous n'entendons pas dire par là qu’en ce point s'exerce actuellement 
aucune force ; nous disons seulement que, si un corps ayant une charge e 
d'électricité était placé en ce point, il serait soumis à l'action d'une 
force Re (!). | 


Définition. — L'intensité électrique résultante en un point est là 
force qui agirait sur un petit corps chargé de l'unité d'électricité po- 
tive, s'il était placé en ce point sans troubler la distribution actuelle 
de l'électricité. 

Cette force tend, non seulement à mouvoir un objet chargé d’élec- : 
ricité, mais encore à déplacer l'électricité dans ce corps de facon que 
l'électricité positive tende à se mouvoir dans la direction de R, et Pé- 
kctricité négative dans la direction opposée. C'est pourquoi l'on ap- 
belle la quantité R intensité électromotrice au point (:r, x, 3). 

Quand nous voudrons exprimer ce fait, que l'intensité résultante est 
ün vecteur, nous la désignerons par la lettre gothique €. D'après la 


a — 


l') Les intensités électrique et magnétique correspondent, en électricité et en 
magnétisme, à l'intensité de la pesanteur, communément désignée par g, dans la 
lhéorie des corps pesants. 
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théorie adoptée dans cet Ouvrage, si le corps est un diélectrique, l'é- 
lectricité y est déplacée, et la quantité d'électricité qui est chasséc 
dans la direction de € à travers l'unité de surface comptée normale- 
ment à € et 


D — = — KE, 


1T 


où D est le déplacement, € l'intensité résultante et K Île pouvoir in- 
ducteur spécifique du diélectrique. 

Si le corps est conducteur, l'état de déformation ne peut se mainte- 
nir un instant, et un courant de conduction s'établit et se maintient 
aussi longtemps que € continue d'agir sur le milieu. 


Intégrale de l'intensité electrique, ou force électromotrice 
suivant un arc de courbe. 


69. La force électromotrice le long d'un arc de courbe donné AP 
a pour mesure numérique le travail de la force électrique, pendant que 
l'unité d'électricité positive se déplace du commencement A au bout P 
de Farc 

Si s est la longueur de Farc mesurée à partir de À, et si l'intensité 
résultante R en chaque point de la courbe fait un angle £ avec la tan- 
gente menée en ce point dans la direction rositive, le travail effectué 
pour déplacer Funité d'électricité le long d’un élément ds de la courbe 
sera 

R cos: ds, 

et la force électromotrice totale E sera 


L 
E — f R cos: ds, 
‘0 


l'intégration s'étendant d'un bout à l’autre de l'arc. 
Si nous nous servons des composantes de l'intensité, l'expression 


devient 
E — [ (x 5 y 4 +2) ds. 
y OX ds ds 
Si X, YŸ, Z sont tels que X dx + Y dy + Zdzs soil la différentielle 
totale d'une fonction — V de x, y, 3, on aura 
p p 
E — f (Xe = Y dy +Ld3)=— f d\= Vs Ve. 
VA «/A 


l'intégration élant effectuée d'une manière quelconque du point À au 
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point P, suivant la courbe donnée ou suivant toute autre ligne allant 
de À à P. 

Dans ce cas, V est une fonction scalaire de la position d’un point de 
l'espace, c'est-à-dire que, si l’on connaît les coordonnées du point, la 
valeur de V est déterminée et indépendante de la position et de la di- 
rection des axes (voir $ 16). 


Des fonctions de la position d'un point. 


Lorsque, dans ce qui suit, nous définirons une quantité comme fonc- 
ton de la position d’un point, nous entendrons par là que, pour cha- 
que position du point, la fonction a une valeur déterminée. Cela ne 
veut pas dire que cette valeur puisse toujours être exprimée par la 
même formule pour tous les points de l’espace; car elle peut fort bien 
être exprimée par une formule d'un côté d'une surface donnée, et par 
une autre formule de l’autre côté. 


Des fonctions potentielles. 


10. La‘quantité X dr + Y dy + Zds est une différentielle exacte, 
toutes les fois que la force est due à des attractions ou à des répulsions 
dont l'intensité est une fonction des distances d’un nombre quelconque 
de points. 

Soit en effet r, la distance d’un des points au point (x, Y, 3), et 
soit R, la répulsion : alors 





l'i 0x 
On à pour Y, et Z, des expressions analogues, en sorte que 
X;dr--Yidy + Zid5 = Ridr; 


el puisque R, est fonction de r, seulement, R;dr, est la différen- 
lelle exacte d’une certaine fonction de r,, Soit — V.. 


De même, pour une autre force R, agissant à partir d'un centre 
Siluë à la distance rs, 


X;, dr —— Ye d —- Z; dz3 —= R: dre = — dV3, 


Mas XX + X,+...et Yet Z sont composés de la même facon: 
par suite, 


Xdr = Y dy -Lds = -(dVi+ dV;+...)=—dV. 


L'intégrale de cette quantité, qui satisfait à la condition de s'annuler 
à Une distance infinie, est appelée la fonction potentielle. 
Tr. d'Élect. et de Magn., 1. G 
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L'usage de cette fonction dans la théorie des attractions a été intro- 
duit par Laplace, pour calculer l'attraction de la Terre. Green, dans 
son « Application de l'Analyse mathématique à la théorie de l’électri- 
cité », lui a donné le nom de fonction potentielle. Gauss, dans des 
travaux indépendants de ceux de Green, a aussi employé le mot de 
potentiel. Clausius et d’autres ont appliqué ce terme de potentiel 
au travail qui serait effectué, si l'on écartait l’un de l’autre deux 
corps ou systèmes de corps à une distance infinie. Nous emploierons 
ce mot dans le sens des Ouvrages anglais récents, et, pour éviter 
toute ambiguïté, nous adopterons la définition suivante due à Sir 
W. Thomson. 


Définition du potentiel. — Le potentiel en un point est le travail 
qui serait effectué si, l’unité d'électricité positive ayant été placée en 
ce point sans troubler la distribution électrique actuelle, les forces 
électriques agissaient sur elle et la transportaient de ce point jusqu’à 
une distance infinie ; ou, ce qui revient au mème, le travail que doit 
accomplir un agent extérieur pour amener une unité d'électricité po- 
sitive de Pinfini, ou de tout point où le potentiel est zéro, jusqu’au 
point considéré. 


Expression de l'intensité résultante et de ses composantes, en fonction 
du potentiel. 


71. Puisque la force électromotrice totale le long d'un arc AB 
quelconque est 


Es: - Vi — Vi, 
en prenant ds pour cet arc AB, nous aurons pour composante de la 
lorce dans la direction de ds 


R cose = — LV, 


ds 


d’où, en prenant ds parallèle à chacun des axes successivement, 


_ OV OV OV 
Ne Ve Z -- ùz ? 
1 


OV \E OV \?: OV \? 
R (a) A (5) | 
or 0y 03 
Nous désignerons l'intensité mème, dont la grandeur est R et dont les 
composantes sont X, Ÿ, Z, par la lettre gothique €, comme au S 68. 
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Le potentiel est le même en tous les points situés à l'intérieur 
d'un conducteur. 


72. Un conducteur est un corps dans lequel l'électricité qui y est 
renfermée est libre de se mouvoir d’un point à un autre, lorsqu'elle 
est soumise à l’action d’une force électromotrice. Si l'électricité est en 
équilibre, il ne peut exister de force électromotrice agissant à l'in- 
térieur du conducteur; par suite, R— o dans tout l’espace occupé par 
le conducteur. De là, il résulte que 


OV OV OV 
— TZ {() —— == , — = 
or 7 dy 03 9 
et qu'en chaque point du conducteur 
V=c, 


€ étant une quantité constante. 

Puisque le potentiel de tous les points compris à l'intérieur du con- 
ducteur est C la quantité C est appelée le potentiel du conducteur. 
On peut définir C : le travail que devrait accomplir un agent exté- 
rieur pour amener une unité d'électricité depuis l'infini jusque sur le 
“onducteur, en supposant que la présence de cette unité ne trouble 
pas la distribution actuelle de l'électricité. 

On verra au $ 246 qu’en général, lorsque deux corps d'espèces dif- 
férentes sont mis en contact, une force électromotrice agit de l’un vers 
l’autre à travers la surface de contact; en sorte que, à Pétat d’équi- 
libre, le potentiel de l’un est plus élevé que celui de l'autre. Mais, 
pour l'instant, nous supposerons que tous nos conducteurs soient faits 
«l'un même métal et tenus à la mème température. 

Si les potentiels des conducteurs À et B sont respectivement V, et 
V8, la force électromotrice qui agit le long d'un fil métallique joi- 


nant À et B sera 
Va — Ve 


dans la direction AB, c’est-à-dire que l'électricité positive tendra à pas- 
-er du conducteur où le potentiel est le plus élevé au conducteur où 
le potentiel est le moins élevé. 

En électrostatique, il existe entre le potentiel et lélectricité 
le mème rapport qu'il y a en Hydrostatique entre la pression et le 
fluide, et en Thermodynamique entre la température et la chaleur. 
L'electricité, le fluide, la chaleur tendent à passer d'un endroit à un 
autre, si le potentiel, la pression, la température sont plus élevés au 
premier point qu'au second. Un fluide est certainement une substance, 
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et certainement aussi la chaleur n'est pas une substance : donc, si 
nous pouvons tirer profit d’analogies de ce genre, pour nous faire 
une idée nette des relations qui existent entre les quantités élec- 
triques, nous devons bien prendre garde que l’une ou l’autre de ces 
analogies ne nous induise à croire que l'électricité est une substance 
comme l’eau, ou un état de mouvement comme la chaleur. 


Potentiel du à un système électrique quelconque. 


73. Soit un point isolé chargé d’une quantité e d'électricité, et situé 
à une distance r du point (x’, y’, =’); alors 


v=f Rar= f € dr= ©. 
J, Jr r 


Supposons qu'il y ait un nombre quelconque de points électrisés, 
dont les coordonnées soient (21,71, 51), (Ta: Ya» 52), ...; les charges e;, 


€:,...; et les distances au point (x',}',3"), ri, ra, .... Le potentiel du 
système en x’,7',s' sera 


Soit p la densité électrique en un point (x, y, 3) situé à l’intérieur 
d’un corps électrisé : le potentiel dù à ce corps sera 


v= ff £ dr dy ds, 


1 
r=[(c—-r}+o-r}+(s—z}]lf, 


où 


et où l'intégration est étendue à tout le volume du corps. 


Sur la démonstration de la loi de l'inverse du carré des distances. 


74 a. On peut admettre que les expériences directes faites par 
Coulomb, au moyen de la balance de torsion, ont établi que la force 
agissant entre les corps électrisés est en raison inverse du carré de la 
distance. Toutefois les résultats que l'on déduit de pareilles expé- 
riences doivent être regardés comme affectés d’une erreur qui dépend 
de l'erreur probable de chaque expérience : or, à moins que l'habileté 
de l'opérateur ne soit très grande, l’erreur probable d'une expérience 
faite avec la balance de torsion est considérable. 

Une vérification bien plus rigoureuse de la loi des forces électriques 
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peut être tirée d'une expérience semblable à celle qui a été décrite 
au $ 32 (Exp. VIT). 

Cavendish, dans son Ouvrage encore inédit (1) sur l'électricité, fait 
dépendre d’une expérience de cette nature la démonstration de la loi 
des forces électriques. 

Il fixait une boule sur un support isolant, attachait par des manches 
de verre deux hémisphères à deux cadres de bois mobiles autour d'un 
axe : lorsque l'on rapprochait les cadres, les hémisphères formaient, 
concentriquement à la boule, une enveloppe sphérique isolée. 

On pouvait ensuite faire communiquer la boule avec les hémi- 
sphères au moyen d’un court fil de métal, qui élait attaché lui-même 
à une corde de soie, de facon à pouvoir être ensuite retiré sans dé- 
charger l'appareil. 

La boule étant en communication avec les hémisphères, Cavendish 
chargeait les hémisphères avec une bouteille de Leyde, dont il avait 
préalablement mesuré le potentiel au moyen d’un électromètre; aus- 
sitôt après, il retirait par sa corde de soie le fil de communication, 
écartail les hémisphères, les déchargeait et examinait l’état électrique 
de la boule, au moyen de l’électromètre à balle de sureau. 

Jamais l’électromètre à balle de sureau, qui, à cette époque (1773), 
passait pour l’électroscope le plus sensible, ne put déceler aucune 
trace d’électrisation. 

Ensuite, Cavendish communiquait à la boule une fraction connue 
de la charge primitivement donnée aux hémisphères, puis examinait 
de nouveau la boule au moyen de son électromètre. 

Il trouva ainsi que, dans la première expérience, la charge de la 
boule avait dû être inférieure à ; de la charge totale de l'appareil, 
car, si elle eût été plus grande, elle aurait été signalée par l'électro- 
métre. 

Il calcula ensuite le rapport de la charge de la boule à celle des 
hémisphères, dans l'hypothèse que la répulsion était en ratson inverse 
d'une puissance de la distance différant légèrement de 2; il trouva 
ainsi que, si la différence avait été de :L, la charge de la boule aurait été 
de :}; de la charge des hémisphères et, par suite, aurait pu être décou- 
verte au moyen de l'électromètre. 


7% b. L'expérience a été répétée récemment au laboratoire Caven- 
dish sous une forme un peu différente. 





(‘) [Publié depuis par Maxwell, sous le titre : The electrical Researches of 
the honourable Henry Cavendish, F. R. S.] 
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Les hémisphères étaient montés sur un support isolant, et la boule 
fixée à l'intérieur dans la position voulue, au moyen d’un anneau d’ébo- 
nite. Grâce à cette disposition, le support isolant de la boule n'était 
Jamais soumis à l’action d'aucune force électromotrice appréciable 
et, par suite, ne se chargeait; jamais et l'influence perturbatrice de 
l'électricité, suintant le long des isolants, se trouvait complètement 
éliminée. 

Au lieu d'enlever les hémisphères avant d'examiner le potentiel de 
la boule, on les laissait en place et on les déchargeait en les mettant à 
la terre. L'effet d'une charge donnée restant sur la boule n'était pas 
aussi grand que si les hémisphères avaient été enlevées, mais ce désa- 
vantage était plus que compensé par la protection absolue que le vase 
conducteur assurait contre toutes les influences perturbatrices exté- 
rieures. 

Le fil métallique court, qui établissait la communication entre la 
boule et son enveloppe, était fixé à un petit disque de métal, qui for- 
mait comme le couvercle d’un petit trou pratiqué dans l'enveloppe : 
quand le fil et le couvercle avaient été enlevés au moyen d'une corde 
de soie, on pouvait passer par le trou l’électrode d'un électromètre et 
la faire reposer sur la boule intérieure. 

L’électromètre était l’électromètre à quadrants de Thomson, qui est 
décrit au $ 219. La cage de l'électromètre et une de ses électrodes 
etaient constamment reliées à la terre; lélectrode dont on se servait 
pour l'expérience restait à la terre, jusqu’à ce que l'enveloppe sphé- 
rique fût déchargée. 

Pour évaluer la charge initiale de cette enveloppe, une petite boule 
de cuivre étail placée sur un support isolant, à une distance considé- 
rable de l'enveloppe. 

Les opérations étaient menées comme il suit : 

L'enveloppe était chargée en la mettant en communication avec une 
bouteille de Leyde. 

La petite balle était mise à la terre, pour lui donner par induction 
une charge négalive; puis elle était laissée isolée. 

Le fil de communication de la boule à l'enveloppe était retiré au 
moyen d’un cordon de soie. 

L'enveloppe était déchargée et laissée en communication avec la 
lerre. 

L'électrode d'expérience était détachée de la terre, passée à travers 
Je trou de l'enveloppe et mise en contact avec la boule. 

On ne put observer le moindre effet sur l’électromètre. 

Pour éprouver la sensibilité de l'appareil, on détachait de la terre 
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l'enveloppe sphérique et on déchargeait à la terre la petite boule. On 
observait alors à l’électromètre une déviation positive D. 

Or la charge négative de la boule était d'environ - de la charge 
initiale de l'enveloppe sphérique; et la charge positive induite par la 
boule sur l'enveloppe mise à la terre était d'environ 4 de la charge de 
cette boule. 

Donc, lorsque la petite boule était mise à la terre, le potentiel de 
l'enveloppe était à peu près 4 de son potentiel initial. 

Or, si la répulsion était proportionnelle à r7-2?, le potentiel de la 
boule intérieure aurait été, d’après l'équation (22), S 74 d. — 0,1478q 
de celui de l'enveloppe. 

Donc, si = d'est la plus grande déviation de l'électromètre qui 
puisse échapper à l’observation, 4 ne peut être supérieur à 

1 d 
ET 

Or, mème dans une expérience grossière, D était supérieur à 300 d; 

g ne pouvait donc dépasser 
j 
21600 





Théorie de cette expérience. 


7h c. Trouver en un point quelconque le potentiel dit à une couche 
sphérique uniforme, la répulsion, entre deux unités de matière, 
étant une fonction donnée de la distance. 


Soit (7) la répulsion entre deux unités de matière situées à la dis- 
tance r, et soit f(r) tel que 
df(r) 


dr 





2 
(1) Er r f e(r) dr. 

r 
Soient a Le rayon de la couche sphérique et o sa densité superficielle ; 
si à désigne la masse totale de la couche, 


(2) x : ATA?5. 


Soient b la distance du point donné au centre de la couche, et 7 sa 
distance à un point quelconque de la couche. 

Si nous rapportons ce point de Ja couche à un système de coor- 
données sphériques dont le pôle est au centre de la sphère et dont 
l'axe est la ligne droite menée par le point donné, 


(3) r— a? -b?—92ab cost. 
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La masse d’un élément de la couche est 
(4) ca? sin 0 dû do, 


et le potentiel dû à cet élément au point donné est 
(5) sat LU) sind dd de; 


expression qui doit être intégrée en © depuis & — o jusqu’à © 
ce qui donne 


(6) 27r0a? FN) sin 0 dô, 


r 





que l’on doit intégrer en 0 depuis 0 -- 0 jusqu à0— 7. 
En différentiant (3), on trouve 


(7) r dr =-- ab sin df. 


Substituant dans (6) la valeur de d0, nous avons 


(8) 2TI T Jr) dr, 
dont l'intégrale est 
(9) Ve-onsE [/(r)—/(r)], 


où r, est la plus grande valeur de 7, qui est toujours a + b, 1 
plus petite valeur, qui est b — a si le point est extérieur, et 
s’il est intérieur à l'enveloppe. 

Si nous représentons par a la charge totale de l'enveloppe et 
son potentiel au point donné, nous aurons, pour un point exté 
l'enveloppe, 


(10) V= es [/(a+ b)—f(b— a); 
pour un point situé sur l'enveloppe mème, 
v 
(11) V = ai /(2a); 
et pour un point intérieur à l'enveloppe, 
(12) V = _ [Ca 8)— fa — bi]. 


Nous avons maintenant à déterminer les potentiels de deux « 
sphériques contentriques, dont les rayons sont a pour la couch 
rieure et b pour l'intérieure, et dont les charges sont x et $. 
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Appelant À le potentiel de la couche extérieure et B celui de la 
couche intérieure, nous avons, d’après ce qui précède, 


«) A = Æ fa) + [ta + b)— fia — b). 


(5) B= f(ab)+ 2 [/(a+6)—f(a— 6) 


Dans la première partie de l'expérience, les deux enveloppes sont 
mises en communication par le fil court et sont portées toutes deux à 
un mème potentiel V. 

En posant À — B — V'et en résolvant les équations (13) et (14) 

par rapport à 8, nous trouvons la charge de l'enveloppe intérieure 


bf(2a)—aff(a+b)— fab) 
Jua)fab)—|yta + 6) —fta—6)p | 

Dans l'expérience de Cavendish, les deux hémisphères formant l'en- 
veloppe extérieure étaient écartés à une distance que nous pouvons 
SUpposer infinie et déchargés. Le potentiel de la couche intérieure, 


où de la boule, devenait alors 











(15) 8—21Vb 


(:6 B, =—- ni 20). 

) 1 a b? JS ° ) 

Dans la forme sous laquelle l'expérience a été répétée au laboratoire 
Cavendish, l'enveloppe extérieure était laissée en place, mais reliée à 
la Lerre, en sorte que À — 0. Dans ce cas, nous trouvons que le po- 
lentiel de la boule intérieure a pour expression en fonction de V 


a a f(a- b)--fla—b) 
a) | 
b ftaa) 
7% d. Supposons maintenant, avec Cavendish, que la force varie 
tn raison inverse d’une certaine puissance de la distance, peu différente 


de la deuxième, et posons 
A8) e(r = r1?; 
alors 
(1 d —- LT Le +1: 
9) f Cr) 1--- q? r ; 


€Ls1 nous supposons que g est petit, nous pouvons développer cette 
formule, d’après la propriété des exponentielles, sous la forme 


1 
1--q? 


M) f(r)= 





r Li gioer — (glogr}-:...1; 
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et, si nous négligeons les termes qui renferment g?, les équations (16) 
et (17) deviennent 





| _ TI a ._ 4ai a a +0 

en) Ben gg Ve (os — Goes) 
I 44? a a +-b 

(22) B; - n Vaq (os 7% l0g——># =). 


d'où l’on peut tirer g au moyen des données fournies par l'expérience. 


74e. C'est Laplace qui a démontré le premier qu'il n’y a point 
d'autre fonction de la distance que l'inverse du carré, pour laquelle soit 
satisfaite la condition qu'une couche sphérique uniforme n'exerce au- 
cune action sur un point intérieur à celle couche (1). 

Si nous supposons que, dans l'équation (15), B soit toujours nul, 
nous pouvons appliquer la méthode de Laplace à la détermination de 
la forme de f(r). Nous avons, par l'équation (15), 


bf(aai—-af(a--b;i--afta—bi=o. 


En différentiant deux fois, par rapport à b, et divisant par a, nous 
trouvons 
f'la--b, =fia—b): 


si celte équation est vraie en général, c'est que 


f'(r':=0G, une constante, 
d'où 

fr: == Cr — Ci 
et par (1) 

= RU Gi 
1 FO) dre Go ee 
C: 
o(r) == È 


Nous pouvons remarquer que l'hypothèse de Cavendish, qui suppose 
une force variant comme une cerlaine puissance de la distance, peut 
paraître moins générale que celle de Laplace, qui suppose seulement 
la force fonction de la distance; mais que cette hypothèse est la 
seule compatible avec ce fait que des figures semblables peuvent être 
électrisées de facon à avoir des propriétés électriques semblables (?). 


(') Mec. cel., 1 1, etrhe 


(2) [H n’est pas inutile de faire remarquer combien il serait difficile de donner 
une démonstration expérimentale rigoureyse du fait qui paraît être considéré ici 
comme incontestable. (C.)] 
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Car, si la force était une fonction de la distance autre qu'une puis- 
sance, le rapport des forces à deux distances différentes ne serait plus 
une fonction du rapport des distances, mais dépendrait de la valeur 
absolue de ces distances ; et, par suite, il impliquerait le rapport de ces 
distances à une certaine longueur absolue. 

Cavendish lui-même fait remarquer que, dans son hypothèse sur 
ha constitution du fluide électrique, il est impossible que la distribution 
électrique soit exactement la même sur deux corps géométriquement 
semblables, si les charges ne sont pas proportionnelles aux volumes. 
Car il suppose que les molécules du fluide électrique sont très étroi- 
tement rapprochées, aux environs de la surface du corps, Ce qui re- 
vient à supposer que la loi de fa répulsion n’est plus celle de l'inverse 
carré, mais que, dès l'instant où les molécules arrivent en contact, 
leurs répulsions croissent bien plus vite que leurs distances ne di- 
minuent. 


Intégrale de l'induction électrique, et déplacement électrique 
à travers une surface. 


1. Soit R l'intensité résultante en un point de la surface; soit : 
l'angle que fait R avec la normale menée du côté positif de la surface ; 
Rcos: est la composante de l'intensité, suivant la normale à la sur- 
face, et, si dS est l'élément de surface, le déplacement électrique à 
travers dS sera ($ 68), 

_ KR cos: dS 

4T 
el. puisque nous ne considérons pour l'instant d'autre diélectrique que 
l'air, A — 1. 

Nous pouvons toutefois éviter d'introduire dès maintenant la théorie 
du déplacement électrique, en appelant R cose dS l'induction (1) à 
lravers l'élément dS. Cette quantité est bien connue en Physique 
mathématique, mais le nom d'énduction est emprunté à Faraday. L'in- 
lgrale de surface de l'induction est 


Î R cose dS, 


el d'après le $ 21, on voit que, si X, Y et Z sont les composantes de 








(*) [Pour bien comprendre le mot induction, le lecteur doit ètre familiarisé 
Avec tous les phénomènes physiques auxquels il est appliqué. Les considérations 
qui aménent ici l’auteur à définir mathématiquement cette expression sont évi- 
demment insuffisantes et présentées d’une manicre artificielle. (G.)] 


# . fr 20 
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R, et si ces quantités sont continues dans une région limitée par une 
surface fermée S, l'induction, comptée de dedans vers le dehors, est 


: OX  OY OZ _ 
[fr cos as - II DT JS) dr dy ds, 


l'intégration étant étendue à tout le volume compris à l'intérieur de la 
surface. 


Induction à travers une surface fermée due à un seul centre de force. 


76. Soit e une quantité d'électricité, que l’on suppose placée en un 
point O, et soit P un point quelconque à une distance r de O : la 
force au point P sera er-*, et sera dirigée suivant OP. 

Menons par O, jusqu'à une distance infinie, une ligne de direction 
quelconque. Si O est extérieur à la surface fermée, cette ligne ou 
bien ne rencontrera pas du tout la surface, ou yÿ pénétrera et en sor- 
ira un même nombre de fois. Si O est intérieur à la surface, la ligne 
doit d’abord sortir de la surface, puis elle peut y pénétrer et en sortir 
alternativement un nombre de fois quelconque, et finit par en sortir. 

Soit : l'angle de OP et de la normale extérieure à la surface, aux 
points où OP rencontre cette surface : toutes les fois que OP sort de 
la surface, cose est positif; et il est négatif, toutes les fois que OP pé- 
nèêtre dans la surface. 

Décrivons une sphère de centre O et de rayon égal à lunité, et fai- 
sons décrire à la ligne OP une surface conique de petite ouverture et 
de sommet O. 

Ce cône découpera un petit élément do sur la surface de la sphère, 
et d’autres éléments dS,, dS,, ... sur la surface fermée aux diffé- 
rents points où elle est rencontrée par la ligne OP. 

Or, puisque chacun de ses éléments coupe le cône à une distance r 
du sommet et sous un angle :, 


dS = r?sèce dv; 
et, puisque R =:er-*, nous aurons 
R cose dS -- = e du, 


le signe + étant pris quand r sort de la surface, et le signe — quand 
il y pénètre. | 

Si le point O est extérieur à la surface fermée, les valeurs positives 
sont en nombre égal aux valeurs négatives, de sorte que, pour une di- 
rection quelconque de 7, 


SRcoss dS — 0 
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[ Fr cos: as :7 0, 


l'intégration étant étendue à toute la surface fermée. 

Si le point O est intérieur à la surface fermée, le rayon vecteur OP 
sort d'abord de la surface, donnant une valeur positive pour e dw, puisil 
présente un nombre égal d'entrées et de sorties, de sorte que dans ce ca: 


et, par suite, 


SR cose dS = e du. 


En étendant l'intégration sur toute la surface fermée, nous com- 
prendrons toute la surface sphérique dont l'aire est 4x; de sorte que 


TPE cose dS -- ire. 


De à nous concluons que l'induction totale produite du dedans au 
dehors d'une surface fermée, par l’action d'un centre de force e placé en 
uw point O, est nulle si le point O est extérieur à la surface et égale 
à ire si le point est intérieur. 

Puisque, dans l'air, le déplacement est égal à l'induction divisée 
par 4x, le déplacement à travers une surface fermée, compté du dedans 
audehors, est égal à la quantité d'électricité comprise dans cette surface. 


ConouLaire. — 11 résulte aussi de là que, si la surface n’est pas 
fermée, mais limitée par une courbe fermée donnée, l'induction totale 
à travers cette surface est we, w étant l'angle solide sous-tendu en O 
ar la courbe donnée. Cette quantité ne dépend donc que de la courbe 
fermée, et la forme de la surface dont cette courbe est la limite pourra 
être changée d'une manière quelconque, pourvu qu'elle ne passe pas 
d'un côté à l'autre du centre de force. 


Des équations de Laplace et de Poisson. 


TI. Puisque la valeur de l'induction totale produite par un seul 
entre de force à travers une surface fermée ne dépend que de ce seul 
Point, à savoir si le centre de force est intérieur ou extérieur à la 
Surface, el ne dépend pas autrement de la position de ce point; si 
NOUS avons un nombre quelconque de pareils centres e;, €:,... inté- 
Neurs à la surface, e;, e,, ... extérieurs à la surface, nous aurons 


f R cos: dS — 4re, 


€ désignant la somme algébrique de toutes les quantités d'électricité 
Placées aux différents centres de forces intérieurs à la surface fermée, 
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c'est-à-dire la quantité totale d'électricité comprise dans cette surface, 
l'électricité résineuse étant comptée avec le signe —. 

Si l'électricité est distribuée à l’intérieur de la surface, de facon que 
la densité ne soit nulle part infinie, nous aurons, par le $ 64, 


iTer: ir [ [fe dx dy ds, 
et par le $ 75, | 
OX OY OZ 
ff R cos: dS : [CG TS TE Te) de dy dz. 


Si nous prenons pour surface fermée la surface de l'élément de vo- 
lume dx, dy, ds, nous aurons, en égalant ces expressions, 


OX OY  90Z , 
JE dj 0 1% 
et, s'il existe un potentiel V, nous trouvons ($ 71) 
AV AV DV 
DR DE " 03? 

Cette équation, dans le cas où fa densité est égale à zéro, est appelée 
équation de Laplace. Elle à été donnée pour la première fois par 
Poisson, sous sa forme plus générale. Elle nous permet de déterminer 
la distribution de l'électricité, quand nous connaissons le potentiel en 
chaque point. 

Comme au $ 26, nous désignerons par V?V la quantité 

2V BV MV 

0x pt da 
et nous pouvons énoncer l'équation de Poisson en disant que la deu- 
sité électrique, multipliée par 47, est égale à la concentration du po- 
tentiel. Quand il n'y a pas électrisation, le potentiel n'a pas de con- 
centralion, et telle est l'interprétation de l'équation de Laplace. 

D'après le $ 72, V est constant à l’intérieur d’un conducteur; donc, 
à l'intérieur L un conducteur, la densité de volume est égale à zéro, el 
Loute la charge doit ètre à la surface. 

Si nous supposons que, dans les distributions superficielles ou hi- 
néaires, la densité de volume p de l'électricité reste finie et que l'élec- 
tricité soit sous la forme d'une couche mince ou d’un fil ténu, en fai- 
sant croître p et en diminuant l’épaisseur de la couche ou la section 
du fil, nous tendrons vers la distribution superficielle ou la distribu- 
Lion linéaire vraies comme limites; et l'équation, restant vraie pendant 
toute l'opération, restera vraie à la limite, pourvu qu'on l'interprète 
convenablement selon les circonstances. 
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Variation du potentiel sur une surface chargée. 


18 a. La fonction V doit être physiquement continue, au sens dé- 
fini dans le $ 7, sauf à la surface de séparation de deux milieux diffé- 
rents; dans ce cas, ainsi que nous le verrons au $ 246, il peut y avoir 
une différence de potentiel entre les deux substances, et l'électricité 
sera en équilibre lorsque le potentiel en un point de l’une des sub- 
stances excédera le potentiel en un point voisin de l’autre substance, 
d'une quantité constante C, dépendant de la nature des deux substances 
et de leurs températures. - 

Mais les dérivées premières de V par rapport à r, ÿ et z peuvent 
étre discontinues, et, par le $ 8, les points où cette discontinuité se 

produit doivent être sur une surface dont l'équation peut être mise 
sous la forme 


(1) p—=0(7,Y,3)= 0. 


Cet te surface sépare la région où # est négatif de celle où il est positif. 

S œient V, le potentiel en un point donné de la région négative, V, le 
pot æ miel en un point donné de la région positive; en un point quel- 
corn cque de la surface pour laquelle + — 0, et que l’on peut regarder 
COnR me appartenant aux deux régions, 


12) Vi- GC = Va, 


OÙ Cest, le cas échéant, l'excès constant du potentiel de la substance 


pla © ée du côté positif de la surface. 
S 


PO x at donné de la surface de séparation, dans la région positive. Les 


Q»ient /, 7», n les cosinus directeurs de la normale v, menée en un 


COS x mus directeurs de la normale », menée au mème point de la sur- 
fac & , dans la région négalive, seront — {, — mel — n. 
es accroissements de V suivant les normales seront 


; 
(39 Ov _ Os OVi OV: 

di lon y "0 
{ J 

(D Vs Z= l OVa —+- 7 Ve + A Ve 2 . 
UE OT oy 93 


T'racons sur la surface de séparation une ligne quelconque, et soit s$ 
sa longueur mesurée à partir d’un point fixe sur cette ligne : en tout 
Pont de la surface et, par suite, en tout point de la ligne, 


V,-- V; —= C. 
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En différentiant cette équation par rapport à s, nous avons 


(5) (5 mm) dx | (5 —) dy r (Se ) dz …. 





—_ rer Er _ +) = 


Or or) ds ‘-\dy  oy 03 0: ) ds ° 
et, puisque la normale est perpendiculaire à cette ligne, 


dx dy . ds 
(6) Tr +mar Re T0: 


De (3), (4), (5) et (6), nous tirons (!) | 
OV OVi  , foVi . OV. 
mo (a) 





(7) dr dr 





dy! 7 Va 

' OV OV; OV; OV: 
(8) St St m(st ess), 

y 0y OV; Va 

| Va OV, [Vi de 

(9) 03 0 "| 


Si nous considérons la variation de l'intensité électromotrice en 
un point, au moment où ce point traverse la surface, nous voyons que, 
des composantes de l'intensité, celle qui est normale à la surface peut 
subir un changement brusque à la surface, mais que les deux autres 
composantes parallèles au plan tangent restent continues quand on 
traverse la surface. 


78 b. Pour déterminer la charge de la surface, considérons une 
surface fermée, située en partie dans la région positive, en partie dans 
la région négative, et renfermant par suite une partie de la surface de 


discontinuité. 
f R cose dS, 


L'intégrale 
étendue à cette surface, est égale à 4{re, e élant la quantité d'électri- 
cité comprise dans cette surface fermée. 

Procédant comme au $ 21, nous trouvons 


oX OY  o2 
(2) [fr cos as = [ff +5 + 5 )dr dy d: 


+ [fu x0 + m(Y:-- Yi)+ n(Z:— Zi)] dS, 


tem ne me a — — = — — — _ _- _ _ _— ———…— ne 


(") [En identifiant (5) ct (6), puisque la ligne est de dircctivn arbitraire, et 
que de plus + m'+n? 1. (C.)] 
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où l'intégrale triple est étendue à tout le volume compris dans la 
surface fermée, et l'intégrale double à la seule surface de disconti- 
nuité. | 

En substituant aux termes de cette équation leurs valeurs tirées des 


équations (7), (8) et (9), 


dV dVs 
(11) ire = ff fire ar dy as _ [ff +). 


Mais, d'après les définitions de la densité du volume »p et de la den- 
sité superficielle 5, 


(12) ire ir ff sdr dy ds+is [ [ods; 


d'où, en comparant les derniers termes de ces deux équations, on 
lire 
dV. dVo 
(13 -,— + gp ci 4 RS = 0. 
ds, dYs L 


Cette équation est appelée l'équation caractéristique de V sur une 
surface électrisée où la densité superficielle est 5. 


78 c. Si, dans toute l'étendue d'une région continue de l'espace, V 
est une fonction de x, y, 3 satisfaisant à l'équation de Laplace 


NV 0? V AMV 
De prie 0 


etsi, dans une portion finie de cette région, V est constant et égal à C, 
V doit être constant et égal à C daus toute la région pour laquelle l'é- 
quation de Laplace est satisfaite. 
limite Ja portion finie dans laquelle V — C. 

Sur Ja surface S, V=C. 

SOit y une normale mente extérieurement à la surface S. Puisque S 
est la linite de la région continue dans laquelle V::: C, la valeur de V 
C0MMence à différer de C à l'instant où nous franchissons la surface S 


1 Vn'est pas constant dans toute la région, soit S la surface qui 


en Cheminant sur la normale v. Donc, immédiatement en dehors de S, 
dv 


& Peut être positif où négatif, mais ne peut être nul, sauf pour les 
nofMales menées le long de la ligne qui sépare une aire positive d'une 
airé névative. 
Mais, si v’ est la normale mence vers l'intérieur de la surface $, V':= C 
\' 


et — 
dé 9: 


Tr. d'Élect. et de Magn.. \. 


LS 
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Donc, en chaque point de la surface, excepté sur certaines lign 


formant limite, 
d\ d\W! 
dati) 


est une quantité finie, positive ou négative; et, par suite, sur la su 
face S, il y a une distribution d'électricité qui est continue en tous È 
points, excepté sur certaines lignes qui séparent les aires chargées ps 
sitivement des aires chargées négativement. 

L'équation de Laplace n'est satisfaite sur la surface que pour |: 
points situés sur certaines lignes de la surface. Par suite, la surface { 
à l’intérieur de laquelle C est constant, doit comprendre toute l’éte 
due de la région dans laquelle l'équation de Laplace est satisfaite. 


Force agissant sur une surface électrisée. 


19. L'expression générale des composantes de la force qui agit su 
un corps électrisé, parallèlement aux trois axes, est de la forme 


(4) A = [ [ fox dr dy ds; 


on a des expressions analogues pour les composantes B et C parallèle 
à Oyet Os. 

Mais, sur une surface électrisée, p est infini, et X est discontinu 
nous ne pouvons donc calculer la force directement au moyen d'e» 
pressions de cette forme. 

Mais nous avons fait voir que la discontinuité ne porte que Sur - 
composante de l'intensité qui est normale à la surface électrisée et qu 
les deux autres composantes sont continues. 

Supposons donc que l'on prenne l’axe des æ normal à la surface « 
un point donné; supposons aussi, au moins pour la première par! 
de cette étude, que X ne soit pas véritablement discontinu, mais qu 
varie continuellement de X, à X,; quand x varie de x, à æ2. Si le rés! 
tat de notre calcul conduit à une valeur déterminée de la force com1 
limite lorsque 7, — +, décroit indéfiniment, nous pourrons considé: 
ce résultat comme exact pour à, = 4, el pour une surface électris 
sans épaisseur. 

Substituant à p sa valeur trouvée au $ 77, nous avons 


| r OX _0Y  0Z\ | 
(15) À — SJ (CG 7 + )* dr dy ds. 


Intégrant cette expression par rapport à x depuis à = x, jusqu 
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T = Ta, elle devient 


= I (2 -X2, k m +3) ° 
(16) a= ef f|ic xn [ (5 - x dr | dy di. 


Telle est la valeur de À pour une couche parallèle au plan de yz et 


d'épaisseur æ; — r1. 
. . ON 0Z . . 
Puisque Y et Z sont continus, d * ds est fini, et, puisque X est 
également fini, 
*/0Y dZ\. , 
[ (5 + 5 )X ds ZC(æ:-- ri), 
. ON OZ 
où GC est la plus grande valeur que prenne (5% + X dex=xr,aà 


TX == Lao. 


Donc, quand x, -- x, décroît au delà de toute limite, ce terme tend 
vers zéro, et il reste ° 


(13) A = [ [50 _ X2) dy da, 
où X, est la valeur de X du côté négatif, et X, du côté positif de la 
surface. 


M ais, d’après le n°78, 


Vs oVs 


ns) nr 


= frs, 


de Sorte que nous pouvons écrire 


(19) À — NE (Xe—- X1)9 dy ds. 


Ici dy ds est l'élément de surface, s la densité superficielle, et 
i(X: + X,) est la moyenne arithmétique des intensités électromotrices 
| des deux côtés de la surface. 

Donc, un élément d'une surface électrisée est soumis à l’action d’une 
force dont la composante normale à la surface est égale au produit de 
La Charge de l'élément par la moyenne arithmétique des intensités 
lectromotrices normales, de chaque côté de la surface. 
Puisque les deux autres composantes de l'intensité électromotrice 
NE SOnt pas discontinues, 1l ne peut y avoir de doute dans l'évalua- 
lon des composantes correspondantes de la force qui agit sur la sur- 
face. 


Nous pouvons maintenant supposer que la normale à la surface ait 
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une direction quelconque par rapport aux axes : l'expression géné- 
rale des composantes de la force qui agit sur un élément dS s'écrira 
alors 

Az L(Xi= Xe)odS, 

B- L(Yi= Y:)5dS, 

C2 L(Zi- Z:)s dS. 


Surface électrisée d'un conducteur. 


80. Nous avons déjà montré que, dans tout l'intérieur d'un cor— 
ducteur en équilibre électrique, X — Y = _Z — 0, et que, par suite 
V est constant. 

Donc 

OX  OY  9Z 
de pd io 


et par suite p doit être nul dans tout l'intérieur du conducteur; oæ 
bien, il n’y a pas d'électricité à l'intérieur du conducteur. 

Donc une distribution superficielle d'électricité est la seule pos— 
sible sur un conducteur en équilibre. 

Une distribution s'étendant à toute la masse du corps ne peut exister 
que si le corps est un non-conducteur. 

Puisque l'intensité résultante à l’intérieur du conducteur est zéro, 
l'intensité résultante, immédiatement en dehors du conducteur, doit 
être dirigte suivant la normale, égale à 4xs, en la comptant du dedans 
vers le dehors du conducteur. 

Cette relation entre la densité superficielle et l'intensité résultante 
près de la surface d’un conducteur est connue sous le nom de loi de 
Coulomb, Coulomb ayant établi par expérience que l'intensité de Ja 
force électrique, près d’un point donné sur la surface d’un conducteur, 
est normale à la surface et proportionnelle à la densité superficielle 
au point donné. La relation numérique 


R = 470 
a été établie par Poisson. 
La force qui agit sur un élément dS de la surface électrisée d’un 
conducteur est, d’après le $ 79 (puisque l'intensité est nulle sur le 
côté intcrieur de la surface), 


LRodS = 270? dS = — R14S. 
2 8T 


Cette force est dirigée vers l'extérieur du conducteur, que la charge 


SURFACE ÉLECTRISÉE D'UN CONDUCTEUR. IO1I 


soit posilive ou négative; sa valeur, en dynes par centimètre carré, est 


etelle agit comme une pression appliquée ‘à la surface du conduc- 
teur et dirigée vers l'extérieur. 


81. Si maintenant nous supposons que l'on électrise un corps de 
forme allongée, nous pouvons, en faisant décroitre ses dimensions la- 
térales, arriver à concevoir une ligne électrisée. 

Soient ds la longueur d'une partie de ce corps allongé, c sa circon- 
férence, 5 la densité superficielle de l'électricité à sa surface; alors, si 
est la charge par unité de longueur, À -= co, et l'intensité élec- 
trique résultante près de la surface est 


ART = 47 - 
4 4° c° 


Si c décroit indéfiniment, tandis que À reste fini, l'intensité à la 
surface augmente indéfiniment. Or, pour tout diélectrique, il + a une 
limite au delà de laquelle l'intensité ne peut plus être augmentée 
sans qu'il v ait décharge disruptive; une distribution dans laquelle 
une quantité finie d'électricité serait placée sur une portion finie 
d'une ligne est donc incompatible avec l'état des choses dans la 
nature. 

Lors mème que l'on trouverait un isolant à travers lequel une force 
infinie ne ferait point passer une décharge, il serait impossible de 
charger un conducteur linéaire d'une quantité finie d'électricité; car 
il faudrait une force électromotrice infinie pour amener l'électricité 
sur le conducteur linéaire. 

De la même manière, on peut montrer qu'un point chargé d’une 
quantité finie d'électricité ne saurait exister dans la nature. Il est 
avantageux, cependant, de parler dans certains cas de lignes et de 
points électrisés, et nous pouvons supposer que ces lignes et ces points 
soient figurés par des fils électrisés ou par de petits corps dont les 
dimensions soient négligeables à côté des distances principales que 
l'on considère. 

Puisque la quantité d'électricité répartie sur une longueur donnée 
d'un fil à un potentiel donné décroîit indéfiniment quand le diamètre 
du fil décroît indéfiniment, la distribution de l'électricité sur des corps 
de dimensions considérables ne sera pas sensiblement altérée si l’on 
introduit dans le champ des fils métalliques très fins, tels que ceux 
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qui servent à établir les communications électriques entre ces corp 
et la terre, une machine électrique ou un électromètre. 


Des lignes de force. 


82. Si nous menons une ligne dont la direction coïncide en chaqu 
point avec celle de la force résullante en ce point, cette ligne e: 
appelée ligne de force. 

En tous les points de son parcours, une ligne de force va des poin 
où le potentiel est le plus haut à ceux où il est le plus bas. 

Une ligne de force ne peut donc être fermée sur elle-mème, ma 
elle a forcément une origine et une fin. Le commencement d'ur 
ligne de force doit être sur une surface électrisée positivement, la f 
sur une surface électrisée négativement. 

Le point initial et le point terminal de la ligne ‘sont appelés di 
points correspondants sur la surface positive et la surface nég: 
tive. 

Si la ligne de force se meut de manière que son point initial di 
crive une courbe fermée sur la surface positive, son point termin: 
tracera une courbe fermée correspondante sur la surface négative, 
la ligne de force elle-même engendrera une surface tubulaire, que l'a 
appelle un tube d’induction ou un solénoïde (1). 

Puisque, en un point quelconque de la surface tubulaire, la force résu 
lante est comprise dans le plan tangent, il n'y a pas induction à trave: 
la surface. Donc, si le tube ne renferme pas de corps électrisé, la valet 
totale de l'induction à travers la surface fermée que forment la surfac 
tubulaire et ses deux extrémités sera nulle, d'après le $ 77, et les vi 


leurs de f R cos £dS pour les deux extrémités doivent être égales 


de signes contraires. 
Si ces surfaces sont des surfaces de conducteurs, s — 0 et R — — 47 


et f [R cose dS devient — is [ [sas, c'est-à-dire la charge de | 


surface multipliée par 47. 

Donc la charge positive, comprise dans la courbe fermée à u 
des bouts du tube, est numériquement égale à la charge négativ 
comprise dans la courbe fermée correspondante, à l’autre bout d 
tube. 


(") De sur, tube. Faraday emploie dans le mème sens le terme de sphond) 
doide (5251). 
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Plusieurs résultats importants peuvent se déduire des propriétés des 
lignes de force. 

La surface intérieure d'un vase conducteur fermé est entièrement 
libre de toute charge, et le potentiel de tous les points intérieurs est 
le mème que celui du conducteur, pourvu qu'il n'y ait point à l’inté- 
rieur du vase de corps électrisé isolé. 

En effet, une ligne de force doit commencer sur une surface chargée 
positivement et finir sur une surface chargée négativement; et, puis- 
qu'il n'y a pas de corps électrisé à l’intérieur du vase, une ligne de 
force, s'il en existe à l’intérieur du vase, ne peut que commencer et 
finir sur la surface intérieure du vase. 

Mais le potentiel doit ètre plus élevé au commencement qu'à la fin 
d'une ligne de force; d’autre part, le potentiel doit être le même en 
tous les points d’un conducteur en équilibre électrique. 

Donc il ne peut exister aucune ligne de force dans l’espace com- 
pris à l'intérieur d’un vase creux qui ne renferme aucun corps élec- 
trisé. 

Si un conducteur, placé à l’intérieur d’un vase clos, est mis en 
Communication avec ce vase, son potentiel devient le même que celui 
du vase et sa surface devient le prolongement de la surface intérieure 
du vase. Le conducteur doit donc se décharger de toute électri- 
sation. 

Si nous supposons que la surface d'un corps électrisé soit divisée en 
Parties élémentaires telles que la charge de chaque élément soit égale 
à l'unité, et si l'on trace dans le champ de force des solénoïdes, ayant 
ces éléments pour bases, l'intégrale prise sur une surface quelconque 
Sera représentée par le nombre des solénoïdes que rencontre cette sur- 
face. C'est dans ce sens que Faraday utilise sa conception des lignes 
de force, pour représenter en chaque point du champ, non seulement 
la di reclion, mais aussi la grandeur de la force. 

Nousavons employé l'expression de lignes de force, parce que c'est 
celle dont se sont servis Faraday et d'autres. Mais, rigoureusement, ces 
lignes devraient être appelées lignes d'induction électrique. 

Dansles cas ordinaires, les lignes d’induction représentent en chaque 
loin la direction et la grandeur de l'intensité électromotrice résul- 

lante, parce que l'intensité et l'induction sont dans la mème direction 

Udans un rapport constant. Mais il y a d'autres cas où il est impor- 

nt de se souvenir que ces lignes représentent seulement l'induction, 

© que l'intensité est déterminée par les surfaces équipotentielles, 
lüisqu'elle est normale à ces surfaces et inversement proportionnelle 
à la distance de deux surfaces consécutives. 
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Du pouvoir inducteur spécifique. 


83 a. Dans l'étude des intégrales de surface qui précède, : 
avons adopté la conception ordinaire d’une action directe à dista 
et nous n'avons pas fait entrer en considération Îles effets qui 
pendent de la nature du diélectrique au sein duquel on observ 
forces. 

Or Faraday a observé que la quantité d'électricité induite par 
force électromotrice donnée sur la surface du conducteur quih 
un diélectrique n’est pas la même pour tous les diélectriques. La q 
tité d'électricité induite est plus considérable pour la plupart des 
lectriques solides ou liquides que pour l'air etles gaz. Aussi dit-on 
ces corps ont un pouvoir inducteur spécifique supérieur à celu 
l'air, qui est pris comme milieu type. 

Nous pouvons exprimer la théorie de Faraday sous une forme 
thématique en disant que, dans un milieu diélectrique, linducti 
travers une surface est égale au produit de la force électrique nor 
par le coefficient de pouvoir inducteur spécifique du milieu. Si 
désignons ce coefficient par K, nous devrons, dans tout le cour 
l'étude des intégrales de surface, multiplier X, YŸ et Z par K, en : 
que l'équation de Poisson devient 
Ô K OV 0 OV. OV 


0 
I — K— + —K— 5 — K — + {75 = 0. 
() 0x Or oO Où ds dd 0 
À la surface de séparation de deux milieux dont les pouvoirs in 
teurs sont K, et K, et les potentiels V, et V;, l’équation caract 
tique (!) s’écrira 


dV; dv 


TK TE +473 0, 
dv: 


(2) Ki de 


où v, et v, sont les normales menées dans les deux milieux et 
densité superficielle vraie à la surface de séparation, c'est-à-dir 
quantité d'électricité qui existe effectivement à la surface sous fo 
de charge, et qui ne peut être altérée que si l’on apporte de Péle: 
cité en ce point ou si l'on en retire. 


Distribution apparente de l'électricité. 


83 b. Si, partant de la distribution eflective du potentiel, nou 


(') Voir $S 78b. 


LA 


DISTRIBUTION APPARENTE DE L ÉLECTRICITÉ. 10:) 


déduisons la densité de volume 3’ et la densité superficielle o’, dans 
l'hypothèse que K est toujours égal à l'unité, nous pouvons appeler p' 
la densité de volume apparente et s’ la densité superficielle apparente : 
car une distribution électrique ainsi définie rendrait compte de la dis- 
tribution effective du potentiel, si lon suppose que la loi des forces 
électriques donnée au $ 66 ne demande point à être modifiée, à raison 
des propriétés différentes des divers diélectriques. 

La charge apparente d'électricité comprise dans une région donnée 
peut augmenter ou diminuer sans qu'il passe d'électricité à travers la 
surface qui limite Ha région. Nous devons donc la distinguer de la 
charge vraie qui satisfait à l'équation de continuité. 

Dans un milieu diélectrique hétérogène, où K varie d'une manière 
continue, si :’ est la densité de volume apparente, 


OV DIN AV, ., 
——. |! _— 4Rp "= OO. 


(3) 


Ori Uy? | 03: 








Comparant cette équation à celle qui précède, nous trouvons 


, , OK OV OK OV OK OV 
(4) RL SE — — — E — — 


” - f = ©. 
Qi di dy (Uy) 5 035 


L'électrisation vraie, représentée par p, produira, dans le diélec- 
trique dont le pouvoir inducteur variable est représenté par K, le 
mème potentiel en chaque point, que donnerait la distribution appa- 
renle représentée par £’ dans un diélectrique dont le pouvoir induc- 
leur serait partout égal à l'unité. 

La charge superficielle apparente 5’ se déduit des forces électriques 
dans le voisinage de la surface, au moven de Péquation caractéristique 
ordinaire 


(5) a !_ dVa ! — 


\ un diélectrique solide de forme quelconque est un isolant par- 
ail, et 


» 
LI 12 
ts 


Si sa surface ne recoit aueune charge, lélectrisation vraie reste 


: ale 4 Zero, quelles que soient les forces électriques qui agissent sur 
ui, 





Done 
. d\, - d\: 
K; dyi L Ke dus 0 
d\, LL put K: Vs Lpnet K,; 
dy; LE K, — K, ’ dy Ti N; — k> 


La densité superficielle +’ est celle de Pélectrisation apparente pro- 
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duite par induction à la surface du diélectrique solide. Elle dis] 
entièrement lorsqu'on supprime la force inductrice; mais si, pe 
que cette force inductrice agit, on décharge l'électrisation appa 
de la surface en passant une flamme sur cette surface, on fera : 
raître une électrisation vraie opposée à 9’, aussitôt que l’on su 
mera la force inductrice (1). 


(") Vour Faravay : Remarks on static Induction (Proceedings of the. 
Institution, 12 feb. 1858), et le $ 58 relatif à la tourmaline. 

[Maxwell passe ici brusquement d’une conception de l'électricité à l 
L’équation de Poisson est indépendante de la définition de l'induction, q 
entre pas; l'équation (1) ne peut être considérée comme une définition no 
de la quantité d'électricité: cette équation est en cffet une simple équati 
continuité, et résulte des définitions du $ 62. Elle cxprime que la qu 
d'électricité p dx dy d3 est la somme des déplacements électriques sur le: 
du parallélépipède infiniment petit, et l'équation (2) du $ 83 a est aussi une 
tion de continuité relative à un petit cylindre normal à la surface des sépar 
des deux milieux. Cctte définition de ce que Maxwell appelle la quantité 
d'électricité coïncide avec celle de la quantité apparente d'électricité, 
à-dire avec la définition du $ 65, tirée des lois de Coulomb, quand le diélec 
est le vide. ( 
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CHAPITRE IL 


DU TRAVAIL ÉLECTRIQUE ET DE L'ÉNERGIE D'UN SYSTEME 
DE CONDUCTEURS. 


Du travail que doit exécuter un agent extérieur pour charger d'une 
manière donnée un système électrisé. 


84. Le travail dépensé pour apporter une quantité êe d'électricité 
depuis l'infini ou tout autre point où le potentiel est zéro jusqu'en un 
point donné du système où le potentiel est V, est, par la définition 
mème du potentiel (voir $ 70), 

Vôe. 


L'effet de ce transport est d'augmenter de êe la charge en ce point 
donné du système, en sorte que, si la charge y était e, elle devient 
e + ie après l'opération. 

Nous pouvons donc exprimer le travail dépensé pour produire un 

.fhangement donné dans la charge du système par l'intégrale 


(1) W—E= Cf de); 


où la sommation E s'étend à toutes les parties du système électrisé. 

De l'expression du potentiel donnée au $ 73, il ressort que le po- 
tentiel en un point peut ètre considéré comme la somme d'un nombre 
quelconque de parties, dont chacune est le potentiel dà à une portion 
correspondante de la charge du système. 

Si donc V est en un point donné le potentiel dû à un système de 
charges, que nous pouvons appeler £(e), er si V’ est, au mème point, 
le potentiel dù à un autre système de charges Z(e’), le potentiel pro- 
duit en ce point par l'ensemble des deux systèmes de charges existant 


\multanément sera 
V-.-V 


Par suite, si chacune des charges du système est altérée dans le 
rapport de z à 1, le potentiel en un point quelconque du système est 


aussi modifié dans le rapport de 7 à 1. 
Supposons donc que l'opération qui consiste à charger un conduc- 
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teur soit menée de la manière suivante. Prenons d’abord Île système 
libre de toute charge et au potentiel ztro, et chargeons-en simultané- 
ment les différentes parties, chacune proportionnellement à la charge 
qu'elle doit posséder finalement. 

Ainsi, e étant la charge finale et V le potentiel final que doit prendre- 
un point quelconque du système, à un instantquelconque de l'opération 
sa charge sera ze et son potentiel x V, et nous pourrons représenter 
toute l'opération de la charge, en supposant que x croisse d’une ma— 
nière continue de o à 1. 

Pendant que x croit de x à # + èn, un point du système dont Le 
charge finale doit être e, et le potentiel final V, recoit un accroisse 
ment de charge eôn, et son potentiel est #V; le travail effectué pen 
dant cette opération est donc 


eV non. 


Le travail total accompli pour charger le svstème est 


1 
(2) £eV [ ndn = +£(eV), 
Jo 
c'est-à-dire la demi-somme des produits des charges des différers 
points du système par leurs potentiels respectifs. 

Tel est le travail que doit accomplir un agent extérieur pour cha 
ger le système de la façon indiquée; mais, puisque le système est w 
système conservatif, le travail nécessaire pour amener le système à € 
même état par toul autre procéd‘ sera forcément le même. 

Nous pouvons donc appeler 


(3) W—12(ev) 


l'énergie électrique du système, exprimée en fonction des charges de 
différentes parties et de leurs potentiels. 


85 a. Supposons maintenant que le système passe de l'état (e,V): 
l'état (e’, V') par une suite d'opérations au cours desquelles les diffé 
rentes charges croissent simultanément, et chacune proportionnelle 
ment à son accroissement Lotal e — e. 

Si, à un instant quelconque, la charge d'une partie du système es 
e+n(e —e), son potentiel sera V + n(V'— V) et le travail néces 
saire pour faire varier la charge de cette portion sera 





1 
f (e"-—e)[N-cn(V—N\V)]dn =1i(e eV + Vi. 
0 


DU TRAVAIL QUE DOIT EXÉCUTER UN AGENT EXTÉRIEUR, ETC. 109 


Si donc nous représentons par W' l’énergie du système dans l'état 
e',V'), 
if) W'--W= Se — eV V') 

Mais 

W: LS(eV), W'=: LE(e'V). 

En substituant ces valeurs dans l'équation (4), on trouve 
(5) S(eV')=_S(e V) (1). 

Donc, dans un système invariable de conducteurs électrisés, si l’on 
considère deux états d'électrisation différents, la somme des produits 
des charzes dans le premier état par les potentiels des mèmes points 
des conducteurs dans le second état est égale à la somme des pro- 
duits des charswes dans le second état par les potentiels des mêmes 
points dans le premier état. 

Ce résultat correspond, dans la théorie élémentaire de l'électricité, 
au théorème de Green dans la théorie analytique. En choisissant con- 
venablement l’état initial et Pétal final du système, on peut en déduire 


un grand nombre d'utiles résultats. 


8 b. De (4)et(5), nous tirons une autre expression de l’accroisse- 
ment d'énergie, en fonction de l'accroissement des potentiels, 
(6) W'= W= !S(e- e')(V'-. V). 


Si les accroissements sont infiniment petits, (4) et (6) pourront 
sécrire 
dW= S(Vèe)=— L(edV), 
el si nous désignons par W.et Wy les expressions de W en fonction 
des charges ou en fonction des potentiels, par A, un conducteur par- 
üculier du système, par e, et V, sa charge et son potentiel, 


r NV, 

(8) Vr= der ; 
JW, 

(9) Er — 0Ÿ, ° 





(‘) [Si h ct ñ sont les deux masses, r Icur distance, on à 


' So! vw 
sn lse(=e | lse( <<), 
J° 2 r 4 J° 

L. " —— 


“est-à-dire la ‘formule (5) démontrée indépendamment de toute considération 
mécanique : cette identité est indépendante de la loi de l'attraction, car on peut 
substituer à 7 unc fonction quelconque de s sans Ja modifier. (l.)] 
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86. Si, dans un système invariable de conducteurs, l’un d’entre eu 
que nous désignerons par A,, n'a de charge ni dans l'état initial, 
dans l’état final, e, et e, sont nuls pour ce conducteur, en sorte que 
termes dépendant de A, s’annulent dans les deux membres de l'équ 
tion (5). 

Si un autre conducteur, A,, est au potentiel zéro dans les de: 
élats du système, V,—oet V,:=0o, et les Ltermes dépendant de / 
disparaissent des deux membres de l'équation (5). 

Si donc tous les conducteurs du système, sauf deux, A, et A., 50 
ou bien isolés et privés de charge, ou bien reliés à la Terre, l’équ 
quation (5) se réduit à la forme 


(10) erV, —- es Vs 7 eV, + esV.: 


si dans l'état initial 

e,==1 et e;—=0o, 
et si dans l’état final 

e., =0 et es =I, 
l'équation (10) devient 


(11) V, -2V,, 


c'est-à-dire que, si une charge égale à l'unité, communiquée à À 
porte À, au potentiel V, une charge égale à l'unité, communiquée à / 
portera À, au même potentiel, pourvu que chacun des autres condi 
teurs du système soil ou bien isolé et privé de charge, ou bien mi 
la Terre de façon que son potentiel soit zéro. 

C'est le premier exemple que nous rencontrons en électricité d'u 
relation de réciprocité (!). De pareilles relations se trouvent de 
toutes les branches de la Science et permettent souvent de dédu 
la solution de problèmes nouveaux de problèmes plus simples et d' 
résolus. 

Ainsi, de ce fait qu’en un point extérieur à une sphère conductr 
dont la charge est 1 le potentiel est 7-1, r étant la distance du po 
au centre de la sphère, nous concluons qu’un petit corps ayant u 
charge 1, et placé à une distance r du centre d’une sphère conductr 
non chargée, porte le potentiel de cette sphère à la valeur 771. 

Supposons maintenant que dans l'état initial 


V,zr et V.=o, 


') Cette relation de réciprocité deviendra bien plus claire après la lecture 


( 
$ 85. (C.) 
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et que dans l’état final 
V, =0o et V;:=1, 
l'équat x On (10) devient 


(12) Es = CAR 


c'est-è— cire que, si A, porté au potentiel r induit sur À, une charge e, 
À, port & au potentiel 1 induira sur À, une charge égale e. 
Supposons, en troisième lieu, que dans l’état initial 
V,=1r et e;=o, 
etque ans l'état final 
V;.=o et e, = 1, 


l'équat a On (10) deviendra dans ce cas 
(13) e.--V,=0. 


Doc , si, À, n'ayant point de charge, le fait de porter A, au poten- 
tiel i élève A, au potentiel V, quand on maintiendra A, au potentiel 
zéro, une charge égale à l’unité communiquée à À, induira sur A, 
une ch a rge négative dont la valeur numérique est V. 

Dans tous les cas examinés, nous pouvons supposer que certains des 
conduc teurs soient isolés et privés de charge, et que les autres soient 
reliés à la Terre. 

Le troisième cas est une forme élémentaire d'un des théorèmes de 
Green. Comme exemple de la façon de l'employer, supposons que nous 
ayons déterminé, pour les divers éléments d’un système conducteur 
maintenu au potentiel zéro, la distribution des charges électriques 

induites par une charge égale à l'unité communiquée à un corps donné 
À; du Système. 

Soit r, la charge que prend À, dans ces circonstances. Si mainte- 
nanlnous supposons À, privé de charge, et les autres corps portés 
chacun à un potentiel différent, le potentiel de À, sera 


(13) \,— — E(reN y). 


Par exemple, si en un point donné d’un vase conducteur creux nous 
8VOn$ déterminé la densité superficielle de la charge induite par l'u- 
nité de charge placée en un point donné à l'intérieur du vase, et si 
NOUS Connaissons la valeur du potentiel en chaque point d’une surface 
de même forme et de mèmes dimensions que la surface intérieure du 
vase, nous pourrons conclure le potentiel en un point intérieur occu- 
Panl une position correspondant à celle de l'unité de charge. 

Done, si lon connaît le potentiel pour tous les points d'une surface 
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fermée, on peut le déterminer pour tout point intérieur à la surfac 
pourvu qu'elle ne renferme pas de corps électrisé, et pour tout poï 
extérieur, pourvu qu'il n'y ait point de corps électrisé au dehors ( 
la surface. 


Théorie d'un système de conducteurs. 


87. Soient À,,A:,..., A4, n conducteurs de forme quelconque; soie 
Ci ea. en leurs charges, et V,, V;,...,V, leurs potentiels. 

Supposons que le milieu diélectrique qui sépare les conducteu 
reste le mème et ne se charge point d'électricité au cours des opéri 
lions que nous avons à considérer. 

Nous avons montré au $ 8% que le potentiel de chaque conducta 
est une fonction linéaire homogène des x charges. 

Donc, puisque l'énergie électrique d'un système est la demi-somn 
du produit du potentiel de chaque conducteur par sa charge, l'ént 
ie électrique doit être une fonction homogène du second degré d 
n charges, de la forme 


5) W.= ! e?- exes— | e2- es e2-:- ester | 2 
(19) e— 3Pu€i- Piste 3P22€ 3 Pis3C1€3-— Paseaes— Passez... — 


l'indice e signifiant que W est exprimé en fonction des charges. Lo 
qu'on écrit W sans indice, on a en vue l'expression (3), où figurent 
charges et les potentiels. 

On peut déduire de cette expression le potentiel d'un quelconq 
des conducteurs ; car, puisque le potentiel est défini le travail qu'il fa 
accomplir pour amener Funité d'électricité du potentiel zéro au p: 
tentiel donné, et puisque ce travail se dépense pour accroître W, not 
n'avons qu'à différentier W, par rapport à la charge d'un conducta 
donné pour obtenir le potentiel de ce conducteur (!). Nous obtenoi 


(') [On a en effet ($ 84) 


d'où, à la limite, 


lorsque la seule variable est la charge du conducteur. Le lecteur doit se famili 
riser avec les différents points de vue suivant lesquels on peut considérer le ti 
vail des forces électriques : à chaque point de vue correspond une variable inc 
pendante différente. La première fois ($ 70) que l'expression analytique du trav 
a été introduite, la variable indépendante était la distance; ici, c’est la charg 
plus loin (équations 18, ra ct 21). c'est le potentiel. Les deux éléments e ct 
entrant symétriquement dans l'expression de l'énergie W = ze, on est co 
duit naturellement aux deux systèmes symétriques de relations (15), (16) 


(IN), (21). (C.)] 
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ainsi 


(16) Vs= Pise. + Prsert ess + Pas ns 


Va = Pine +. . —" Prantr— …..— Pna£n: 


système de » équations linéaires qui expriment les x potentiels en 
fonctions des 7 charges. 

Les coefficients p,, sont appelés coefficients de potentiel; chacun a 
deux indices correspondant, le premier à l'indice de la charge, le se- 
cond à l'indice du potentiel. 

Le coefficient p,,, pour lequel les deux indices sont les mêmes, re- 
présente le potentiel de A,, quand sa charge est égale à l'unité et que 
celle des autres conducteurs est zéro. Il y a n coefficients de cette 
espèce, un pour chaque conducteur. 

Le coefficient p,,, dans lequel les deux indices sont différents, re- 
présente le potentiel de A,, quand À, recoit une charge égale à l'u- 
nilé, la charge de tous les autres conducteurs, sauf A,, étant nulle. 

Nous avons déjà montré, au $ 86, que p;;— Jr, Mais nous pouvons 
le prouver d'une façon plus rapide, en remarquant que 


OV, _ 9 OW, _ d AW. _ OV, 


1°) = ———— - =. —- =: -— = . 
(17 Prs ver ve, des des der 0e; Psr 


Le nombre des coefficients à deux indices différents distincts les uns 
des autres est donc + n(n — 1), puisqu'il ÿ a un de ces coefficients par 


Couple de conducteurs. 
En résolvant les équations (16) par rapport à e,, e+, ..., nous avons 
# équations donnant les charges en fonction des potentiels 


(18) { er =QnNit... + QrsVs+... + QrnN ns 


Fr r 
\ En — YniV1=- 7: YnsVs= ….. + JnnN n° 


On a aussi, dans ce cas, gr; = sr, Car 


de» 9. 0W, d OW: des 


(10) = = = rs = TE re 

J. Frs ON, OV, OV, — OV, OV, — 0Ÿ, 15" 

En substituant ces valeurs des charges dans l'équation de l'énergie 
tlectrique 
(20) W = {(eVis...+ CpNp+...+ Can), 


Tr. d'Élect. et de Magn., 1. 
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nous obtenons une expression de l'énergie en fonction des potenti 
1 : , : r 9 
(21) Wv=siquV?--qiuViVs— ; ae = qua ViVs+ g23VaVa+ À gs 2 


Un coefficient dans lequel les deux indices sont les mêmes 
appelé capacité électrique du conducteur auquel il correspond. 

Définition. — La capacité d'un conducteur est la charge de ce € 
ducteur quand son potentiel est égal à l'unité et que celui des au 
conducteurs est nul. 

Telle est la définition de la capacité proprement dite d'un cond 
teur, quand on ne fait point d'autres spécifications. Mais il est qi 
quefois avantageux de spécifier un état différent pour une partie 
pour la totalité des autres conducteurs, de spécifier par exemple 
la charge de certains d'entre eux est nulle; on peut alors définir 
capacité du conducteur sous ces conditions comme étant la cha 
pour laquelle le potentiel de ce conducteur est égal à l'unité. 

Les autres cocfficients sont appelés coefficients d'induction. 
quelconque d’entre eux, 4,,, représente la charge de A,, lorsque 
est porlé au potentiel 1 et que les autres conducteurs, sauf À,,: 
maintenus au potentiel zéro. 

Le calcul mathématique des coefficients de potentiel et d'inc 
tion est en général difficile. Nous démontrerons plus loin qu'ils 
toujours des valeurs déterminées, et, dans certains cas spéciaux, n 
calculerons ces valeurs. Nous ferons voir aussi comment on peut 
déterminer par expérience. 

Quand il est question de la capacité d'un conducteur sans qu'il 
fait mention de la forme ou de la position d'autres conducteur: 
système, on devra entendre par là la capacité du conducteur, quai 
ne se trouve en présence d'aucun conducteur ou corps électrisé à 
tance finie. 

Il est quelquefois avantageux, lorsqu'on ne s'occupe que des c: 
cités et des coefficients d'induction, de les écrire sous la forme[A. 
en désignant par ce symbole la charge du conducteur À quand P 
porté au potentiel un. 

De même [(A + B).(P + Q)] représentera la charge de À + 
lorsque P et Q sont tous deux portës au potentiel un, et il est c 
que, puisque 


[(A + B)(P —Q)]=[AP]--[AQ]-+{[BP]--[BQ] = [(P + Q(A+ 


on peut combiner ces symboles complexes par voie d’addition e 
soustraction, comme si c'étaient des symboles de quantités. 
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Le symbole [ À. À] représente la charge de A lorsque le potentiel 
de À est 1, c'est-à-dire la capacité de A. 

De même, [(A + B)(A + Q)] représente la somme des charges de 
À et de B, lorsque À et Q sont portés au potentiel 1 et que le poten- 
tiel de tous les conducteurs, sauf À et Q, est maintenu égal à zéro. 

Ce symbole peut se décomposer en 


[A.A]--[A.B]--[A.Q]--[B.Q]. 


Les coefficients de potentiel ne peuvent être traités de cette ma- 
aïére. Les coefficients d’induction représentent des charges qui peu- 
vent se combiner par addition; mais les coefficients de potentiel re- 
présentent des potentiels, et si le potentiel de À est V, et celui de B 
V:, la somme V,+ V, n'a pas de signification physique relativement 
aux phénomènes, quoique V, — V, représente la force électromotrice 
qui agit de À vers B. 

Les coefficients d'induction entre deux conducteurs peuvent s’ex- 
primer en fonction des capacités des conducteurs et de la capacité de 
l'ensemble des deux conducteurs 


[A.B] = {[(A-: B)(A + B)]— ![A.A]— ![B.B|]. 


Dimensions des coefficients. 


e . « Ci] e 
8. Puisque le potentiel d'une charge e à une distance r est = Les 


dimensions d'une charge d'électricité sont égales à celles du produit 
d'un potentiel pour une longueur. 

Les coefficients de capacité et d’induction ont donc les mèmes di- 
mensions qu'une ligne, et chacun d'eux peut ètre représenté par une 
ligne droite, dont la longueur est indépendante du système d'unités 
que nous employons. 

Pour la mème raison, un coefficient de potentiel peut être repré- 
sente par l'inverse d'une longueur. 


De certaines conditions auxquelles doivent satisfaire les coefficients. 


9a. En premier lieu, puisque l'énergie électrique d'un système 
él une quantité essentiellement positive, son expression sous forme 
de fonction quadratique des charges ou des potentiels doit ètre posi- 
Live, quelles que soient les valeurs positives ou négatives que l'on 
donne aux charges ou aux potentiels. 

Or les conditions pour qu'une fonction de » variables, homogène 
et du second degré, soit toujours positive sont au nombre de n, et 
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peuvent s'écrire 


Pi: >> 0; 
| Pr Pis S 0, 
 Pa1 Per | 


| pu Pix -:-: Pin | 
Pari Pas +. Pan 


(22) 


| > 9: 


| pur Pur :-. Pnn 


Ces » conditions sont nécessaires et suffisantes pour que Ws 
tiellement positif (1). 

Mais, puisque, dans l'équation (16), nous pouvons placer le: 
teurs dans un ordre quelconque, il faudra que tout détermir 
l'on peut former symétlriquement au moyen des coefficients : 
une combinaison quelconque des 7 conducteurs, soit positif; le 
de ces combinaisons est 2" — 1. 

Mais on trouve que x seulement de ces conditions sont 
dantes. 

Les coefficients de capacité et d’induction sont soumis à di 
tions de mème forme. 


89 D. Les coefficients de potentiel sont tous positifs, ma 
des coefficients p,s n'est supérieur & p,r Où pss. 


En effet, donnons à A, une charge égale à l'unité, les aut 
ducteurs n'avant point de charge. Il se formera un système de 
équipotentielles, dont l'une sera la surface de À, et sera au 
Prre Si À, est placé dans un trou creusé dans A,, de facon : 
complètement renfermé, son potentiel sera aussi p,.. 

Si, au contraire, À, est extérieur à À,, son potentiel p,, st 
pris entre p,, et zéro. 

Considérons en effet les lignes de force partant du conduct 
trisé À. Sa charge à pour mesure l'excès du nombre des li 
partent de ce corps sur le nombre des lignes qui y finissent. 
le conducteur n'a pas de charge, le nombre des lignes de f 
pénètrent dans le conducteur est égal au nombre des ligne 
sortent. Les lignes qui pénètrent dans le conducteur vien 
points où le potentiel est plus élevé; celles qui en sortent : 
les points où le potentiel est moins élevé. Donc le potentiel d' 


ee  ————————— ———— ——————————— — 


(') Pour Wiutassox, Calcul differentiel, 3° édit., p. 405. 
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non chargé doit être compris entre le potentiel le plus élevé et le po- 
tentiel le plus bas qui se rencontrent dans le champ, et par suite les 
potentiels les plus élevés et Les plus bas ne peuvent être ceux des corps 
non chargés. 

Le potentiel le plus élevé doit donc être p,,, c'est-à-dire celui du 
corps chargé À,; le plus bas doit être celui des points de l'espace situés 
à une distance infinie, lequel est nul; et tous les autres potentiels, tels 
que p,:, doivent être compris entre p,. et zéro. 

Si À, entoure complètement À,, ps; Pre. 


89 c. Aucun des coefficients d’induction n'est positif; et la 
somme de tous ceux qui sont relatifs à un même conducteur ne 
Peut ètre numériquement plus grande que le coefficient de capacité 
de ce conducteur, lequel est toujours positif. 


Soit en effet À, maintenu au potentiel 1, pendant que tous les 
autres conducteurs sont maintenus au potentiel zéro; la charge de À, 
est 7,., et celle d’un autre conducteur À, est 4,.. 

Le nombre de lignes de force qui sortent de À, est 9... De ces lignes, 
les unes finissent sur les autres conducteurs, les autres s'étendent à 
l'infini; mais aucune d'elles ne peut joindre deux des autres conduc- 
leurs, ou aller de l’un d'eux à l'infini, car ils sont tous au potentiel 
Zéro. 

Aucune ligne de force ne peut émaner d’un des autres conducteurs, 
ll que A,, car aucun point du champ n'a un potentiel inférieur à 
celui de À,. Si À, est complètement séparé de À, par la surface fermée 
d'un des conducteurs, 4, est nul. Si A, n'est pas complètement séparé, 
Qrs est une quantité négative. 

Si un des conducteurs À, entoure complètement AÀ,, toutes les lignes 
de forces partant de À, rencontrent A, et les conducteurs qu'il ren- 
ferme, et la somme des coefficients d'induction de ces conducteurs, 
par rapport à À,, sera g,. avec le signe contraire. Mais, si À, n'est 
pas complètement entouré par un condueteur, la somme des coefi- 
cients Yyrs, --. sera inférieure à qyr. 

Nous avons déduit ces deux théorèmes indépendamment par des 
considérations d'électricité. Nous lais-ons au lecteur le soin de détcr- 
miner si l'un est une conséquence mathématique de l'autre. 


89 d. Quand il n'y a qu'un conducteur dans le champ, son coelli- 
cient de potentiel sur lui-même est l'inverse de sa capacité. 

On appelle centre électrique du conducteur le centre de masse de 
sa charge, quand il n'y a point d'actions extérieures. Si le conduc- 
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teur est symétrique autour d'un centre de figure, ce point est le cent 
électrique. Si les dimensions du conducteur sont petiles en comp: 
raison des distances que l'on considère, la position du centre éles 
trique peut être appréciée de sentiment avec une exactitude sufls 
sante. 

Le potentiel, à une distance c du centre électrique, doit ètre com 


pris entre 
e j{ a°° e 1 a: 
: (x) ot _ —— ’ 
\ C* C 2 C- 


où e est la charge et a la distance maximum d'un point du corps a 
centre électrique (1). 

En effet, si la charge est concentrée en deux points, à des distancæ 
a de part et d'autre du centre électrique, la première de ces expre : 
sions est le potentiel d'un point de la ligne qui joint les charges ; et A 
deuxième expression est le potentiel d'un point de la ligne perpend 
culaire à la ligne qui joint les charges. Pour toutes les autres distr 
butions, comprises à l'intérieur d'une sphère de rayon a, le potentis 
est compris entre ces deux valeurs. 

S'il y a deux conducteurs dans le champ, le coefficient de potenti 


« * I « . , ° 
de l'un sur l’autre est cr» OÙ c'ne peut différer de c, distance des de? 
, e a -: b? , . « 
centres électriques, de plus de ——; aet b élant les distances m2 


mu d'un point de chaque surface au centre électrique corresponda 1 


89 e. Si un nouveau conducteur est introduit dans le champ, 
coefficient de potentiel d'un quelconque des autres sur lui-même € 
minue. 

En effet, supposons d'abord que le nouveau corps B soil un cor 
non conducteur et n'ail de charge en aucun de ses points. Alors, 
un des conducteurs À, reçoit une charge e,, la distribution de Féle 
tricité sur les conducteurs du système ne scra pas troublée par E 
puisque B n'a toujours point de charge; et l'énergie électrique d 
système sera simplement 

+aVi= ei Pa 


Supposons maintenant que B devienne un conducteur; de l'électri 


—_——_— — ——— — —_—— ———— ——— —— 


! Ces expressions sont respectivement les deux premiers termes du déve 
P 
cf e . . 
loppement de À À. - ct de ————, suivant les puissances ascen 
2 C a «l € —— «d, V a—- C° 


dantes de a. (P.)]. 
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cité s'écoulera des points où le potentiel est le plus haut à ceux où 

il est le plus bas; et, ce faisant, elle diminue l'énergie électrique 

du système. La quantité {À e? p,, doit donc décroitre. 

Mais e, reste constant, donc p,, doit diminuer. 

Side nc on augmente B, en mettant un autre corps D en contact 
avec luax, p,, diminuera encore. 

Car, supposant d'abord qu'il n'y ait pas de communication élec- 
trique entre B et b, l'introduction du nouveau corps diminuera p,;. 
Éublis sons une communication entre B et b. S'il passe de l'électricité 
par ct Le communication, elle va des points où le potentiel est le plus 
élevé à ceux où il est moins élevé et, par suite, diminue encore p:;, 
ainsi Œuze nous l'avons vu. 

Donc la diminution de p;,, produite par le corps B, est plus grande 
que celle que produirait tout autre corps dont la surface peul être 
comprase dans B, et plus petite que celle que produirait tout autre 
corps l'ont la surface peut entourer B. 

Nous montrerons au Chapitre XI qu'une sphère de diamètre b étant 
placée à une distance r, la valeur de p,, diminue d’une quantité qui 
1 b 
8 rt 

Don © si le corps B a une forme quelconque, dont b est le plus grand 
diamètre, la diminution de p,, sera moindre que . F 

Si do nc le plus grand diamètre de B est assez petit en comparaison 


de la Gistance à A,, pour que l'on puisse négliger les quantités de 


est à peu près 


1 3 . ” 
l'ordre de 5 37 nous pouvons admettre que l'inverse de la capacité de 
r 


A,,placé seul dans le champ, nous donne une approximation suffisante 
de a valeur de Pi: 


90 «7. Supposons que fa capacité de À,, seul au milieu du champ, 
sitK,, et que celle de À, soit K,; soit r la distance moyenne entre 
Ajet À, et admettons que r soit très grand en comparaison des di- 
mensions de A, et À, Nous pouvons écrire alors 


_ — — 1 
Pi — K; ? Pis — r? P22 — K,? 
Vi=ekK;!-- exr71, 
, Vs= er"! — e:K;'; 
d'où 
J11 — Ki(1— K;:Kar2)-1, 
Que =— KiKir-t(i— K;Ker2)71, 
Is2 = K:(1— Ki: Kar2)"1. 
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De ces cocflicients, 11 et 422 sont les capacités de À, et A., lorsqu 
ces corps, au lieu d'être seuls et à une distance infinie de tout autx 
conducteur, sont mis en présence à une distance 7 l’un de l'autre. 


90 D. Quand deux conducteurs sont assez voisins pour que le coe 
ficient d'induction de l'un sur l'autre suit considérable, l'ensemble de 
deux est appelé un condensateur. 

Soient À et B les deux conducteurs ou armatures d’un condensa 
teur. 

Soient L la capacité de A, N celle de B et M le coefficient d'induæ 
tion de l'un sur l’autre. (Nous devons nous souvenir que M est esse 
tiellement négatif, de sorte que la valeur numérique de L+M 
de M + N est inférieure à celle de L ou N.) 

Supposons que a et b soient les armatures d'un autre condensateus 
placé à une distance R du premier, R étant très grand en comparaisæ 
des dimensions de chacun des condensateurs et soient /, m,nle 
coefficients de capacité et d'induction du condensateur ab, lorsqu ” 
est seul. Calculons l'effet d'un de ces condensateurs sur les coef f 
cients de F'autre. 

Posons 

D=LN—MS et d = ln — m?. 


Les coefficients de potentiel de chaque condensateur pris isolèm2€ 
seront 
Pin = D-1\N, Paa ‘= d-1n, 
Pain = — DIM, pus = d-1m, 
Pyr = D1L, pue = d”11. 


La valeur de ces coefficients ne sera pas sensiblement changée, si 
deux condensateurs sont à la distance R. Or le coefficient de potent 
de deux conducteurs quelconques placés à la distance R est R7 


Donc 
Pa = Pas = Pyu = Pre = R. 


Les équations aux potentiels seront donc 


Va D-iNes —D-i1Men+Re, --R-les, 
Vu =— D-1 M A — D-1 Lez Se R-! ea + R-te,, 
Va Res -LR-tepg -- dine, — d-1mes, 


Vo R=tes Reg -+ d-tme, + d-1le,, 


et, en résolvant ces équalions par rapport aux charges, nous trou 
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vons 
L+—M}(ltom+an 

=L'=L + RL da NT nn 

Ga=M=M+ me er Le ns = = )’ 
R(L+M)({+m) 

Ja — — R—(L+aM+N)(l+ 2 -+ n) 
R(L+M)(m+n) 

DT REL+aMeENG+ramtn) 








où L’, M’, N’ sont ce que deviennent L, M, N, quand le second con- 


densateur est introduit dans le champ. 
Si Fon n'introduit dans le champ qu'un seul conducteur a, 
m—=n=o,et 
pr D (L+ M)?7 
act =l+ Ri—/(L+2M-N) 
av (L+MOM + N)/ 
Ti — M=M+ Ri—/(L+-2M+N) 


: RU(L + M) 
Taa RTL +aM NN) 


S'il n°y a que les deux conducteurs ordinaires À et a, 


M=N-—m—n—0 


Le EUR __ RL/ 
= RL” Ta Ri 17? 


et 


EXpressions semblables à celles que l'on a trouvées au $ 90 a. 

La quantité L+2M+N est la charge totale du condensateur. 
Auand ses armatures sont toutes deux au potentiel 1. Elle ne peut être 
Upérieure à la moitié du plus grand diamètre du condensateur. 

L +M est la charge de Ia première armature, M + N celle de la 
“eCOnde, lorsque toutes deux sont au potentiel r. Ces quantités doi- 
ent être l'une et l'autre positives et inférieures à la capacité de l'ar- 
Aa ture prise seule. Par suite, les corrections à faire porter sur les coef- 
icients de potentiel sont bien moindres pour un condensateur que 
POur un conducteur ordinaire de même capacité. 

Des approximations de ce genre sont souvent utiles pour évaluer la 
CA Pacité de conducteurs de forme irrégulière, placés à une distance 
‘Aie d'autres conducteurs. 

91. Lorsqu'un conducteur rond A;, dont les dimensions sont petites 


°R comparaison de la distance des conducteurs, est introduit dans le 
Champ, le coefficient de potentiel de A, sur À, augmente si À, est à 


122 1" PARTIE, CAP, HI. — DU TRAYAIL ÉLECTRIQUE, ETC. 


l'intérieur d’une sphère avant pour diamètre la ligne droite A, 
diminue si A; est extérieur à cette sphère. 

En effet, si À, reçoit l'unité de charge, il v aura sur A, une 
bution d'électricité, où -+ e sera du côté le plus éloigné de A, 
du côté le plus rapproché. Le potentiel sur A,, dà à cette distril 
de À;, sera positif ou négatif, selon que + e ou — e est plus : 
de À,; el si la forme de À, n'est pas très allongée, cette position d 
dra de la question de savoir si l'angle A, A, À, est aigu ou obtus, 
à-dire si À, est extérieur ou intérieur à la sphère de rayon A,A; 

Si À, a une forme allongée, il est aisé de voir que s'il a son dia 
le plus long dirigé suivant la tangente au cercle passant p: 
points A,, As, A2, il peut accroitre le potentiel de A;, lors : 
qu'il serait entièrement extérieur à la sphère; et si son diamé 
plus long est dirigé suivant le ravon de la sphère, il peut dimin: 
potentiel sur AÀ,, lors même qu'il serait entièrement intérieur 
sphère. Mais cette proposition n'est destinée qu'à donner une 
grossière des phénomènes auxquels on doit s'attendre pour une « 
sition d'appareil donnée. 


92. Si un nouveau conducteur À, est introduit dans le cham 
capacités de tous les conducteurs qui v étaient déjà augmentent. 
valeur numérique du coefficient d'induction relatif à chaque c 
de conducteurs diminue. 

Supposons que À, soit au potentiel r, et tous les autres au pot 
zéro. Puisque la charge du nouveau conducteur est négative, el 
duira une charge positive sur tous les autres conducteurs : par 
la charge positive de À, augmentera, et la charge négative de to 
autres conducteurs diminuera. 


Travail des forces électriques pendant le déplacement d'un syst 
de conducteurs isolés et électrisés. 


93 a. Puisque les conducteurs sont isolés, leurs charges r 
constantes pendant le déplacement. Soient V;, V,, ..., V,lest 


tiels avant, V,V,,...,V, les potentiels après le déplacement. L 
gie électrique avant le déplacement est 


W — + S(eV) 
et, après le déplacement, 


Le travail des forces électriques, pendant le déplacement, es: 
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à l'excès de l'énergie électrique initiale W sur l'énergie finale W", soit 
W— W'= !LEe(V—V'). 

Cette expression donne le travail effectué durant le déplacement, 


grand ou petit, d’un système isolé. 

Pour trouver la force qui tend à produire un déplacement d'une 
espèce particulière, appelons & la variable dont la variation corres- 
pond à cette sorte de déplacement, et + la force correspondante, 
comptée positivement lorsque la force électrique tend à accroître &; alors 





p de = —— dW'e 
ou 
pe. 
de 


où W. représente l'énergie électrique exprimée comme fonction qua- 
dratique des charges (1). 
93 L. Démontrer que 


OWe _ OW, 
dœ de = 





Nous avons trois expressions.différente; de l'énergie du système : 
ù W = ! E(Ve), 
fonction définie des r charges et des » potentiels; 
e 
2 We ESE(e,es;Drs), 


°U r'ets peuvent être les mêmes ou différents, et où rs et sr doivent 
étre compris tous deux dans la sommation. C’est une fonction des » 
Charges et des variables qui définissent la configuration du système. 


Soit & une de ces variables; 

C] D 4 Fr 

3 We LESCV,Vigrs), 

OÙ Ta sommation doit être faite comme plus haut. C'est une fonction 
des 2 potentiels et de variables qui définissent la configuration du 
SYsté 

YStème; s est l’une d'elles. 


uisque 
W=W=N\\,, 


We+Ws— 2W 2-0. 





L La La C2 LI 
a } [l'est clair que æ est la composante de la force suivant la direction du 
ep Vacement d?, quand on prend pour + une longueur; mais si d? représente un 
Placement angulaire autour d’un axe, d scra le moment des forces électriques 


“our de cet axe. (P.)] 
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Si nous supposons pour les x charges, pour les x potentiels et pou 
e des variations compatibles, nous devrons avoir 


JW. s n JWy s JWe , 9Wv\: 
An e((R po] -( 9 


Or les ñ charges, les x potentiels et + ne sont pas tous indépendai 
les uns des autres : il n'y a que # +1 de ces quantités qui puisse 
être indépendantes. Mais nous avons déjà démontré que 


et que, par suite, la première somme de termes s'annule identiqu 


ment ; il résulte de là, lors mème que nous ne l'aurions pas encc 
démontré, que 
OWy …: 


et enfin que, 
0We ._ dWr 
ds L “do 


Travail des forces électriques pendant le déplacement d'un systèm 
dont les potentiels sont maintenus constants. 
aWy. 
d? É 
si le système est déplacé, sous la condition que les potentiels res 
constants, le travail des forces électriques est 





93 c. De la dernière équation, il résulte que la force + — 


[eds = faWr = Wyr—Wr, 
U . 
c'est-à-dire que, dans ce cas. le travail des forces électriques est 
à l'accroissement de l'énergie électrique. 

Ici, nous avons donc à la fois un accroissement d'énergie et un 
vail effectué par le système. Il faut donc que le svstème recoive 
l'énergie d'une source extérieure, telle qu'une pile voltaïque, f 
maintenir les potentiels constants pendant le déplacement. 


(‘) [Æremple : Si le système se réduit à deux masses e ct e” séparées p 
distance 7, on aura 


vo, ve, W_lperevz Wet, Wizrvy, 
WW e WW 
e an UT ( 
op 4 OU) 
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Le travail effectué par la pile est donc égal à la somme du travail 
du système et de l'accroissement d'énergie; ou bien, puisque ces deux 
termes sont égaux, le travail de la pile est égal au double du travail 
du système de conducteurs pendant son déplacement. 


De la comparaison des systèmes électrisés semblables. 


9%. Si deux systèmes électrisés sont semblables, au sens géomé- 
trique du mot, et que les longueurs des lignes correspondantes des 
deux systèmes soient entre elles comme L est à L'; et si le ditlectrique 
qui sépare les corps conducteurs est le même dans les deux systèmes, 
les coefficients d’induction et de capacité seront dans le rapport de 
Là L'. En effet, considérons des parties À et A' correspondantes dans 
les deux systèmes ; soient e et e’ les quantités d'électricité sur A et 
Sur À; les potentiels dus à ces charges seront, pour des points cor- 
respondants B et B', 


? 


1. €. 
\ Ve y 


Î 


Mais, puisque AB est à A’B' comme L est à L', nous devons avoir 


e _ LV 

e L'V 

Si le pouvoir inducteur spécifique du diélectrique n'est pas le même 
dans les deux systèmes, et qu'il soit K dans le premier et K' dans le 
SéCond; si le potentiel en un point du premier système est au potentiel 
2U point correspondant du second système comme Ÿ est à V'; et si les 
Auantités d'électricité réparties sur les parties correspondantes sont 
thtre elles comme E est à E’, nous aurons 


e __LYK 
éLVK 


Au moyen de cette relation, nous pouvons trouver les charges totales 
des parties correspondantes dans deux systèmes qui : 1° sont géomé- 
W'iquement semblables; 2° sont formés de diélectriques dont les pou- 
Voirs inducteurs spécifiques aux points correspondants sont dans le 
rapport de K à K”; 3° sont électrisés de facon que les potentiels des 
Points correspondants soient dans le rapport de V à V'. 

De là il résulte que, si g est un cocflicient de capacité ou d'induc- 
lion du premier système et g’ le correspondant du second système, 


q LK 


q' — L'K'° 


126 "© PARTIE, CHAP. III, — DU TRAYAIL ÉLECTRIQUE, ETC. 


et si p et p' représentent deux coefficients de potentiel correspondants 
dans les deux systèmes, 


P:P :: to 
LK  L'K 


Si l'un des corps est déplacé dans le premier système et que le corps 
correspondant du second système recoive un déplacement semblable, 
ces déplacements sont dans le rapport de L à L'; et si les forces agis- 
santes sont dans le rapport de K à F, les travaux effectués dans les 
deux systèmes sont entre eux comme FL est à IL". 

Mais l'énergie électrique totale est la demi-somme des produits des 
charges par les potentiels des corps chargés; de sorte que st, dans les 
systèmes semblables, W et W’ sont les énergies électriques totales des 
deux systèmes, 

W eV 

W' eV 
et la différence d'énergie, après des déplacements semblables dans les 
deux systèmes, sera dans le mème rapport. Done, si FL est propor- 
tionnel au travail électrique effectué pendant le déplacement, 





En combinant ces proportions, nous trouvons pour le rapport de la 
force résultante agissant sur un corps du premier système à la force 
résultante agissant sur le corps correspondant du second système 


F _ V?K 
FE" \EN 
ou 
2 "2 
Fri oi 


LEK ° L'EKT 


La première de ces proportions montre que, dans des systèmes 
semblables, la force est proportionnelle au carré de la force électro- 
motrice et au pouvoir inducteur, mais qu’elle ne dépend pas des 
dimensions linéaires du svstème. 

Donc, deux conducteurs placés dans un liquide dont la capacité in- 
ductive est plus grande que celle de l'air, et électrisés à des potentiels 
donnés, s'attireront plus qu'ils n'auraient fait dans l'air, étant élec- 
trisés au même potentiel. 

La seconde proportion montre que, si la quantité d'électricité est 
donnée pour chaque corps, les forces sont en raison directe du carré 
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des charges, et en raison inverse du carré de la distance et du simple 


pouvoir inducteur du milieu. 
Donc, si deux conducteurs, ayant des charges données, sont placés 


dans un liquide dont le pouvoir inducteur est plus grand que celui 
de l'air, ils s'attireront moins que s'ils étaient entourés d'air et chargés 


des mèmes quantités d'électricité. 


-tqo— 
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CHAPITRE IV C). 
THÉORÈMES GÉNÉRAUX. 


95 a. Dans le Chapitre El, nous avons calculé la fonction potentielle 
el étudié quelques-unes de ses propriétés, en partant de lhypothèse, 
qu'il existe entre les corps électrisés une action directe à distance, ré- 
sultante des actions directes qui s’exercent entre les différentes par- 
es électrisées des corps. 

Si l’on appelle méthode de recherche directe une étude ainsi faite, 
la méthode inverse consistera à admettre que le potentiel est une fonc- 
lion caractérisée par ces mèmes propriétés que nous avons déjà éta- 
blies, et à rechercher la forme de cette fonction. 

Dans la méthode directe, le potentiel se calcule par intégration, 
connaissant la distribution de l'électricité; et l’on trouve qu'il satis- 
fait à certaines équations aux différences partielles. Dans la méthode 
inverse, on suppose données les équations aux différences partielles, 
el l'on doit trouver le potentiel et la distribution de l'électricité. 

C'est seulement dans les problèmes où la distribution est donnée, 
que l'on peut faire usage de la méthode directe. Quand il s'agit de 
lrouver la distribution sur un conducteur, on est forcé de recourir à 
la méthode inverse. 

Nous allons montrer que, dans tous les cas, la méthode inverse con- 
duit à un résultat déterminé, et nous établirons certains théorèmes 
Sénéraux déduits de l'équation aux différences partielles de Poisson : 


DV | V | JV 9 
me pot imee 


Les idées mathématiques, exprimées par cette équation, sont d'une 
llure toute différente de celles qu’exprime l'intégrale définie 


+ h+< +o 
V == f Î dx' dy’ dx. 


© © —+ 


a 


t . . . 
A ) [Le lecteur peut sans inconvénient dans une première lecture passer les 


“bites IV et V, qui ne renferment que des développements purement mathéma- 
liques, | (C.) 


Tr. d'Élect. et de Magn., 1. U 
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Dans l'équation différentielle, nous exprimons que la somn 
dérivées secondes de V, dans le voisinage d’un point, est liée 
certaine manière à la densité en ce point; mais nous n'exprimo 
de relation entre la valeur de V en ce point et la valeur de p 
point de distance finie du premier. 

Au contraire, dans l'intégrale définie, la distance du point (x’, 
pour lequel on a », au point (r, 7,5), pour lequel on a V, est 
gnée par 7 et intervient explicitement dans l'expression à intég 

L'intégrale est donc la forme mathématique qui convient p 
théorie d’une action s’exerçant à distance entre les molécules, 
que l’équation différentielle est l'expression qui convient pour ki 
rie d’une action s’exerçant entre les parties contiguës d'un mili 

Nous avons vu que le résultat de l'intégration satisfait à l’éq 
différentielle; nous avons maintenant à montrer que c'est la se 
lution de cette équation qui satisfasse à certaines conditions. 

De la sorte, non seulement nous établirons l’équivalence mat 
tique des deux expressions, mais encore nous préparerons notre 
à passer de la théorie d’une action directe à distance, à celle 
action entre les parties contiguës d’un milieu. 


95 b. Les théorèmes considérés dans ce Chapitre sont relati 
propriétés de certaines intégrales de volume prises dans l’ét 
d’une région finie de l'espace que nous désignerons sous le n 
champ électrique. 


L'élément de ces intégrales, c'est-à-dire la quantité sous le si, 


est Lantôt le carré d’un certain vecteur dont la grandeur et la du 
varient d'un point à l'autre du champ; tantôt le produit d’un v 
par la composante d'un autre vecteur suivant la direction du pr 

Des différentes manières dont une quantité vectorielle pet 
distribuée dans l'espace, deux sont d’une importance particulié 

Le premier cas est celui où le vecteur peut ètre représenté pa 
riation dans l’espace ($ 17) d'une quantité scalaire appelée le pot 

Une telle distribution peut ètre appelée trrotationnelle. T: 
la distribution de la force résultante due à la combinaison d'un 
nombre de centres de force, dont la loi d'attraction ou de ré] 
est une fonction donnée de la distance. 

Le second mode de distribution est celui où la convergence ($ 
nulle en tous les points. Cette distribution peut ètre appelée solén 
la vitesse d'un fluide incompressible a une distribution solénoï 

Si les forces centrales, lesquelles, avons-nous dit, donnent lie 


F- 
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distribution irrotationnelle de la force résultante, varient en raison 
inverse du carré de la distance, et si les centres sont extérieurs au 
champ, la distribution dans le champ est solénoïdale en même temps 
qu'irrotationnelle. 

Si le mouvement d'un fluide incompressible, qui est solénoïdal, 
ainsi que nous l’avons dit, est produit par des forces centrales dépen- 
dant de la distance, ou par des pressions superficielles s'exerçant sur 
un fluide sans frottement et primitivement en repos, la distribution 
de la vitesse est irrotationnelle aussi bien que solénoïdale. 

Quand nous aurons à désigner une distribution à la fois irrotation- 
nelle et solénoïdale, nous la désignerons sous le nom de distribution 
de Laplace, Laplace ayant signalé quelques-unes des propriétés les 
plus importantes d’une telle distribution. 

Les intégrales de volume discutées dans ce Chapitre sont, ainsi que 
nous le verrons, des expressions de l'énergie du champ électrique. 
Dans le premier groupe de théorèmes, qui commence au théorème de 
Green, l'énergie est exprimée en fonction de l'intensité électromo- 
nice, vecteur dont la distribution est irrotationnelle dans les cas 
d'équilibre électrique. Et l'on fait voir que, le potentiel à la surface 
étant donné, de toutes les distributions irrotationnelles, celle qui est 
aussi solénoïdale a une énergie minimum : d'où il suit qu'il ne peut v 
avoir qu'une seule distribution de Laplace compatible avec un sys- 
lême de potentiels à la surface donné. 

Dans le second groupe de théorèmes, qui comprend le théorème 
de Thomson, l'énergie est exprimée en fonction du déplacement élec- 
lrique, vecteur dont la distribution est solénoïdale. Et l'on fait voir 
fe, si les charges des surfaces sont données, de toutes les distribu- 
lions solénoïdales, celle qui a l'énergie minimum est aussi irrota- 
lonnelle; donc, là encore, il ne peut exister qu’une seule distribution 
€ Laplace compatible avec le système de charges donné. 

à démonstration de tous ces théorèmes est conduite de la même 
Ron. Pour éviter des redites, chaque fois que l’on devra passer par 
Me intégration de surface faite en coordonnées rectangulaires, nous 
Ons usage du résultat du théorème IN, 8 21 (!}, où a été étudiée 
‘LA plétement la relation d'une intégrale de volume et de l'intégrale 
* Surface correspondante. Tout ce que nous aurons à faire sera done 


a , 


7 Ce théorème parait avoir été donné, pour la première fois, par Ostrogradskw. 
RS un Mémoire lu en 1828 et inséré en 1831 dans les em. de l'Acad. de Saint- 
‘lershourg, t. {, p. 3); mais on peut le regarder comme une forme de l'équation 
de Continuité. 


d 
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Je sufetttuer dans set remis, s NY. Z. les composantes du vecta 
duquel rent fe there particulier que lon considère. 

Lars la preui-r- its de «e livre. l'enancé de chaque théorèn 
riait nr harse ire moitie dd sonditiens alternatives: on ava 
penis but den ire La cetermit- du thesreme et la varieté des c: 
2UNqueis pe iv <'apgse tiers en fait. elles avaient plutôt pour ef 
he conter fre, aus fesses du fccteur, ce qui etait l'hypothèse et 
qui était 4 cirln «LiCer. 

Meteo olaque tl-creme ét d'aberd énoncé sous une forn 
Eur. mots tie IN lcüitie, et c'est ensuite que lon mont 
Le quete she Lencralite 1 est susceptible. 


Jassqpriisi poats avens emiple En ssmbole \ pour le potentiel, 


Pgeotis torse 


nets centituelens dns, LALt que nous ne ferons que de l'électros 
tique. Mais ans ce CE titre et eus les parties du second Volume 

be potestieleleetrinme screeeutte fisles recherches electromags 
Lques. nons eimpltetens le sviibols W peur desisner spécialement 

pretenitie -lctrique, 


Théorème de Green. 


967. L'important thécrème qui suit à èté donné par Gevrzses Gre 
dans son Æssee d'application des Mathematiques à lélectricite= 
LU INA RELINSME. 

Ce théorème est relatif à l'espace limité par une surface fermée 
espace que nous appellerons le chzmp. Soit y la normale menée dE 
surface s vers l'interieur du champ. et soient {0 n les cosinus dif 
ours de cette normale: alors 


if af PAT 
L l — m — NN — = --,- 
or CLE 3 15 du 


era le taux de variation de la fonction 4°. lorsqu'on s'avance su! 


di ; 
normale ». 1l est entendu que l'on prendra la valeur de FH sur la = 


v 


face mème, où » == 0. Posons, comme aux $ 26 et T7, 





TA | | TEA à HU . 
2 - =  —- 3 = VW 
11" 1) 15° 


et, S'il v a deux fonctions Wet +, posons 
OÙ 0 D 0 oo 10 


3) PU M TR sv. ve. 
OL Jr y y 03 15 


Le lecteur qui n'est pas familier avec la méthode des quaternic 
peut, s'il le veut, regarder les expressions V?W# et S.Vw.Vb com 
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étant simplement des abréviations conventionnelles pour les expres- 
sions auxquelles on vient de les égaler; et, comme on n’emploiera dans 
ce qui suit que les méthodes cartésiennes ordinaires, il n’est pas néces- 
saire de se rappeler l'interprétation de ces expressions dans la théorie 
des quaternions. La raison pour laquelle nous emplayons comme abré- 
viati ons ces expressions, de préférence à de simples lettres arbitraire- 
ment choisies, est que dans le langage des quaternions elles représen- 
tent complètement les quantités auxquelles elles sont égalées. Le sym- 
Lbole d'opération V appliqué à la fonction scalaire Y donne la variation de 
celte fonction dans l’espace, et l'expression — S.Vw.Vb est la partic 
Claire du produit de deux variations dans l'espace, ou le produit d'une 
de &es variations par la composante de l’autre suivant sa direction. 


“ 0] dx CE e e . 0 eo. = 

L'ex pression 7, S écrit ordinairement dans les quaternions S.Uv.Vw, 
Ù 
Us étant un vecteur unité dans la direction de la normale. Il ne paraît 
Pas vavoir grand avantage à employer cette notation ici; mais nous 
trourerons cet avantage quand nous en viendrons à parler des milieux 
non isotropes. 
Énoncé du théorème de Green. 


Soient W et + deux fonctions de r, y et 3, qui sont, ainsi que leurs 
dE rivées premières, finies et continues dans une certaine région acy- 
€ Li cque s limitée par une surface fermée s. Alors 


| ff" _ ds -- ff Fr. de 
4, Ye le 
| — ff fs-5v.5.4: - [f* co ds [ff > Vide, 


®2a les intésrales doubles doivent ètre étendues sur toute la surfaces, 
ET Les intégrales triples dans tout le champ $ limité par cette surface. 
Pour établir cette proposition, posons, comine au $ 21, théorème HI, 


[5 , b j 
(5, car, vont, zur. 
A Lors : 
»- \ ) 
(G) R cose = Y LE mono cy?, 
or y 03 (7) 


après (1), et 


oX AY 0Z 103 DER D 02 D" JE 0 
— + — + - — u  — lo - — 
Or dy 4 ( ) d£ 02 


En Jr? oyi TT y3t 


C3) 
| XP JT up 


in — un — —— — —\ Vi — ; UND 
| To HE D PV? — SV VA 
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Mais, d’après le théorème III, 


(5) ff R cos: ds =-[[fC- +5) dc 


ou, d’après (6) et (7), 


(8) FF Ra-ff v.so.ds— [ [ [s.vu var, 


et puisque, dans le second membre de cette équation, nous pouvo 
échanger W et D, nous pouvons le faire aussi dans le premier membr 
el nous obtenons ainsi l'énoncé complet du théorème de Green don: 
dans l'équation (4). 


96 a. Nous avons maintenant à montrer que le théorème de Grec 
est encore vrai, si l'une des fonctions, W par exemple, est multiform 
pourvu que ses dérivées premières soient uniformes et finies à l'int 
rieur de la région acvclique ç. 

Puisque VY et Vb sont uniformes, le second membre de l'équ 
tion (4) est uniforme; et puisque VW est multiforme, un élément que 
conque du premier membre, tel que Y V'®, est multiforme. Mais, 
pour un point À compris dans la région 4 nous choisissons une € 
différentes valeurs de W, soit W',. la valeur de V° sera définie en t< 
autre point P. Car la valeur choisie de VW étant continue dans la 
gion, la valeur de Y au point P devra être celle que l'on obtient par ‘ 
variation continue le long d’un contour quelconque allant de A en 
en partant en À de la valeur de W',. Si les valeurs en P étaient ds 
rentes pour deux contours allant de À en P, ces contours devra 3 
comprendre entre eux une courbe fermée le long de laquelle les d« 
vées premières de W deviennent infinies. Or c'est contraire à lhy 
thèse, car puisque les dérivées premières ne deviennent pas infis 
dans la région 6, la courbe fermée est tout entière en dehors de 
région; et, puisque la région est acyclique, deux contours comp 
dans la région, ne peuvent enfermer rien qui soit extérieur à 
région. 

Donc, si lon donne VW, comme valeur de Y au point À, la vale 
en P est déterminée. 

Si l'on avait choisi pour valeur en À une autre valeur de Y, s 
ÿ',=— nK, la valeur en P aurait été W-2 2K. Mais la valeur 
premier membre de l'équation (4) serait restée la même que pr 
cédemment. car le changement revient à augmenter le premi 


ÉNONCÉ DU THÉORÈME DE GREEN. 135 


aK| f Pdf [ [ve de|, 


ce qui est égal à zéro, d'après le théorème III. 


membre de 


%6 ce. Si la région 5 a des connexions doubles ou multiples, on peut 
la ramener à être acyclique, en fermant chacun de ses circuits par un 
diaphragme. 

Soient s, l’un de ces diaphragmes et K, la constante cyclique corres- 
pondante, c'est-à-dire la quantité dont croit W, lorsqu'on décrit une 
fois le circuit en marchant dans le sens positif. Puisque la région 5 
s'étend des deux côtés du diaphragme s,, chaque élément de s, pa- 
raîtra deux fois dans l'intégrale de surface. 

Si nous supposons la normale v, tracée du côté positif de ds, et v! 
menée du côté négatif, 


db SR db 

dy, = dy; 
et 

y = Yÿ, + K, 


€n sorte que l'élément de l'intégrale de surface correspondant à ds, sera 


dd db 
ld: ds; #, ds. | 
Si donc la région s a des connexions multiples, le premier membre 
de l'équation (4) devra s’écrire 


Ù y À ds— SJ 4 
-KfÎZ ae = din ff [W.vr.ds, 


la première intégrale de surface devant être prise sur la surface limite, 
et les suivantes sur les différents diaphragmes, chaque élément d'un 
diaphragme n'étant compté qu’une fois, et la normale étant menée 
dans le sens positif du circuit. 

La nécessité de cette modification du théorème dans le cas des sur- 
faces à connexions multiples a été signalée par [Telmholtz (!), et la 
Modification faite par Thomson (=). 
= 


(1) Sur les intégrales des équations d'Hydrodynamique qui se présentent 
dans les mouvements tourbillonnaires [Journ. de Crelle, 1858. Traduit par 
Tan, Phil, Mag., 1867 (1)]. 

(°) Sur Le mouvement tourbillonnaire ( Trans.Roy.Soc.Edinb., 1. XXV, Part I, 
P- 211, 1863). 


ds; — = — K; ap dsi. 


Y dy 1 


(ja) 
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96 d. Supposons maintenant, avec Green, qu'une des fo 
soit P, ne satisfasse pas à la condition de rester finie, ainsi que 
rivées, à l’intérieur de la région donnée; mais qu'elle devienn 
au point P, et en ce point seulement de la région, et que près 


e e « CR . e. 
valeur de soit D, + => Où +, est une quantité finie et contin 


est la distance au point P. Ce sera le cas, si + est le patentiel : 
quantité d'électricité e concentrée au point P; et 2° d'une « 
d'électricité distribuée de facon que sa densité de volume ne 
finie en aucun point de la région considérée. 

Supposons maintenant une sphère très petite, de ravon à. 
du point P comme centre; alors, dans la région extérieure à la 
et intérieure à la surface s, d ne présente point de singularité 
peut appliquer le théorème de Green, en se souvenant qu'il fa 
compte de la surface de la petite sphère lorsqu'on prend l'inté 
surface. 

Pour prendre l'intégrale de volume, on retranchera de l'i 
correspondant au volume de la région entière celle qui corres 
volume de la petite sphère. 

Mais, pour cette sphère, 


[FT e-vv.ax dy ds 


ne peut être numériquement plus grand que 


(Fr) f f. f d dr dy d: 


(F2W), (area? -+ irasdb,), 


ou que 


l'indice g appliqué à une quantité désignant la plus grande des 
numériques de cette quantité à lintérieur de la sphère. 
Cette intégrale de volume est donc de l'ordre de a°,et f 
négligée quand a décroit et finit par s'annuler. 
L'autre intégrale de volume 


JS f-e.4x dr a: 


ne peut être numériquement plus grande que 
(vb), ire: 


elle est donc de l’ordre de a’ et peut ètre négligée quand a « 


Ce 
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d Fu 
[f*: PH pri 


ne peut être numériquement plus grande que 


ur 
+ [ [< _ ds. 


Or, d'après le théorème IF, 


[PS ds — -- ITA dy d3, 
U dy . * 


ce qui ne peut être numériquement plus grand que 


L'intégrale de surface 


S « « e 
à la surface, &, a à peu près la valeur =? de sorle que 
[a ° 
ds 
né peut ètre numériquement plus grand que 


$rate(ViW'),; 


l'intégrale est donc de l’ordre de a?, et peut être négligée quand a 
s'annule. 


Maïs l'intégrale de surface qui est dans le second membre de l'équa- 
lion 


éSannule pas, car 


LS VU”, est la valeur de VW au point P, 


cp 
FPE a ds - -{TreW,s. 


1, . . 
L'équation (4) devient donc, dans ce cas, 


{ La Jr ds LIT \'. À ? I .d - À ie e \ 
L] U 


Ja. Nous pouvons à appliquer ce cas du théorème de Green, ainsi 
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que fait Green lui-même, à la détermination de la densité superf- 
cielle dans une distribution qui produit un potentiel dont les valeurs 
sont données au dedans et au dehors d’une surface fermée donnée. Ces 
valeurs doivent se confondre sur la surface; à l'intérieur de la surface, 
on doit avoir V?% — 0, et à l'extérieur V?W”/— 0. 

Green commence par la méthode directe, c’est-à-dire que, étant 
donnée la distribution de la densité superficielle o, 1l trouve les poter- 
Liels en un point intérieur P et en un point extérieur P’, en intégrant 
les expressions 


(9) Vp l / ds, Ve f f F ds, 


où et” sont mesurés à partir des points P et P’. 
. . I . , « . 
Soit maintenant D =- PL En appliquant le théorème de Green à le 


pace intérieur à la surface, et en se rappelant que V?+ — o et que 
V34°--.0, on trouve 


(10) re —— -- 4TWp ds - DE Te ds, 


où Ws est la valeur de F au point P. 

De même, si nous appliquons le théorème à l'espace compris entre 
la surface $ et une surface qui l'entoure à une distance infinie a, la 
partie de l'intégrale de surface correspondant à cette dernière surface 





* 1 « , ° , 
sera de l'ordre de =; et pourra être négligée; et l'on aura 
€ 


| u r : 1 dd" 
(11) LP dr ds == [ Lo  ds. 


Or VW: 4" à la surface, et puisque les normales v et y’ sont menées 


en sens INVerses, 
# 1 Ln s I \ 
d( _- | d'( _- 
y TA 


—— --- ,, -7 0. 
4 4 C4 à 


Donc, en additionnant les équations (ro) et (11), les seconds mem- 
bres se déterminent l’un l'autre, et l'on à 


\ y” 
(12) : sauve ff ( (Se er) 


97 b. Green démontre aussi que, si l’on se donne arbitrairement la 
valeur du potentiel en chaque point d'une surface fermée s, on peut 


FONCTION DE GREEN. 139 


er le potentiel en un point quelconque intérieur ou extérieur 
ice. . 
effet, il suppose une fonction #, telle que sa valeur soit : près 


. , « I 0 9 « , 
P, sensiblement égale à =5 et, à la surface, égale à zéro; et 


— © pour tout point intérieur à la surface. 

démontre l'existence d'une pareille fonction par cette consi- 
physique que, si $ est une surface conductrice reliée à la 
si l'unité d'électricité est placée au point P, le potentiel à 

r de s devra satisfaire aux conditions imposées. Car, s étant 

a terre, le potentiel sera nul en tous les points de s; et puisque 

iel est dà à l'électricité de P et à l'électricité induite sur s, 
en tout point intérieur à la surface. 

quant à ce cas le théorème de Green, on trouve 


Vo. LA? 
À = WVp : ff à ds 


s l'intégrale de surface, W' est la valeur du potentiel donnée 
ément ds; et, puisque, sP étant la densité de l'électricité in- 
rs par l’unité d'électricité placée en P, 

db 

+7 TP -:- PE 9; 
n (13) peut s'écrire 


Vo f [#.s.8s, 


la densité superficielle de la charge induite sur ds par l'unité 
ité placée en P. 

si pour une position particulière de P on connaît la valeur 
‘haque point de la surface, on pourra calculer par une simple 
on le potentiel en P. dans l'hypothèse que l'on se donne le 
en chaque point de la surface, et qu’à l’intérieur de la sur- 
otentiel est soumis à la condition 


V2 0. 
lémontrerons plus loin que, si l’on a obtenu une valeur de W 
nt à ces conditions, cette valeur est la seule qui existe. 
Fonction de Green. 


it une surface fermée s, maintenue au potentiel zéro. Soient 
2ux points du côté positif de la surface (nous pouvons prendre 
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à volonté l'intérieur ou l'extérieur par côté positif); et soit 
corps chargé de l'unité d'électricité et placé en P. Le potentiel 
formé de deux parties, l’une due à l’action directe de l'électric 
l’autre due à l’action de l'électricité induite par P sur s. C 
nière partie du potentiel est appelée fonction de Green, et se 
par G 9. 

Cette quantité est une fonction des positions des points P 
sa forme dépend de la surface s. Elle a été calculée dans le 
est une sphère, et dans quelques autres très peu nombreux 
présente le potentiel au point Q dà à la charge induite sur sp: 
d'électricité placée en P. 

Le potentiel effectif en un point Q, dà tant à l'électricité ] 
P qu'à la charge induite sur s, est 

ec Cor 
l'hg désignant la distance de P à Q. 

Sur la surface s, et en tous les points situés du côté négati 
potentiel est nul; donc 
(1) Gpa =") 

l'pa 
l'indice a indiquant qu'au lieu de Q on prend un point A st 
face s. 

Désignons par os, la densité superficielle induite par P su: 
A’ de la surface s; G,, étant le potentiel de Q dû à cette dis 
superficielle 


Tpr 
(2) Gpg = IE “EE. 
l'a’ 


ds' étant un élément de la surface s pris au point À’, et l'in 
s'étendant à toute la surface s. 

Mais, si l'unité d'électricité avait été placée en Q, nou: 
par l'équation (1) 
( 3) Te — Gya' 


l'ya’ 


. Tya 
(4) - [f2 . 
laa' 


ya étant la densité de la charge induite en A par Q, ds un 
de surface, et 7,4’ la distance de A à A". 


Substituant dans l'expression de G,, cette valeur de — 


€ 
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trouvons 


(5) Gpq = ef f [ fase “eee T ds ds’. 


Puisque cette expression n’est pas altérée, si nous changeons p en q 
etq en p, nous avons 


(6) Gpq — Gym 


résultat dont nous avons déjà démontré la nécessité au $ 87, mais 
que nous trouvons maintenant comme conséquence des opérations 
mathématiques par lesquelles on peut calculer la fonction de 
Green. 

Supposons une distribution quelconque d'électricité, et placçons dans 
le champ un point chargé de l'unité d'électricité; si la surface au po- 
tenuel zéro sépare entièrement le point de la distribution supposée, 
et que nous prenions cette surface pour surface s, el ce point pour 
point P, la fonction de Green en un point quelconque situé sur la sur- 
face du même côté que P est égale au potentiel de la distribution 
supposée sur le mème point de l’autre côté de la surface. De la sorte, 
on peut combiner un nombre quelconque de cas, dans lesquels la 
fonction de Green peut ètre trouvée pour une position particulière 
de P. Quant à trouver la forme de la fonction, quand on se donne la 
forme de la surface et que la position du point P est arbitraire, c'est 
un problème d'une bien plus grande difficulté, quoique mathémati- 
quement possible, ainsi que nous l’avons prouvé. 

Si nous supposons le problème résolu, et le point P pris à l'inté- 
neur de la surface, pour tous les points extérieurs le potentiel de 
ka surface est égal et opposé à celui de P. La distribution superfi- 
cielle est donc centrobarique () et son action sur tout point exlé- 
rieur st la même que celle d’une unité d'électricité négative placée 
en P, 


9 a. Si dans le théorème de Green nous faisons W :-= db, nous trou- 
YOns 


16) [fYS at ds ff fx. ç2u de ff five de: 


st Fest le potentiel dû à une distribution où l'électricité a dans l’es- 
Pace la densité de volume », et sur les conducteurs dont les surfaces 
SONT S,,5,,..., et Les potentiels W,, W,, ... les densités superficielles 


er 





(j Taomsux et Tir, Yatural Philosophy, $ 3%6. 
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T9 Das 

(17) VV jr5, 
d\' 

(18) PA —- ÂT 

et 


"dW 
(19) HER — 7e. 


e, étant la charge de la surface s,. 
Divisant (16) par —8+, nous trouvons 


| OPie--Wres _. à [fear dr a: 


COTON HEZ 


Or le premier terme est l'énergie du système due aux charg 
ficielles; le second, celle qui est due à l'électricité distrib: 
toute l'étendue du champ, s'il en existe ainsi distribuée. 

Le second membre représente donc l'énergie électrique : 
système, le potentiel F y étant une fonction donnée de r, y e 

Comme nous aurons souvent l’occasion d'employer cette : 
de volume, nous la désignerons par l’abréviation Ww, en sor 


, qu: dr: /ow : | 
DD MCE 


Si l'on n'a de charges que sur les surfaces des conducteurs, p - 
second terme du premier membre de l'équation (20) disparai 

Le premier terme est l'énergie du système électrisé exprimée 
au $ 8%, en fonction du potentiel et de la charge de chaque 
Leur : c'est cette expression de l'énergie que nous désienonsp 


(20) 


99 b. Soit Y une fonction de x, y, 3 soumise à la conditior 
en chaque point d’une surface fermée s une valeur connu 
valeur de Y pour des points non situés sur la surface s est d 
absolument arbitraire. 

Posons 


- 1 oO: "0 © T2 
RE IC EPA 


l'intégration s'étendant à tout l'espace compris à l'intérieur di 
face. Nous allons démontrer que si Y, est une forme particulie 
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qui satisfait à la condition à la surface, et qui, en outre, satisfait en 
chaque point intérieur à la surface à l'équation de Laplace 


(23) VW, =o, 


la valeur W, de W, qui correspond à W,, est plus petite que la valeur 
correspondant à toute autre fonction différant de W, en un point inté- 
rieur à la surface. 

Soit, en effet, W une fonction quelconque, qui se confond avec VW", 
pour tous les points de la surface, mais non plus pour les points qui 
sont intérieurs à cette surface; posons 


(24) w-=w, vw. 


où Ÿ, est une fonction qui s’annule en tous les points de la surface. 
La valeur de W correspondant à W sera évidemment 


W= Wii Wa 


ep) 1 0‘, OW'e Wii 2 NN 
SNS Go ee) 


D'après le théorème de Green, le troisième terme peut s'écrire 


° L 'eN SELS vu” dd Ê 
(26) 2 [[S .ViV.dS 3 D AE D ds. 


Ür l'intégrale de volume s'annule, puisque V?#, — o à l’intérieur de la 
surface; l'intégrale de surface s’annule aussi, puisque W,— o à la sur- 
face; donc l'équation (25) se réduit à la forme 


(27) W == W,-- Wa. 





Les éléments de l'intégrale W,. étant des sommes de trois carrés, 
lé peuvent prendre de valeurs négatives, et l'intégrale elle-même ne 
Peut être que positive ou nulle; donc, si W, n’est pas nul, il est po- 
sf et West plus grand que W,. Mais, si W, est nul, chacun de ses 
“tments doit être nul, et, par suite, 





Pour Cous les points intérieurs à la surface; W, doit donc être une con- 
‘lante dans tout l'intérieur de cette surface, et, comme We, — o sur la 
ce. W,— o en tous les points intérieurs, et F —",; c'est-à-dire 
Ve SA VW n'est pas plus grand que W,, F doit forcément être identique 
# € n tous les points intérieurs à la surface. 

re sulte de là que VW, est la seule fonction de x, y, : qui devienne 
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égale à W à la surface et qui satisfasse à l'équation de Laplace en us 
les points intérieurs. 

Car. si ces conditions étaient également remplies par une autre fos- 
ion Y’.. W, devrait ètre inférieur à toute autre valeur de W. Mas 
nous avons déjà démontré que VW, est plus petit que toute autre 
leur, et. par suite, que W,: donc il ne peut exister de fonction difé 
rente de Y, qui satisfasse aux conditions. 

Le cas qui nous +era le plus utile est celui où le champ est limité 
par une surface extérieure set par un nombre quelconque de surfacs 


intérieures $,, 5,. .... et où Îles conditions sont que soit nul surs 
et qu'il soit égal à W,,#,, ... sur s,. se. .... W,. W.. ... étant des 


constantes pour chaque surface. comme c'est le cas pour un système 
de conducteurs dont les potentiels sont donnes. 

De toutes les valeurs de Y' satisfaisant à ces conditions, celleh 
donne la valeur minimum de Wy-. pour laquelle V°W — o en chaque 
point du champ. 


Théorème de Thomson. 
LEMNME. 


100 a. Soit Y une fonction de .r. v.. :, finie et continue à l'interieuf 
d'une surface fermée s. et prenant sur certaines surfaces fermées 
S2. -.., 5, des valeurs #,,W,..... W,. constantes pour chaque surfact- 

Soient u, #. w° des fonctions de x. v. 3 que l'on peut regarde 


. é 
comme les composantes d'un vecteur $ soumis à la condition 5° 
noïdale 


° 2K) AT 
y . 
Posons. dans le théorème IE, 
29) X=VWu, Y=W%e, Z=Vw;, 


le résultat de ces substitutions est 
|  h [proton - MmpV — ApW). Sp 
/ 0 ) 
130) 4 = TE dr dy d: 
EE ov 
0 oo 
| DIE rem we )drdrd:=e, 
« LA 


les intécrales de surface s'étendant aux différentes surfaces, et les in 
tésrales de volume au champ tout entier. 
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nière intégrale de volume s'annule en vertu de la condi- 
dale imposée à uw, # et w; les intégrales de surface s’annu- 
$ cas suivants : 


: o en chaque point de la surface : 

+ mv + nv = 0 en chaque point de la surface ; 

urface est entièrement formée de parties qui satisfont aux 
ditions (1) ou (2). 

st constant sur toute la surface fermée et que 


J (lu — mv — nw) ds = 0. 


quatre cas, l'intégrale de volume 


{ _ oW 0W W\ 
1 ff fur +eg+w 5) dr dyds =0 


pnsidérons un champ limité par la surface fermée -enté. 
par les surfaces fermées intérieures s,, s,, .... 

1e fonction de x, y, 3 finie, continue et satisfaisant à l'équa- 
ace 


VIiw—o 


* du champ, et prenant sur les surfaces s,,s,, ... les valeurs 
constantes, mais non données, et la valeur zéro sur la sur- 
>ure $. 

re de chacune des surfaces conductrices telle que s, est 
l'intégrale de surface 


ei, — = [Se ds 
4) J du 


v, étant menée de la surface s, vers l’intérieur du champ 


“ent maintenant f, g, des fonctions de x, y, 3 que l’on peut 
mme les composantes d’un vecteur D, soumises seulement 
ions : de satisfaire en chaque point du champ à l'équation 


of og 


O2) 


— - + = O: 
dr dy 05 ' 


sur chacune des surfaces fermées s,, la relation 


ffur+ ULFE SE - 4) ds; T Cl 


flect. et de Magn., 1. 10 
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où L, m,, x, sont les cosinus directeurs de la normale v,, men 
la surface s, vers l'intérieur du champ électrique, et où e, est lai 
quantité que dans l'équation (33), c'est-à-dire, en fait, la charge 
trique du conducteur dont la surface est s.. 

Considérons la valeur de l'intégrale de volume 


135) Wo:-27 [ [fer &°-+ h?) dr dy dz. 


étendue à tout le champ intérieur à s et extérieur à s,, s,, et co 
rons-la à 


CCI 


les limites de l'intégration étant les mèmes. 


Posons 
I NW 1 0 1 oŸ 
(38) ufr Gr? - 87 ÿr 0y’ = h- 53 03 
et 
139) Ws arf f QU? 6? w?) dx dy ds. 


Alors, puisque 


! ‘ow° oW \?2 0? 
2... eo. 2 — — _ — _—_— _ -_….— — .- È 32 
DT [Car Cr.) | (ze) | CT 





1; 0 OV" 
(uses a — , 
27 \ OT y  ) 
F ow° OÙ" 
| Ws— J + : 
co) Wp  Wu- VW: J J{ u = — "> w ) dx dr d: 


mais, en premier lieu, &, 6, « satisfont à la condition solénoïd: 
tous les points du champ, car on a, d’après les équations (38), 
ou Je du of Jg 0h L 


(1) rer 


2 » 
(IR à 0y 05 (LE à dy ds 17 V4, 


et, d'après les conditions exprimées par les équations (34) et 


les deux termes du second membre de l'équation (41) sont nuls. 
En second lieu, l'intégrale de surface 


| f fe U-- M0 -- A1) ds) 


C2 1 S(d“w 
= [far mig--nrh)ds, -- a [F5 ds: 
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mais, d'après (35), le premier terme du second membre est €, et, d'a- 
près (33), le second terme est — e,, de sorte que 


(13) J {ue m0 — A1) ds, — 0. 


Done, puisque W', est constant, la quatrième condition du $ 100 a 
est satisfaite; le dernier terme de l'équation (40) est nul, et cette 
équation se réduit à 
(41) Wp = Wy + We. 


Mais, puisque l'élément de l'intégrale W, est une somme de trois car- 
rés, ilest ou nul ou positif. Si donc, en un point quelconque du champ, 
u,setw ne sont pas tous nuls, l'intégrale W ; a une valeur positive, et, 
par suite, Wa est plus grand que Way. Mais les valeurs 


UuU—=V—= WW — 0, 


Pour tous les points, satisfont aux conditions. Donc, si en chaque 
point 


1 OÙ 1 0 1 0 
{ J D — — —— — — _ = —— —— 
P) f 4T Ur’ & 17 dy” ñ {7 03° 
On à 
(46) Wo = Wy:. 


€! la valeur de Wy correspondant à ces valeurs de f, , k est plus 
Petite que la valeur correspondant à toutes autres valeurs différentes 
de f, £,h. 

Done, lorsque la charge de chaque conducteur est donnée, il y a 
‘ne et une seule solution du problème qui consiste à déterminer pour 
chaque point du champ le déplacement et le potentiel. 

Ce théorème, sous une de ses formes plus générales, à été énoncé 
Four la première fois par Sir W. Thomson (1). Nous montrerons plus 
loin de quelle généralisation il est susceptible. 


100 4. On peut modifier ce théorème en supposant que le vecteur D, 
au Lieu de satisfaire en tous les points du champ à la condition solé- 
noïdale, satisfait à la condition 
117) Of _0g 0h 


— —— ; 


ox dy A \ 
nn 


jt , . . . a . 
Ü) Cambridze and Dublin Mathematical Journal, février 1S4N. 
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où p est une quantité finie, dont la valeur est donnée pour chaq 
du champ, et qui peut ètre positive ou négative, continue ou 
tinue, pourvu que son intégrale de volume, prise pour uné 
finie, reste finie. 

Nous pouvons aussi supposer que, sur certaines surfaces cc 
dans le champ, 


(48) f-mg--nh-lf mg -nk=s, 


où /,m,n,l', m', n' sont les cosinus directeurs des normales 
en un point de ces surfaces vers les régions pour lesquelles 1] 
posantes du déplacement sont respectivement /,g,h et f',g',h 
est une quantité donnée pour chaque point de la surface, don 
grale, prise sur une surface finie, est finie. 


100e. Nous pouvons aussi changer les conditions aux sui 
miles, en supposant qu’en tout point de ces surfaces 


(49) f+mg+nk= 5, 


où 5 est donné pour chaque point. 

(Dans l'énoncé primitif, on supposait seulement donnée E 
de l'intégrale de s sur chacune des surfaces. lei nous sup}r 
valeur donnée pour chaque élément de surface, ce qui revie 
considérer dans l'énoncé primitif chaque élément comme unt 
indépendante.) 

Aucune de ces modifications ne porte atteinte à l'exacti 
théorème, pourvu que l'on se souvienne que W doit satisfaire : 
ditions correspondantes, c'est-à-dire à la condition générale 


ER à LE à v 





(50) dr= dr — os + 172 — 0 
el à la condition à la surface 
G ay dv, 
21 —— + —- TT =0; 
PRET PRIS LE 
ar si, comme précédemment, 
f 1 1 Oo h 1 où 
+ 17 —uUu Vs = f° LH. - - = 4 
ir Or 7 47 0y ’ 47 05 ? 


u, 6 et «y salisferont à la condition solénoïdale générale 


ou he | hr 
dr op 03 
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à la condition à la surface 
lu — mo nw -- l'u'-- m'e-- n'w 20, 
et à la condition à la surface limite 
lu + mo -+ nw — 0; 


d'où nous tirons, comme plus haut, 


\ ° jt : 
M= f f(u LE +01 eo dr dy dz: =0 
« J \ dr 0y 03 ° 


Wo = Wy-— We. 


el 


Donc il est démontré, comme précédemment, que W, prend sa va- 
leur minimum unique, lorsque W+ est nul, ce qui suppose que £ est 
nul partout, ou que 


102 a. Dans l'énoncé de ces théorèmes, nous nous sommes tenus jus- 
qu'à présent renfermés dans cette théorie de l'électricité qui admet que 
les ph & nomènes électriques dépendent seulement de la forme, de la po- 
sition relative et de la charge des conducteurs, mais qui ne tient pas 


Compte de la nature du milieu diélectrique qui sépare ces conduc- 
leurs _ 





D'a près cette théorie, par exemple, il v a une relation invariable 
titre La densité superficielle sur un conducteur et l'intensité électro- 
Motri Ce aux points extérieurs voisins de la surface : c'est ce qui est 
EXPFE a é par la loi de Coulomb 


R = 73. 


Ma à - ceci n’est vrai que dans le milieu que l’on prend pour type; ce 
milie Ua peutètre l'air. La relation n'est plus la même pour d'autres mi- 
lieux +. ainsi que l'a démontré Cavendish, qui ne publia cependant point 
+3 dé «> ouverte, et ainsi que plus tard l'a retrouvé Faradav sans avoir 
Four € sance des travaux de Cavendish. 

Poux rexprimer complèlement les phénomènes, nous reconnaissons 


la ® , LA , Cr . . % 
PC essité de considérer deux vecteurs, liés par une relation diffé- 

- Len . A CL « « .. . , , 

FEUS pour les différents milieux. L'un d'eux est l'intensité électro- 

moti- 


. te; l'autre, le déplacement électrique. 

| La Vatensité électromotrice est lite au potentiel par des équations de 
LIBR LS invariable; le-déplacement électrique est lié par des équations 
de fs ame invariable à la distribution de électricité; mais la relation 
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de l'intensité électromotrice et du déplacement électrique dépend de 
la nature du milieu diélectrique, et doit s'exprimer par des équations 
dont la forme la plus générale n'a point encore été entièrement déter- 
minée jusqu'à ce jour, et ne peut se déterminer que par des expériences 
sur les diélectriques. 


101 b. L'intensité électromotrice est un vecteur, défini au $ 68, 
comme étant le quotient de la force mécanique qui agit sur une petite 
quantité e d'électricité divisée par cette quantité e. Nous désignerons 
ses composantes par les lettres P, Q, R et le vecteur lui-même par la 
lettre €. 

En électrostatique, l'intégrale de ligne de € est toujours indépen- 
dante du contour d'intégration; en d'autres termes, € est la variation 
dans l'espace d'un potentiel ; d’où 


ou, plus brièvement, dans la notation des quaternions, 
E——VY. 


101 c. Le déplacement électrique, dans une direction quelconque, 
a été défini au $ 68 le quotient de la quantité d'électricité transportée 
à travers une petite aire À, dont le plan est normal à la direction con- 
sidérée, divisée par cette aire À. Nous désignerons par /, g, h les 
composantes du déplacement, par 3 le vecteur lui-mème. 
La densité de volume en un point quelconque est définie par l'équa- 
tion 
_df . 0g odh 
7 dr dy 03 
ou, dans la notation des quaternions, 
£ = — S.VD. 
La densité superficielle en un point d’une surface électrisée est défi- 
nie par l'équation 
s=dfimeg+nh--lf > m£g- n'h, 
où f, g, h sont les composantes du déplacement d’un côté de la sur- 
face, et /, m, n les cosinus directeurs de la normale menée à la surface 
de ce côté, et où f”, g', k', et l', m', n'sont les composantes du dépla- 


cement, el les cosinus directeurs de la normale, de l’autre côté de la 
surface. 
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Dans la notation des quaternions, cette relation s'exprime par l'- 


quation 
s——(S.UvD -S.LvD), 


où Let CU’ sont les normales unités des deux côtés de la surface, 
et où S indique que l'on doit prendre la partie scalaire du produiL. 

Si la surface est celle d’un conducteur, et v la normale extérieure, 
f’, g', k' et D' sont nuls, et l'équation se réduit à 


o= df-:- mg; -nh 
5 = —S. Us D. 


La charge totale du conducteur est donc 


e = [fu - mg -nh)ds. [fS.U,.n.ds. 


101 4. Ainsi qu'on l'a fait voir au $ 8%, l'énergie électrique d’un 
système est égale à la demi-somme des produits des charges des con- 
ducteurs par leurs potentiels respectifs. 


W -- - : Sew 


— SJ oW.dx dy ds — = FUN ds 
re -mg .-nh)ds, 


où l'intégrale de volume doit ètre prise pour toute l'étendue du champ 
électrique, et l'intégrale de surface sur les surfaces des conducteurs. 
Posons, dans le théorème IT, $ 21, 


X-=W/, Y_=Wg, Z--Wh, 
nous trouvons 


[fre - mg--nh)ds ef ff CS Dos dy d: 
1 NN LA 
JÉTUE a a) ae 


substituant cette valeur à l'intégrale de surface dans W, nous trou- 


r I of . ao NT nr 
W . — FI SE ET ch) dr d d= 


ons 
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W=: [ [fire - #0 RR) dr dy ds. 


{01e. Nous arrivons maintenant à la relation entre D el €. 

L'unité d'électricité est habituellement définie d'après des exp 
riences faites dans l'air. Qr nous savons, par les travaux de Boltzman 
que la constante diélectrique de l'air est un peu supérieure à celle t 
vide et varie avec la densité; donc, en toute rigueur, toutes les m 
sures de quantité d'électricité devraient être affectées d'une corre 
tion pour les ramener, soit à une pression et à une température nt 
males dans l'air, soit au vide, ce qui serait plus scientifique; de mët 
que les indices de réfraction, mesurés dans l'air, exigent une corr! 
tion semblable, cette correclion étant d'ailleurs assez petite dans 
deux cas, pour n'être sensible que dans des mesures d'une extre 
précision. 

Dans le milieu choisi comme milieu normal 


1rD- € 
ou 


irf :P, j7g-Q, rh R. 


Dans un milieu isotrope, dont la constante ditlectrique est KW, 


17rD--KRE, 
iRf== KP, jeg:.KQ, irh= KR. 


Mais il v a certains milieu, et le verre est un de ceux qui out ét 
plus soigneusement étudiés, pour lesquels la relation entre D et € 
plus compliquée et fait intervenir la variation dans le temps d'une 
ces quantités ou de toutes deux; la relation doit alors être de la fo: 


./ OD dE D 91€ 
ARS Ex 0e 07° :) Tr 

Pour l'instant, nous n'essaverons pas de discuter des relations 
celte forme plus générale, et nous nous bornerons au cas où D est 
lonction linéaire et vectorielle de €. 

La forme la plus générale d'une pareille relation peut ètre re 
sentée par 

JD :c(ÈÉ), 


où, dans l'étude actuelle, & représentera toujours une fonction liné 
et vectorielle. Les composantes de D seront donc des fonctions linéa 
et homosènes des composantes de €, et pourront être mises sou: 
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forme 


iTh —- K-> P K:, 


où le premier indice de chaque coefficient K indique la direction du 
déplacement, et le second la direction de l'intensité électromotrice. 

La forme la plus générale d’une fonction linéaire et vectorielle com- 
prend donc neuf constantes arbitraires. Si les coefficients qui ont le 
mème couple d'indices sont égaux, la fonction est dite autoconju- 
guce. 

Si nous exprimons É en fonction de 9, nous aurons 

É -: 47% (D), 


! . . . L « 
4 élant la fonction inverse de &, d'où 


— ITA rrf fr £g s fer h), 
Q — ITA —- K vr A LES h), 
R= ire - hys sg Ki 0). 
101. Le travail accompli par l'intensité électromotrice dont les 


"Mposantes sont P,Q,R, pour déterminer dans l'unité de volume du 
milieu un déplacement dont le: composantes sont 4f, dg, dh, est 


dW:-Pdf--Qug--Rdh. 


Puisqu' un diélectrique, soumis à un déplacement élertrique, con- 
stilue un système conservatif, W doit ètre une fonction de f, z, k; 
es Puisque /, £, À peuvent varier indépendamment, ou doit avoir 


D -- ON ,. 0W R -— IW 
| n 0 oh 
d'où 
9P JW 2 W 10 | 
. de nf dg En os 0f _ of É 

Mars | ‘ 

oP 

de — TA yes 

# 


‘oeffirient de .r dans l'expression de Q. 
Done, si un diélectrique constitue un système conservalif (et nous 
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savons qu'il en est ainsi, puisque ce système peut conserver son éner- 
gie pendant un temps indéfini), 


Kry = Kyr 


et + est une fonction autoconjuguée. 
Il'en résulte que o est aussi autoconjugué, et que 


Ky 7 K,r. 


101 :. L'expression de l'énergie peut donc ètre mise sous l’une ou 
8 D 
l'autre des formes 


—. [ ff Rerrs - K,, Qt -- K::R? 


-2K,;-QR ---2K.L-RP + ak, PQ) dr dy dz, 


DT [Lan ke. -K:. ht? 


-—24,.gh--2k%..hf .-2k:,f2) dr dy ds. 


l'indice exprimant en fonction de quel vecteur est exprimé W. Quand 
Hnvapas d'indice, il faut entendre que l'énergie est exprimée en 
fonction des deux vecteurs. 

Ainsi, nous avons en tout six expressions différentes de l’énergie 
d'un champ électrique. Trois d'entre elles font intervenir les charges 
et les potentiels à la surface des conducteurs; elles sont données au 
$ 87. 

Les trois autres sont des intégrales de volume prises dans toute 
l'étendue du champ, et font intervenir les composantes de l'intensité 
électromotrice, ou du déplacement électrique, ou de ces deux quantités 
à la fois. 

Les trois premières appartiennent donc à la théorie des actions à 
distance; les trois autres, à la théorie des actions propagées à Lrav ers 
un milieu interposé entre les corps. 

Ces trois expressions de W peuvent s'écrire 


w _. ! fffsne.u. 
We - _ J [fS.€s era: 
Wo-- ras [ [fsnenias. 


101 2. Pour étendre le théorème de Green, au cas d’un milieu h&- 
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térogène non isotrope, nous n'avons qu'à poser dans le théorème II 


- JP db 0 
X — ( |. U’ —… Sn = nu 

h | Raz UN} Krs dy K: 05 ) 

JP 7H D 1) 

[ = ( ® , ‘ —.-K.. — us - 
è ; Ra dr Ko ov Ko: 03, 
Lu 0 …_ 00 .. 0%: 

LU (Rae DE + Rare + Ke 


Nous obtenons ainsi, en nous souvenant que l’ordre des indices est 
indifférent, 


. | k D - ‘ OA 
[F Ce = K,zm + K:2n) JE - (Kzry lt Km K:,n) dy 


—— (K:-2/ — K:, 71 -. K--7 ) . | ds 


. 0 ( ._ 00 ._. 0p JD: 
+ [ff | dr Rex dE Reg :- K>- 3 ) 


D f/,. 9% .. 0 .. 0 
pee ne Nr KG) 

4 /. ob .. JD D 
—.— 95 (K: dE = + K:, dy DE K-- = | dr dy d: 


Ed Of ob où op 
=—f J. J [Ke or NS Gp dy NS 5 05 


. ( O0 oh OÙ JD" 

RER Tue) 
oi) 3 3 y 

K OÙ 0 OÙ D" 

Rex ur) 


- OV 0 OÙ 0° 
re Ki —  -- -— —- ) | dr dy dz 
. ir 4) 0y dr . 


x | | FT 
=: ff+| (K,, 7 -Kyenm + kKirn) 
. ] dr 


—+ (Key l 77 K,, mn --- K:, n j TT 


- _ . 
--(Kr:/+K;:m + K:-n) = | ds 


" [ ) , nr NF . JE 
— [ fo — Kzr — T7 K>, —_ + K,: — 
e e. _ or \ 1 oy O5 


D {WW . 0 N°: 
TT (kr — HR, — —K,;: — 
OV NT dr «)) 7 05 
) {WW | ow NW: 
—+- K-; — + K., — -K.. — ]e dy «d3. 
05 \ or 7 dy 77 3 : 
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En employant la notation des quaternions, ce résultat peut ste 
plus brièvement 


ff rs-veirer as — ff frs.ver) ds 
= ff [s-vevea — ff fs.vesve a 
ffes.uecvinas- ff fes.vevrr as. 


Limites entre lesquelles doit être comprise la capacité électriqu 
d'un conducteur. 


102 a. On a déjà défini capacité d'un conducteur ou d'un systèn 
conducteurs la charge qui porte au potentiel 1 ce conducteur « 
système, tous les autres conducteurs du champ étant au pote 
Zéro. 

La méthode suivante pour déterminer les valeurs limites entre 
quelles doit se trouver comprise la capacité d'un conducteur : 
suggérée par un Mémoire Sur la théorie de la résonance, 
l’hon. J. W. Strutt, Phil. Trans., 1831 (voir $ 308). 

Désignons par s, la surface du conducteur ou du système, don 
doit déterminer la capacité; par 5, la surface des autres conducte 
Soient VW", le potentiel de s,, W, celui de s,. Soient e, la charge dé 
celle de s, sera — e.. 

Alors, si y est la capacité de s;, 


(1) q —- di — 


et si W est l'énergie du système pour la distribution actuelle de F 
tricité, 


(2) W—de,(w, --w,) 
et 

7 ? 
13) 2W ei 


TT QE 2 

Soit à trouver une limite supérieure de la capacité. Imaginons 
valeur de Y qui soit égale à 1 sur s, et à o sur $,, et calculons 1: 
leur de l’intégrale de volume 


. D? fob\?  fob\:  dz 
ALES FT |CS) (ir) 7 (55) [EX ds 


pour toute l'étendue du champ. 
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On a démontré ($ 99 b) que W ne peut être supérieur à Wa; la ca- 
pacité g ne peut donc être plus grande que 2W%w. 


Soit maintenant à trouver une limite inférieure. Imaginons un 
srstème de valeurs de f, g, A satisfaisant à l'équation 


6) dr dY Us 0 
ainsi qu'à 
(6) [fear mg + nh)ds; TT 61, 


et calculons la valeur de l'intégrale de volum : 


{») Wo - a f [ fu ge D?) de dy «ds, 


pour toute l'étendue du champ. On a démontré ($ 100c) que W ne 
peut ètre plus grand que W',; la capacité ne peut donc être inférieure 
à 

ci 


(8) | _. 
2W) 


La méthode la plus simple pour obtenir un système de valeurs de 
/,8,h, qui satisfasse à la condition solénoïdale, est de supposer l’élec- 
lricité répandue sur la surface s, et sur la surface s,, de facon que la 
‘°Mme de ces charges soit nulle. On calcule alors le potentiel # dû à 
lle distribution, et l'énergie électrique du système ainsi disposé, 
que l'on peut appeler W,.. 

Si alors nous faisons 


1 oo 
f=— in 
in Or 
C à - . . ., , De . 
*S Valeurs de f, z, À satisferont à la condition solénoïdale. Mais, dans 
C , Lé T7 
Le Cas, nous pouvons déterminer VW, sans passer par la recherche 
*. ñ . e . 
© l'intégrale de volume; car, puisque cette solution rend F?# — 0 
e . Av 
A tous les points du champ, nous pouvons obtenir W sous forme 


d° 


Itévrales de surface 


(91 Wo = = ff vs ds, + : [#50 «so, 


Où Ja première intégrale est étendue à la surface s,, et la seconde 
4 la surface So: 

Si la surface s, est à une distance infinie de s,, le potentiel sur 5, est 
Mu, et le second terme disparait. 
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101 db. Toutes les fois qu’on cherche la distribution de l'électrs 
sur des conducteurs dont le potentiel est donné, on peut obtenir 
la manière suivante une solution approchée du problème. 

Soit s, la surface d’un conducteur ou d'un système de conducte 
maintenus au potentiel 1 ; soit s, la surface de tous les autres cond 
teurs, y compris le conducteur creux qui entoure tout le reste, 
qui peut, dans certains cas, être supposé à une distance infinie : 
autres. 

Commencons par mener une série des lignes droites ou courb 
de s, à So: 

Supposons que sur chacune de ces lignes W soit égal à 1 ens;, 
à oen s,. Alors, P étant un point quelconque sur une de ces lisn 
Ps 
Si So 

Nous obtenons ainsi une première approximation de Y qui satisf 
à la condition d’être égale à 1 sur s, et à o sur ss. 

La valeur de Ww, calculée d'après W,, serait plus grande que \ 

Comme deuxième approximation des lignes de force, suppose 





nous pouvons prendre comme première approximation W, — 


que 
ow ow 
(Lo) J=-p-rr 8=—-P-— 








Le vecteur, dont les composantes sont f, g, h, est normal aux st 
faces pour lesquelles W, est constant. Déterminons p de facon q 
, &, À satisfassent à la condition solénoïdale. Nous avons ainsi 


MW, VW Ex) Jp 0Wi  dp di op M 


11 a - —— + — 
ua) p ( Oxt 0° 05? , Ur 0x dy dy 7 03 03 


Si nous menons de s, à 5, une ligne qui soit constamment normz 
aux surfaces pour lesquelles W est constant, et si nous désignons pa 
la longueur de cette ligne mesurée à partir de 5,, 


dr … 0W'; dy W, da Ù, 
(12) Ru 0 NB ND 
’ *° Le , , . « dYw 
R étant l'intensité résultante égale à — ds? de sorte que 
0p Of dpow  dpw dp y: AP 


et l'équation (11) devient 


(15) pv = R! sp 
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d'où 


A va 
[ LU ap, 


t19) p-:te 


l'intégrale étant une intégrale linéaire prise le long de la ligne s. 
Supposons maintenant que le long de la ligne s 





| ds … dx dy | d'5 : dw, 
n ad lé dt" a Pa 
alors 
vw, 
y, J R: dw, 
7] YWr-: C f e dw, 


l'intégration étant toujours effectuée le long de la ligne s. La constante 
Cdoit maintenant être déterminée par la condition que W,—1 en 
meme lemps que W, sur s,, c'est à dire que 





dY, 


Ce qui donne une dernière approximation de W'; on peut répéter cette 
opération. 

Les résultats obtenus par le calcul de Wu, Wo,s Ww,, ... donnent 
des Capacités alternativement au-dessus et au-dessous de la capacité 
vraie, et s'en approchant constamment. 

L'opération, telle qu'on vient de l'exposer, suppose le calcul de la 
forme de la ligne s et l'intégration suivant cette ligne, opérations qui 
“Onlen général trop difficiles pour que l’on puisse les effectuer prati- 
fuement. 

Dans certains cas, on peut arriver à une approximation par une 
méthode plus simple. 


102 c. Comme exemple de cette méthode, nous allons l'appliquer à 
l recherche par approximations successives des surfaces équipoten- 
lelles et des lignes d’induction dans le champ électrique compris entre 
deux surfaces qui sont à peu près planes et parallèles, mais ne le sont 
5 rigoureusement, et dont l’une est maintenue au potentiel zéro et 

autre au potentiel 1. 

Soient les équations des deux surfaces 


UE 


= /fh\{r,7)=a 
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Si sc, et 8, sont les densités superficielles, W, el 4°, les potentiel- 
sur les surfaces a et b respectivement 


l . . 1 er 
3h — eo) (gr ravia— vb). 
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— me me ne — _———. 


CHAPITRE V. 
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103. Soient E, et E; les deux systèmes électrisés dont nous nous 
proposons d'étudier les actions réciproques. Supposons que la distri- 
bution de l'électricité dans le système E, soit définie par la densité de 
volume p, pour l'élément dont les coordonnées sont z,, 71, 3,. Soit », 
la densité de volume de l'élément de E;,, dont les coordonnées sont .r+, 
Vas 3e. 

La composante suivant les x, de la force qui agit sur l'élément E, 
par suite de la répulsion de l'élément E;, sera 

Di 22 2 dr dy1 ds: dr: dy: dss 
avec 
Fri - ZE (pi Ja) + (si — 5) 


et, si À représente la composante suivant les + de la force totale qui 
agit sur E, en raison de la présence de E;, 


11) A ONE P1 0e dr dyi ds: di dys ds, 


où Pintégration par rapport à di, »1, 3 s'étend à tout l'espace occupé 
par E;,, et l'intégration par rapport à x, Y:, 33 à tout l’espace occupé 
par E.. Mais, puisque 2, est nul, sauf dans le système E,, et 2, nul, sauf 
dans le système É;, la valeur de l'intégrale ne sera pas changée si nous 
élendons les limites des intégrations et si nous supposons que ces li- 
miles soient pour toutes les intégrations + œ. 

Cette expression de la force n’est que la traduction littérale en s\m- 
boles mathématiques de la théorie qui suppose que la force électrique 
agit directement à distance entre les corps, et ne tient pas compte 





du milieu ambiant. 
Si nous définissons W, le potentiel au point x, r,3, dû à la présence 
du système E, par l'équation 


a] v r2 
(2) \, [If rs dy'1 d33, 
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d', s'annule à l'infini et satisfait en tout point à l'équation 
(3) Via = 4790. 


Nous pouvons alors exprimer À sous forme d'une intégrale triple 


Ie 
(5) = [ff Sndnadrds. 


On suppose ici que le potentiel Y, a une valeur définie en chaque pol” s' 
du champ, et c'est en fonction de cette valeur, ainsi que de la distri” 
bution », de l'électricité dans le premier système E,, qu'est exprimé ® 
la force À, sans qu'il soit fait mention explicitement de la distributiof 
de l'électricité dans le second système E,. 

Soit W, le potentiel dû au premier système, exprimé en fonction de 
r, 3,5 et défini par l'équation 


_ . Ce) 
(5): vie f ff Saridpidss: 
d, s'annule à une distance infinie et satisfait en tout point à l'équation 
(6) Vi {T1 


Nous pouvons maintenant éliminer p, dans A, et nous obtenons 


(211 a 
(7) az" [[f Tr VW dridyidsi. 


où Ja force est exprimée en fonction des deux potentiels uniquement. 





10%. Dans toutes les intégrations considérées jusqu'ici, il est indif- 
férent de prendre telles ou telles limites, paurvu que ces limites en- 
globent l'ensemble du système E;. Dans ce qui suit, nous supposerons 
les systèmes E, et E, tels qu'une certaine surface fermée $s renferme la 
totalité du système E;, sans aucune partie de E,. 

Posons alors 


(8) = ten VW -W;; 

(9) A l'intérieur de s..... Pe = 0, p==Ppi. 
( A l'extérieur des... f1:=20, p =», 

alors 


(10) Aus f ff Loi ri dy ds: 


représente la force résultante parallèle aux r, qui agit sur le système E, 


ACTION MÉCANIQUE ENTRE DEUX SYSTÈMES ÉLECTRISÉS. 165 


et qui est due à l'électricité de ce système même. Mais, dans la théorie 
des actions directes à distance, cette force doit être nulle, car l’action 
d'une molécule P sur une autre Q est égale et oposée à celle deQ sur P, 
et, puisque les composantes des deux actions entrent dans l'intégrale, 
elles se détruisent l’une l’autre. 

Nous pouvons donc écrire 


0 
(n) a=- [ff V2 dr dhi ds, 


où Y est le potentiel dù aux deux systèmes, l'intégration étant limitée 
maintenant à la partie de l’espace située dans la surface fermée s, la- 
quelle renferme en entier le système E;, mais ne comprend aucune 
partie du système E,. 


105. Si l’action de E, sur E, s'exerce non plus directement et à dis- 
tance, mais par la propagation d’une tension dans un milieu continu 
s'étendant de E, à E, ; et, si nous connaissons la tension en chaque point 
d'une surface fermée s qui sépare complètement E, de E,, nous serons 
en mesure de déterminer complètement l’action mécanique de E, 
sur E,. Car, si la tension propagée à travers s ne rend pas entièrement 
compte de l'action exercée sur E,, il faut nécessairement qu’il existe 
une action directe entre quelque chose d'intérieur et quelque chose 
d'extérieur à s. | 

Si donc il est possible de rendre compte de l’action de E, sur E, au 
moyen d’une tension propagée à travers le milieu ambiant, il doit ètre 
possible d'exprimer cette action sous forme d’une intégrale étendue . 
sur une surface quelconque s séparant complètement E, de E;. 

Essavons donc d'exprimer, sous forme d’intégrale de surface, 


es I OF [WW OO D _ 
(12) À = UE ( —— dpi + Da ) de dy ds. 


Nous pourrons le faire au moyen du théorème TIL, si nous pouvons dé- 
terminer X, Y et Z de façon que 


(13) 


JF [NY n 2 n O2WN\ OX  JY OZ 
oz \ozt op ot] 0x D 0° 
Prenons ces termes séparément : 
Of AW _r à /owy\t 
0x Ùxr? 20r %) 
of 0 0 (E —.) 0 NY (4) (& 5) 1 0 (S) 
= Te S— TS » 
2 


dx dt dy\or dy) dy roy dy \or op 
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De même 


0x 0z 2 0x \ 05 


dx 03? T 03 





d (a 0° 1 à 3) 


Si donc nous posons 








(e1! à 
4) 03 | 0x 0 
( dŒ Œ À 
dy = — AT Py: — FTP: 
of 0 
dE dr = 4TP:x = ITPxz 
a” ow ., 
dx dy = 4T Pxy = ATPyxs 
on aura 


(15) a = ff [CRE + De + LE) dr dy as 


l'intégration s'étendant à tout l’espace intérieur à s. Transformant 
cette intégrale de volume par le théorème II, on a 


(16) À — ff lPzxx + MPyx- NP:r) ds, 


où ds est un élément pris sur une surface fermée quelconque. 
comprenant la totalité de E, et ne renfermant rien de E,, et où /, 
m, n sont les cosinus directeurs de la normale menée à $ vers l'exté- 
rieur. 

Pour les composantes suivant y et 3 de la force agissant sur E,, on 
a de même | 


(17) B — [f Pzy+ mp; np:,)ds, 


Si en réalité le système E, exerce sur E, une action directe à distance, 
sans intervention du milieu, nous devrons regarder les quantités 
Pzrz, --. Comme de simples abréviations pour certaines e\pressions 
symboliques, sans v attacher aucun sens physique. 
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Mais si nous admettons que les actions mutuelles se transmettent 
entre E, et E, au moyen d’une tension du milieu qui les sépare, les 
équations (16), (17), (18) donnent les composantes de la force résul- 
tante, due à l’action sur l'extérieur de la surface s, d’une tension dont 
les six composantes sont p,,,..., et nous devons, par suite, considé- 
rer Prx, --. Comme Îles composantes d’une tension existant en réalité 
dans le milieu. 


106. Pour nous faire une idée plus claire de la nature de cette ten- 
sion, supposons que l’on modifie la forme d’une partie de la surface s, 
de facon que l'élément ds devienne une partie d’une surface équipo- 
tentielle. Cette modification sera légitime, pourvu que nous ne laissions 
en dehors aucune partie de E, et que nous n’enfermions aucune partie 
de E.. 

Soit y une normale menée à ds vers le dehors. 


. dw ... . , . . 
Soit R = — nn l'intensité de la force électromotrice dans la direc- 
lion de v; alors 
w of 0 

94 = —R£/, — == -—Rm, — — —Rn, 

0x dy 03 
et les six composantes de la tension sont 

I 4 Qi L.] .… 1 
Prx — = R°(E — mm: - n°), Pr: = 7 Rmn, 


Pry — == R?(m— n° — ), pir = —- R? nf, 


» 47 


I 2 ; , I - 
P:: : re R?(7° — P — mm"). Pry = 7e im: 


si &, D, c sont les composantes de la force agissant sur ds rapportée à 
l'unité de surface 


L 
Œ — ÜPrx À MPxy -+ nPzx:z — 8 = R? l, 


Donc la force agissant entre la partie du milieu extérieure à ds et Ja 
partie du milieu intérieure à ds est normale à l'élément et dirigée vers 
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le dehors, c'est-à-dire que c'est une tension semblable à celle 


. , I e 
corde, dont la valeur, par unité de surface, est -— R°. 


# 


Supposons maintenant que l'élément ds soit perpendiculan 
surfaces équipotentielles qui le rencontrent; dans ce cas, 


1% 0. 0 
(19) HT n dÿ TR TO 


d'où 


87 (/Pazrx + MPry— NPxz) 


Go) |, En CANON EC Ce 
== (Cr) w.) de TAN op or 


. \ 


"je ju” 
multipliant (19) par 2 et le retranchant de (20), nous trouvt 


"/oWw\? (11) RE oW \1 
(21) BR(ÜPprx- Mpry— np) =—1[(T) T  } + (55) | 


Les composantes de la tension sur ds, rapportée à l'unité de st 
sont donc 





L 
For — 2 
a = R ) 
D — - jm R?, 
I 
C7 — gr 2 R?, 


Donc, si l'élément ds est à angle droit sur une surface équipoter 
la force qui agit sur lui est normale à la surface, et sa valeur nume 
DER ; 

par unité de surface, est la mème que dans le premier cas; mais 
rection de la force est différente, car c'est une pression au lieu 
tension. 

Nous avons ainsi délerminé complètement la nature de la forc 
| Ce M re 
sant en un point donné d& milieu. 

La direction de Fintensité électromotrice en ce point est 1 
principal de tension, et la force, dans cette direction, est une t 
dont la valeur numérique est 


re ge ke, 


R étant l'intensité électromotrice. 
Toute direction perpendiculaire à la précédente est aussi 1 
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principal de tension, et la force le long de cet axe est une pression 
dont la valeur numérique est également p. 

La tension ainsi définie n’est pas du type le plus général, puisqu'elle 
a deux de ses tensions principales égales entre elles, et la troisième 
égale et de signe contraire. 

Ces conditions réduisent de six à trois le nombre des variables in- 
dépendantes qui définissent la tension; et, par suite, cette tension 
est entièrement définie par les trois composantes de l'intensité électro- 
motrice 


7 dy uz 
Les trois relations entre les six composantes de la tension sont 


P;: =— (Prx < Pyr)(Pzz + Pxx)) 
(23) PÈ, — (Pyp + P::)(Pzz-" Pyyh 
PE, — (Pz: — Drx) (Pry jar es P2z3:). 


107. Examinons maintenant si les résultats obtenus doivent être 
modifiés dans le cas où, une quantité finie d'électricité étant rassem- 
blée sur une surface finie, la densité de volume devient infinie sur cette 
surface. 

Dans ce cas, nous avons montré ($ 78) que les composantes 
de l'intensité électromotrice sont discontinues sur la surface. Les 
composantes de la tension seront donc aussi discontinues sur la sur- 
face. 

Soient 


{, m, n les cosinus directeurs de la normale à ds; 


P, Q, R les composantes de l'intensité électromotrice du côté de la 
surface où est menée la normale; 


P', Q', R' leurs valeurs de l’autre côté de la surface. 


D'après le $ 78a, si o est la densité superficielle, 


| P — P' = 4734, 
(24) . Q— Q'—- iron, 
R--R'=— {7ron. 


Soit a la composante suivant x de la force qui agit sur l'unité d'aire 
de la surface, et qui est due à la tension du milieu des deux côtés de 
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la surface, 


a = Uprz—Prx) + M(Pzy —— Dry) + R(Prz — Pr:) 
= 3e [CPA— Pa?) —(Q3— Q+) — (R?— R°?)] 


+ 7e mPQ— PQ) ER CPR — P R') 


= LP PP P')--(Q — QUQ — QN—R — RER — R' 


à 


(20) ns = m(P-- P)(Q +0) (P-E PHCQ— Q') 


= IC — P'CR- Re (PE PCR —R')] 


= + le[{(P+P')—m(Q-:.Q')--R(R + R')] 
+ !msa[/(Q +0) m(P- PF) 
a nellCR Ro RP + P")] 

= 9  a(P + P"). 


Donc, en supposant que la tension en un point quelconque soit donnée 
par les équations (14), on trouve que la force résultante agissant dans 
la direction des æ sur une surface électrisée, rapportée à l'unité de 
surface, est égale au produit de la densité superficielle par la moyenne 
arithmétique des composantes parallèles à æ de l'intensité électromo- 
trice, mesurée de part et d'autre de la surface. 

Ce résultat est identique à celui que nous avons obtenu au S 79 par 
un procédé tout semblable. 

Donc l'hypothèse d’une tension du milieu ambiant peut s'appliquer 
au cas où une quantité finie d'électricité est rassemblée sur une sur- 
l'ace finie. 

Dans la théorie de l’action à distance, la force résultante qui agit 
sur un élément de surface se déduit d'ordinaire en considérant une 
portion de surface dont les dimensions sont très petites par rapport aux 
ravons de courbure de la surface (1). 

Sur la normale élevée au point milieu de cette portion de surface, 
on prend un point P dont la distance à la surface est très petite relati- 
vement aux dimensions de cette partie de la surface. En ce point, lin- 
tensité électromotrice due à la petite portion de surface est sensible- 
ment la mème que si la surface était un plan illimité : c'est donc 277 


ne ——_——— PP 


(*) Cette méthode est due à Laplace (voër Poissox, Sur la distribution de 
l'Electricite, etc. Mem. de l’Inst., 1811, p. 30). 
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dans la direction de la normale à la surface. Pour un point P”, de l’autre 
côté de la surface, l'intensité sera la mème, mais dans la direction op- 
posée. 

Considérons maintenant la partie de l'intensité électromotrice qui 
est due au reste de la surface et aux autres corps électrisés, situés à 
une distance finie de l'élément de surface. Puisque ies points P et P’ 
sont infiniment voisins l'un de l'autre, les composantes de l'intensité 
électromotrice due à des charges électriques à distance finie seront les 
mêmes en ces deux points. 

Soit P, la composante suivant :r de l'intensité électromotrice en A 
ou en À’ due aux charges à distance finie. La valeur de la composante 
totale en À sera 

P —P,- 270 
et, en À, 

P' — P,--- 2701. 
d'où 

P,—L(P —P'). 


Or la force mécanique résultante qui agit sur l'élément de surface est 
due entièrement aux charges électriques à distance finie, puisque l’ac- 
tion de l'élément sur lui-même doit avoir une résultante nulle; donc 
la composante suivant .r de cette force, rapportée à l’unité de surface, 
doit être 

a = 3P,— {£s(P -2P°). 


108. Si, comme dans l'équation (2), nous définissons le potentiel en 
en supposant la distribution d'électricité donnée, de ce fait que les 
actions et réactions réciproques de deux molécules électriques sont 
égales et opposées, il résulte que la composante suivant :r de la force 
due à l'action du système sur lui-mème doit être nulle, ce que nous 
pouvons écrire sous la forme 


I ° ° 
[06 — .— V2 dd: --0: 
(26) TA V dr dy ds = 0: 


mais si nous définissons W comme étant une fonction de #, y, 3 qui 
satisfait à l'équation 
vw —o 


pour tout point extérieur à la surface fermée s, et qui devient nulle à 
l'infini, il semble nécessaire de démontrer ce fait que l'intégrale de 
volume, étendue à toute région comprenant s, est nulle. 

Une démonstration résulte du théorème du $ 100a, d'après lequel, 
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si l'on donne V*Y en tout point de la surface et si F — o à l'infini, la 
valeur de W est déterminée pour tout point et égale à 


(27) La — RÉAL TTE 


r étant la distance du point pour lequel on donne la concentration de 
w—V?Y et celui pour lequel on veut trouver le potentiel 4”. 

Car le théorème se réduit ainsi à ce que nous avons déduit de la 
première définition de Y. 

Mais si nous considérons Y comme la fonction fondamentale de x, 
ÿ, 3, de laquelle nous avons tiré les autres, il est préférable de ra- 
mener (26) à la forme d'une intégrale de surface 


(28) À :- Î fUpre-- MPry-:: NPzrz:)4S; 


el si nous supposons que partout la surface S soit à une très grande 
distance a de la surface s qui renferme tous les points pour lesquels V°4° 
est différent de zéro, nous savons que Ÿ ne peut être numériquement 


e ’ e , 
plus grand que -, e étant l'intégrale de volume de V?Y, et que R ne 
a 


, 1 e ., 
peut être plus grand que Ja U — 53? et qu'aucune des quantités 


. . 2 e? 
Pxzxs Pry: Pr: Ne peut elre superieure à p, ou rrÉ ou =" Donc 
l'intégrale de surface, prise sur une sphère de très grand rayon a, ne 
A , . . ei e a . PS . .° e 
peut étre supérieure à —;; et si a croit indéfiniment, l'intégrale de 


surface doit finir par s’annuler. 

Mais cette intégrale de surface est égale à l'intégrale de volume (26), 
dont la valeur est la même, quelle que soit l'étendue de l'espace com- 
pris dans S, pourvu que $ contienne tous les points pour lesquels VW 
est différent de zéro. Donc, l'intégrale étant nulle quand a est infini, 
doit être également nulle lorsque l'on prend pour limites de l'intégra- 
tion quelconque une surface renfermant tous les points pour lesquels 
V?% n'est pas nul. 


109. La distribution des tensions, que nous avons considérée dans 
ce Chapitre, est précisément celle à laquelle a été conduit Faradav 
dans ses recherches sur l'induction dans les diélectriques. Il les résume 
dans les termes suivants : 


« 1297. On peut concevoir la force directe d'induction comme 
s'exerçant suivant des lignes comprises et limitées par les deux sur- 
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faces conductrices électrisées et accompagnée d’une force latérale ou 
transversale, dont l'effet revient à écarter ou à repousser ces lignes re- 
présentatives (1224); ou bien encore la force d'attraction qui agit entre 
les molécules du diélectrique dans le sens de linduction est accompa-. 
gnée d'une force répulsive ou divergente dans la direction transversale. 


» 1298. L’induction paraît ètre un certain état de polarisation des 
molécules, dans lequel elles sont jetées par l’action du corps électrisé ; 
les molécules ont alors des points ou des parties positives ou négatives 
qui s’orientent symétriquement les unes par rapport aux autres et par 
rapport aux surfaces ou aux molécules inductrices. Cet état doit être 
un état de contrainte, car il ne prend naissance et ne se maintient que 
par l’action d’une force, et l’on retombe à l’état normal ou état de repos 
aussitôt que la force cesse d'agir. Il ne peut être entretenu par une 
quantité donnée d'électricité, que dans les seules matières isolantes, 


car ces substances seules sont capables de garder cette disposition des 
molécules. » 


C'est là un exposé exact des conclusions auxquelles nous avons été 
conduit, par notre étude mathématique. En chaque point du milieu 
règne un état élastique, tel qu'il y a tension suivant les lignes de force, 
et pression suivant toutes les directions perpendiculaires à ces lignes, les 
valeurs numériques de la tension et de la pression étant égales, et variant 
toutes deux comme le carré de la force résultante au point considéré. 

Cette expression de « tension électrique » a été employée en diffé- 
rents sens par les divers auteurs. Je l’emploierai toujours pour dé- 
signer la tension, suivant les lignes de force, qui, ainsi que nous l'avons 
vu, varie d'un point à un autre, mais est toujours proportionnelle au 
carré de la force résultante au point considéré. 


110. L'hypothèse d'un pareil état de tension existant au sein d’un 
diélectrique fluide, tel que Fair ou la térébenthine, peut paraître, à 
première vue, en contradiction avec le principe établi qu'en un point 
d'un fluide les pressions sont égales dans tous les sens. Mais, quand on 
établit ce principe en considérant la mobilité et l'équilibre des par- 
Lies du fluide, on admet précisément qu'il n'existe dans le fluide au- 
cune action du genre de celle que nous supposons se produire le long 
des lignes de force. L'état de tension que nous venons d'étudier est 
parfaitement compatible avec la mobilité et l’équilibre d'un fluide, car 
nous avons vu que, si une portion du fluide n’a point de charge élec- 
trique, elle n’est soumise à aucune force résultante due aux tensions sur 
la surface, si intenses que soient ces tensions. C'est seulement quand une 
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partie du fluide est chargée que son état d'équilibre est troublé par les 
Lensions agissant sur sa surface, et nous savons que, dans ce cas, elle 
tend effectivement à se mouvoir; donc l’état de tension supposé n'est 
pas incompatible avec Péquilibre d'un diélectrique fluide. 

La quantité W qui a été étudiée au Chapitre IV, $ 99, peut ètre in- 
terprétée comme étant l'énergie de milieu due à cette distribution des 
tensions. Des théorèmes de ce Chapitre il résulte que la distribution 
des tensions qui satisfait aux conditions énoncées à ce Chapitre fait 
de W un minimum absolu. Or, si l'énergie est un minimum pour une 
configuration déterminée d'un système, cette configuration correspond 
à l'équilibre, et à l'équilibre stable; un diélectrique soumis à l'action 
de corps électrisés prendra donc de lui-mème un état où les tensions 
sont distribuées comme on vient de le décrire. 

I faut se souvenir avec soin que nous n'avons fait qu'un seul pas 
dans la théorie des actions transmises par un milieu, Nous avons 
supposé que ce milieu est dans un état de tension, mais nous n'avons 
en aucune facon reudu compte de cette tension, ni expliqué comment 
elle se maintient. Néanmoins ce pas me paraît ètre important, puis- 
qu'il nous permet d'expliquer, par lPaction des parties consécutives 
d’un milieu, des phénomènes que Fon croyait auparavant ne pouvoir 
s'expliquer que par une action directe à distance. 


111. Je n'ai pas réussi à faire le second pas, à rendre compte par 
des considérations mécaniques de ces tensions du diélectrique. J'aban- 
donne donc la théorie à ce point, me bornant à énoncer quelles sont 
les autres parties du phénomène de l'induction dans les diélectriques. 

1° Déplacement électrique (1). — Lorsque l'induction se transmet à 
travers un diélectrique, il v a d'abord un déplacement d'électricité 
dans la direction de Finduction. Par exemple, dans une bouteille de 
Levde dont l'armature intérieure est chargée positivement et l'armu- 
ture extérieure négativement, le déplacement de l'électricité positive 
à travers la masse du verre se fait du dedans vers le dehors. 


(') Le mot de deplaccn.nt élecirique ne doit pas faire penser au lecteur que 
le passage d'une certaine quantité d'électricité à travers un diélectrique puiss- 
ètre assimilé à un déplacement élastique du milieu; le caractère des déformation: 
élastiques est de donner naissance à des forces qui leur sont proportionnelles et 
changent de signe avec elles, tandis que la tension est proportionnelle au earr- 
du déplacement électrique et que l'état h\pothétique du diélectrique est indépen- 
dant du sens de ce déplacement. On est donc obligé de supposer au milieu dans 
lequel se produit le déplacement électrique une constitution toute spéciale, dit- 
lérente de celle des milieux élastiques proprement dits. Poër $ 85:.] (P.) 


” 
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Pendant tout le temps que ce déplacement croit, les choses se 
passent comme si un courant d'électricité positive allait de dedans 
au dehors; de même une diminution du déplacement équivaudrait à 
un courant de sens inverse. 

La quantité totale d'électricité déplacée à travers l'aire d'une surface 
quelconque fixe dans le diélectrique a pour mesure la quantité que 
nous avons déjà étudiée au $S 75, c’est-à-dire l'intégrale de surface de 


. . « . . CR K « ,- 0 . 
l'induction à travers cette aire, multipliée par fr” °Ù K est la capacitx 


inductrice spécifique du diélectrique. 

»0 C'haryre superficielle des molécules du diélectrique. —- Conce- 
vons une partie du diélectrique, grande ou petite, séparée du reste 
par une surface fermée idéale. Nous devons supposer que sur chaque 
élément de cette surface il y à une charge, qui a pour mesure le dé- 
placement total d'électricité à travers cet élément de surface, compté 
vers l’intérieur. 

Dans le cas d’une bouteille de Leyde dont larmature intérieure est 
chargée positivement, une portion quelconque de verre aura sa face 
intérieure chargée positivement et sa face extérieure négativement, 
Si cette portion est tout entière à l'intérieur du verre, sa charge su- 
perficielle est entièrement neutralisée par la charge opposée des par- 
Uies qu'elle touche; mais, si elle est en contact avec un corps conduc- 
teur, dans lequel ne peut se maintenir l'état d'induction, la charge 
superficielle n’est plus neutralisée, mais constitue la charge apparente 
que l'on appelle généralement charge du conducteur. 

Par suite, la charge qui se trouve à la surface de séparation du con- 
ducteur et du milieu diélectrique, et que lon appelait dans l'ancienne 
théorie charge du conducteur, doit ètre appelée dans la théorie de 
l'induction, la charge superficielle du diélectrique environnant. 

D'après cette théorie, toute charge est Feflet résiduel de Ia polari- 
sation du diélectrique. Cette polarisation existe dans toute l'étendue 
de sa masse; mais elle v est neutralisée par des charges inverses des 
parties contiguës, en sorte que les effets de charge ne devienneut appa- 
rents qu'à la surface du diélectrique. 

La théorie rend compte entièrement du théorème du $ 77, à savoir 
que induction totale à travers une surface est égale à la quantité to- 
tale d'électricité contenue dans cette surface, multiplie par 47; car 
eu que nous avons appelé induction à travers la surface n'est que Île 
déplacement électrique multiplié par 47, et le déplacement total vers 
le dehors est nécessairement égal à la charge totale contenue à linté- 


rieur de la surface. 
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La théorie rend également compte de l'impossibilité de donner à la 
matière une charge absolue; car toute molécule de diélectrique a à 
ses extrémilés opposées des charges égales et opposées; el peut-être 
serait-il plus correct encore de dire que ces charges ne sont que Îla 
manifestation d’un seul phénomène que nous appelons la polarisation 
électrique. 

Un milieu diélectrique, ainsi polarisé, est le siège d'énergie élec- 
trique ; et l'énergie, pour l'unité de volume du milieu, est numérique- 
ment égale à la tension électrique sur l'unité d’aire, ces deux quantités 
étant égales à la moitié du produit du déplacement par lintensité 
électromotrice résultante, ou 


I L'KE'— *=9p: 
p=;:DE= —K 7 — K 2° 


où p est la tension électrique, D le déplacement, € l'intensité électro- 
motrice, et K la capacité inductive spécifique. 

Si le milieu n'est pas un isolant parfait, l'état de tension que 
nous appelons polarisation électrique se détruit constamment. Le mi- 
lieu cède à la force électromotrice, la tension électrique diminue, el 
l'énergie potentielle de cet état de contrainte se transforme en chaleur. 
La vitesse avec laquelle se produit cette destruction de l'état de polarisa- 
tion du milieu dépend de la nature de ce milieu. Dans certaines espèces 
de verre, des jours, des années peuvent s'écouler avant que la polarisa- 
ion tombe de la moitié de sa valeur initiale. Dans le cuivre, un change- 
ment identique s'effectue en moins d'un billionième de seconde (!). 

Nous avons supposé qu'après avoir été polarisé le milieu a été sim- 
plement abandonné à lui-même. Dans le phénomène appelé courant 
électrique, le passage continu de l'électricité tend à rétablir l'état de 
polarisation, aussi vite que la conductibilité du milieu lui permet de 
se détruire. Ainsi l'agent extérieur, qui entretient le courant, dépense 
constamment du travail pour rétablir la polarisation du milieu, la- 
quelle se détruit constamment; l'énergie potentielle de cette polarisa- 
lion se transforme constamment en chaleur, et, après cette dépense 
d'énergie qui entretient le courant, le résultat final est d'élever gra- 
duellement Ja température du conducteur, jusqu'à ce qu'il se perde 
par conduction et radiation de la surface autant de chaleur qu'il s'en 
produit durant le mème temps par le passage du courant électrique. 

(") [Aucune expérience jusqu'à ce jour n'a mis en évidence la polarisation dont 
Maxwell suppose l'existence dans les conducteurs proprement dits, tels que les 
métaux.] (P.) 
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112. Si en un point du champ électrique la force résultante est 
nulle, ce point est appelé un pornt d'équilibre. 
Si tous les points d'une ligne sont des points d'équilibre, la ligne 
est appelée lisne d'équilibre. 
Les conditions pour qu’un point soit un point d'équilibre sont que 
l'on ait en ce point 
OV OV. 0V 


, 07 —°? 9 — 


dE 


En un tel point, la valeur de V est donc maximum ou minimum, 
ou stationnaire, par rapport aux variations des coordonnées. Mais le 
potentiel ne peut avoir de valeur maximum ou minimum, qu’en un 
point chargé d'électricité positive ou négative, ou dans un espace 
fini limité par une surface chargée positivement ou négativement. 
Si donc on rencontre un point d'équilibre dans une partie du champ 
qui n’a pas de charge, ce ne peut être qu’un point stationnaire, mais 
non un Maximum niun minimum. 

En effet, la première condition pour que l'on ait un maximum ou 
un minimum est que 

PV AV JV 

de? 0 05? 
soient tous positifs où Lous négatifs, s'ils ont des valeurs finies. Or, 
d'après l'équation de Laplace, la somme de ces trois quantités est 
nulle en un point où il n° a pas de charge : cette condition ne peut 
donc ètre satisfaite. 

Au lieu de rechercher les conditions analytiques des cas où les trois 
composantes de la force s'annulent simultanément, nous allons faire 
une étude générale au moyen des surfaces équipotentielles. 

Si, en un point P, V passe par un maximum véritable, la valeur de V 
est plus grande en P qu'en tous les autres points du voisinage immé- 
diat; donc P est entouré par une série de surfaces équipotentielles 
fermées, chacune extérieure à la précédente, et en tous les points de 
chacune de ces surfaces la force électrique est dirigée vers le dehors. 
Or nous avons démontré au $ 76 que l'intégrale de l'intensité électro- 

Tr. d'Élect. et de Magn., 1. 12 
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motrice, prise sur une surface fermée quelconque, est égale à la 
charge totale comprise à l'intérieur de cette surface, multipliée par 
47. Dans le cas actuel, la force est dirigée vers le dehors en tous 
les points, et par suite l'intégrale de surface est nécessairement posi- 
ve : il y a donc une charge positive à l'intérieur de la surface; et, 
comme celte surface peut être prise aussi voisine de l qu'on le veut, 
il y a une charge posilive en P. 

On démontrerait de même que, si V est minimum en P, P a une 
charge négative. 

Enfin, soit P un point d'équilibre dans une région qui n'a point de 
charge : décrivons autour de P une sphère de très petit rayon. Ainsi 
que nous l'avons vu, le potentiel sur cette surface ne peut ètre partout 
plus grand qu’en P, ni partout plus petit. I doit donc être plus grand 
sur certaines parties de cette surface, plus petit sur d'autres. Ces por- 
tions de surfaces sont limitées par des lignes le long desquelles le po- 
tentiel est le mème qu'en P. Le long des lignes menées de P aux points 
où le potentiel est plus petit qu'en P, la force électrique est dirigée 
de P vers le dehors; le long des lignes menées de P aux points à un 
potentiel plus élevé, la force électrique est dirigée du dehors vers P : 
donc le point P est un point d'équilibre stable pour certains déplace- 
ments, et d'équilibre instable pour les autres déplacements. 


113. Pour déterminer le nombre des points et des lignes d’équi- 
libre, considérons la ou les surfaces pour lesquelles le potentiel a une 
valeur donnée C. Appelons régions négatives les régions où le poten- 
tiel a une valeur inférieure à C, régions positives les régions où il à 
une valeur plus grande que C. Soient V, le plus bas et V, le plus haut 
potentiel du champ électrique. Si nous faisons C = V,, la région né- 
vative ne renfermera que le point ou le conducteur au potentiel le 
plus bas, et celui-là a forcément une charge négative. La région posi- 
live comprend le reste de l’espace, et, puisqu'elle entoure la région 
négative, elle est périphractique (voir $ 18). 

Si nous augmentons la valeur de C, la région négative va s'étendre, 
et de nouvelles régions négatives vont se former autour des corps 
chargés négativement ; à chaque région négative qui se forme ainsi, 
la région positive environnante acquiert un degré de plus de péri- 
phraxie. Lorsque les régions négatives s'étendent, deux ou plusieurs 
d’entre elles peuvent se rencontrer suivant un point ou suivant uneligne. 
Si n +1 régions négatives se rencontrent, la région positive perd 
n degrés de périphraxie, et le point ou la ligne suivant laquelle elles 
se rencontrent est un point ou une ligne d'équilibre du degré n. 
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Lorsque C devient égal (1) à V,, la région positive se réduit au point 
ou au conducteur dont le potentiel est le plus élevé, et par suite elle a 
perdu toute périphraxie; donc, si chaque point ou chaque ligne d’é- 
quilibre compte pour un, deux ou »#, suivant son degré, le nombre 
total formé par les points et les lignes considérées esL inférieur d’une 
unité au nombre des corps chargés négativement. 

IH ya d’autres points et d’autres lignes d'équilibre que l'on ren- 
contre, lorsque les régions positives sout séparées les unes des autres 
et que la région négative acquiert de la périphraxie. Leur nombre, 
compté d’après leur degré, est inférieur d'une unité au nombre des 
corps chargés positivement. 

Si nous appelons posttifs les points ou les lignes d'équilibre formés 
par l'intersection de deux ou plusieurs régions positives; négatifs 
veux qui sont formés par la rencontre de régions négalives; et s'il y 
a p corps chargés positivement, z# corps chargés négativement, la 
somme des degrés des points et des lignes d'équilibre positifs est p —1, 
et la somme des degrés des points el des lignes d'équilibre négatifs 
est n — 1. La surface qui entoure le système électrisé à une distance 
infinie doit ètre comptée comme un corps ayant une charge égale et 
contraire à la somme des charges du système. 

Mais, en outre de ces points et de ces lignes d'équilibre en nombre 
défini, qui sont formés par l’intersection des différentes régions, il peut 
en exister d’autres, dont nous pouvons dire seulement qu'ils sont en 
nombre pair. En effet, si, en s'étendant, une des régions négatives se 
recoupe elle-même, elle devient cyclique, et, en se rencontrant ellc- 
mème à diverses reprises, elle peut acquérir un nombre quelconque 
de degrés de eyclose, chacun de ces degrés correspondant au point ou 
à la ligne d'équilibre qui a donné lieu à la cyclose. Si la région néga- 
tive continue de s'étendre jusqu'à remplir tout l'espace, elle perd tous 
les degrés de cyclose qu'elle avait acquis et finit par devenir acy- 
clique. Il ÿ a donc une série de points où de lignes d'équilibre, sur 
lesquels se perd la cyclose, et 1ls sont égaux quant au nombre et au 
degré aux points et aux lignes sur lesquels s'était produite la cyclose. 

Si la forme des corps chargés ou des conducteurs est arbitraire, 
nous pouvons seulement dire que le nombre de ces points additionnels 
est pair; mais, si l’on a des points chargés, ou des conducteurs sphé- 
riques, le nombre des points additionnels ne peut être supérieur à 
(a —1)(n — 2}, » étant le nombre des corps. 





(*) [Plus exactement, lorsque C ne diffère plus de V, que d'une quantité infi- 
niment petite. (P.)] 
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11%. Le potentiel au voisinage d'un point P peut ètre développé 


suivant la série 
1 _— Vo+ H, — 1, -:- .…..) 


où Il,, EL, ... sont des fonctions homogènes de +, y, 3, dont les de- 
grés sont respectivement 1, 2, .... 

Puisque les dérivées premières de V s’annulent en un point d’équi- 
libre, en un tel point H, — o. 

Soit H, la première fonction qui ne s'annule pas : dans le voisinage 
du point P, nous pouvons négliger devant H, toutes les fonctions de 
degré supérieur. 

Or 


H,= 0 


est l'équation d'un cône de degré 7, qui est le cône avant le contact 
le plus intime avec la surface équipotentielle au point P. 

On voit donc que la surface ‘quipotentielle passant par P a en ce 
point un point conique auquel est Langent un cône du deuxième degré 
ou d’un degré supérieur. L’intersection de ce cône avec une sphère 
avant son sommet pour centre est appelée Ugne nodale. 

Si le point P n'est pas sur une ligne d'équilibre, la ligne nodale n’a 
pas de points doubles, mais se compose de courbes fermées dont le 
nombre est x ou plus petit. 

Si Ja ligne nodale a des points doubles, le point P est sur une ligne 
d'équilibre, et Ja surface équipotentielle passant par P se coupe elle- 
mème suivant cette ligne. 

S'il y a des points doubles de la ligne nodale qui ne soient pas dia- 
métralement opposés sur la sphère, le point P est à l'intersection de 
trois ou de plusieurs lignes d'équilibre; car la surface équipotentielle 
passant par P doit se couper elle-mème suivant chacune des lignes 
d'équilibre. ; 


115. Si deux nappes d'une surface équipotentielle se coupent, re ne 
peut ètre qu'à angle droit (!). 

Car, la tangente à la ligne d'intersection étant prise pour ave des 3, 
on a 


Prenant aussi l'axe des .r suivant la tangente à l’une des nappes, on à 


a 





(!) ['Enoncé inexact, puisque Fon démontre qu'elles se coupeut sous un angle 


=. I faudrait dire : Si la surface à deux nappes seulement. (P.)] 
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aussi 
mV 
—— — O0. 
dr 


Il résulte alors de cela et de l'équation de Laplace que 


DV 


— = (0 
y? ) 


ou que l'axe des y est tangent à l’autre nappe. Ce raisonnement sup- 
pose FH, fini. Si II, est nul, prenons encore pour axe des 3 la tangente 
à la ligne d'intersection, et posons & — rcosô, y = rsin8 (). Alors, 
puisque 


JV : PV AV 
05 9 Ori F dy T0 
ou encore 
HV 1 OV 1 DV 
et > —— = O, 


à r or r? 00! 


équation dont la solution ordonnée suivant les puissances ascendantes 
de r est 


V= Vo+ Asrcos(0 + 2) + Ar? cos(20 + %3)+.,..+ A,rt cos(nÔ + 2,). 


En un point d'équilibre A, — 0, et si le premier coefficient qui ne 
s'annule pas est celui de 7”, 


V_— Vo= Aurr cos(n0 + 2,) 


plus des termes renfermant des puissances plus élevées de 7. 
Cette équation montre que les x nappes de la surface équipoten- 


e Là Ad - . Q T 
tielle V — V, se coupent sous des angles qui sont tous égaux à -: Ce 
n 


théorème a été établi par Rankine (?) (3). 


(') [Inexact. (P.)] 

(*) Aicsumé des proprietés de certaines lignes d'écoulement (Phil. Mag. 
oct. 1864). Voir aussi Tuousox ct Tair, Natural Philosophy, $ RQ; et Raxkixe et 
Srokes, dans les Proc. R. S., p. 168, 1863: et W. R. Suira, Proc. À. S. Edinb., 
p. 79, 1869-50. 

() [La démonstration originale du théorème de Rankine est irréprochable. Le 
polynôme H, ($ 114) peut s'écrire À,57-P+A,,,3"P-t4.,,. + A,, en l’ordonnant 
suivant les puissances décroissantes de 2: l’axe des 3 est alors une arète singulière 
d'ordre p, les À étant des polyÿnômes homogènes en x et y dont l'indice exprime 
le degré. Ce polynôme doit satisfaire à l'équation de Laplace, ce qui entraine la 
condition 


te 2? —0 ou A, IP cos( p8 + 2), 


en posant x ::/7 Ccosô, 3° == r sint. 
Mais l'équation À, = 0 est l'équation des plans tangents au cône H,= 0, le long 
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Ce n'est que sous certaines condilions qu'il peut exister une ligne 
d'équilibre dans l'espace hbre: mais 1l v a toujours une ligne d'équi- 
libre sur la surface d'un conducteur, lorsque la densité superficielle 
est positive dans une partie et négative dans une autre. 

Pour qu'un conducteur puisse avoir des charges contraires en diffé- 
rents points de sa surface, il faut qu'il x ait dans le champ des points 
où le potentiel est plus élevé que celui du corps, et d'autres points où 
le potentiel est plus bas. 

Prenons d'abord deux corps électrisés positivement au même poten- 
Liel, il v aura entre les deux un point d'équilibre. Faisons diminuer 
sraduellement le potentiel du preinier corps : le point d'équilibre s'en 
rapproche et, à une certaine époque de notre opération, vient coïnei- 
der avec un point de la surface. Si nous continuons l'opération, la sur- 
face équipotentielle qui entoure le second corps, et qui est au mème 
potentiel que le premier, coupe à angle droit la surface de ce second 
corps, suivant une courbe fermée qui est une ligne d'équilibre. Cette 
courbe fermée, après avoir décrit toute la surface du conducteur, va 
de nouveau se réduire à un seul point; puis le point d'équilibre 
s'éloignera de l’autre côté du premier corps, et il sera à une distance 
infinie lorsque les deux corps auront des charges égales et contraires. 


Théorème d'Earnshaw. 


116. Un corps électrisé, placé dans un champ de force électrique, 
ne peut être en équilibre stable. 

Supposons d'abord que l'électricité du corps mobile (A) et cslle 
du système de corps environnants (B) sortent fixes sur ces corps. 

Soit V le potentiel en un point du corps mobile dû à l'action des 
corps environnants (B), et soit e l'électricité répandue sur une petite 
partie du corps mobile À autour du point considéré. L'énergie poten- 
tielle de A par rapport à B sera 


M - XVe), 


la sommation s'étendant à chacun des éléments électrisés de A. 
Sotent «a, b, e les coordonnées d'un point électrisé de À, par 


de la génératrice singulière, ou des plans tangents aux diverses nappes de la sur- 


, 
face : celles-ci se coupent donc sous des angles égaux à el 


dV 
Maxwell écrit à tort que la condition Pr == 0 doit étre satisfaile en tous les 
95° 


points de l'espace pour que l'axe des 3 soit arète singulière. (P.1] 
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rapport à trois axes fixes dans À, et parallèles aux axes des x, y, 3. 
Soient &, r,, & les coordonnées absolues de l'origine de ce système 
d'axes. 

Supposons pour l'instant que le corps A soit astreint à se mouvoir 
parallèlement à lui-même; les coordonnées absolues du point à, b, 
deviennent 

r=t a, pJ=r--b, 3—%--c. 

Le potentiel du corps À par rapport à 3 peut s'exprimer par la 
somme d'un certain nombre de termes, dans chacun desquels V est 
exprimé en fonction de a, b,cet£, r,, &. La somme de ces termes est 
une fonction de a, b, © qui sont constants pour chaque point du 
corps, et de Ë, r,, & qui varient lorsque le corps se meut. 

Puisque l'équation de Laplace est satisfaite par chacun de ces ter- 
mes, elle l'est par leur somme, ou 


DM M  92M 


ED pt ‘ 2 — 
(ES br, J? 


Donnons maintenant à À un petit déplacement, tel que 
dé = lldr, di —-mdr, di =n dr: 


et soit GM l'accroissement du potentiel de À par rapport au système 
environnant B. 

Si cet accroissement est positif, 1] faudra dépenser du travail pour 
augmenter r', el il ÿ aura une force 


n = 
dr 
qui tendra à diminuer 7 et à ramener À à sa première posilion; pour 
ce déplacement, l'équilibre sera donc stable. Si au contraire cet ac- 
croissement est négatif, la force tendra à augmenter r, et l'équilibre 
sera instable. 

Considérons maintenant une sphère avant son centre à l'origine, 
el un rayon 7 assez petil pour que, si le point fixe du corps est com- 
pris dans la sphère, aucune partie du corps mobile À ne puisse coïn- 
cider avec aucune partie du système extérieur B. Alors, puisque dans 


l'intérieur de la sphère 
V?2M -0o, 


[Sas 
J.) dr 


prise sur la surface de la sphère, sera nulle. 


l'intégrale 
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. . . _dM pe « 
Donc si, sur une partie de la surface de la sphère, Te est positif, il 
doit ÿ avoir une autre partie de la surface où il est négatif; et si le 


, , . . « dM n . . « 
corps À est déplacé dans une direction où “7 Cst négatif, il tendra à 


s'éloigner de sa position initiale, et, par suite, l’équilibre est forcé- 
ment instable. 

Ainsi l'équilibre est instable, lors même que le corps est astreint 
à ne se mouvoir que parallèlement à lui-même : à fortiori est-il in- 
stable, si le corps est entièrement libre. 

Supposons maintenant que le corps À soit un conducteur. Nous 
pouvons traiter ce cas comme celui de l'équilibre d’un système de 
corps, l'électricité mobile étant considérée comme une partie de ce 
système; et nous pourrions conclure que, si le système est instable 
lorsqu'on lui a enlevé un certain nombre de degrés de liberté en 
fixant l'électricité, il l’est a fortiort lorsque cette liberté lui est 
rendue. 

Mais nous pouvons traiter ce cas d’une façon plus particulière, de 
la manière suivante : 

En premier lieu, supposons que l'électricité soit fixe sur À et que À 
se déplace de la petite distance dr. On a déjà considéré l’accroisse- 
ment du potentiel de À dù à ce déplacement. 

En second lieu, laissons l'électricité se mouvoir dans A et prendre 
sa distribution d'équilibre, qui est toujours stable. Pendant ce mou- 
vement, le potentiel décroit nécessairement d'une quantité que l’on 
peut appeler Cdr (voir $ 100). 

Donc l'accroissement Lotal du potentiel sera, lorsque l'électricité est 


libre de se mouvoir, 
dM 
(F — c) dr, 


et la force tendant à ramener À à sa position initiale sera 


où C est toujours positif, 
: dM one . . . 
Or nous avons montré que est négatif dans certaines directions ; 


donc, lorsque l'électricité est libre de se mouvoir, l'instabilité dans 
ces directions est accrue. 
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CHAPITRE VIL 


FORME DES SURFACES ÉQUIPOTENTIELLES ET DES LIGNES 
D'INDUCTION DANS DES CAS SIMPLES. 


117. Nous avons vu que l'on peut ramener la détermination de la 
distribution électrique à la surface d'un conducteur à la recherche de 
la solution de l'équation de Laplace 


\ XV XV 
© = 9, 
CT STE 


V étant une fonction de .r, y, 3 qui est Loujours finie et continue, qui 
s’annule à l'infini, et qui prend une valeur constante à la surface de 
chaque conducteur. 

En général, les méthodes mathématiques connues ne permettent 
pas de résoudre cette équation, de facon à satisfaire à des conditions 
arbitrairement données; mais il est aisé de trouver un nombre quel- 
conque de fonctions V satisfaisant à l'équation, et de déterminer 
dans chaque cas la forme des surfaces conductrices, de façon que 
ces fonctions V soient de véritables solutions. 

On voit donc que ce que l'on pourrait appeler naturellement le pro- 
blème inverse, à savoir, déterminer la forme des conducteurs, étant 
donnée l'expression du potentiel, est bien plus abordable que le pro- 
blème direct : déterminer le potentiel, étant donnée la forme des con- 
ducteurs. | 

En fait, tous les problèmes électriques dont nous connaissons la sa- 
lution ont été combinés par la méthode inverse. Il est donc de la plus 
grande importance pour l'électricien de connaître les résultats obtenus 
dans cette voie, puisque la seule méthode qui nous promette la so- 
lution de nouveaux problèmes consiste à réduire ces problèmes 
aux cas de problèmes analogues combinés à l'aide de la méthode in- 
verse. 

On peut tirer parti de deux manières de la connaissance historique 
de ces résultats : si l'on nous demande de combiner un appareil en 
vue de faire des mesures électriques de la plus grande exactitude 
possible, nous pouvons choisir pour les surfaces électrisées des formes 
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correspondant aux cas pour lesquels nous connaissons la solution 
exacte. Si, d'autre part, on nous demande d'évaluer la charge répan- 
due sur des corps de forme donnée, nous pouvons partir d'un cas où 
une des surfaces équipotentielles prend une forme se rapprochant de 
la forme donnée; puis, par une méthode de tâtonnements, nous pour- 
rons modifier le problème, jusqu'à ce qu'il réponde plus exactement 
aux données. Considérée au point de vue mathématique, cette mé- 
thode est évidemment très imparfaile; mais c'est la seule que nous 
ayons, et si nous ne sommes pas maîtres de choisir nos données, nous 
ne pouvons faire qu'un calcul approché de la distribution. Ce qu'il 
nous faut, c'est donc évidemment de connaître la forme des surfaces 
équipotentielles et des lignes d'induction dans autant de cas différents 
que nous en pourrons réunir, et de nous en souvenir. Pour certaines 
classes de cas, ceux qui se rapportent aux sphères, par exemple, 1] v 
a des méthodes mathématiques connues, dont nous pouvons nous 
servir. Dans les autres cas, nous n'avons d'autre ressource que la mé- 
thode plus terre à terre de dessiner par tâtonnement des figures, et 
de choisir parmi elles celles qui s'écartent le moins des figures dont 
nous avons besoin. 

Cette dernière méthode peut, je crois, être de quelque utilité, 
même dans les cas où l’on a obtenu la solution exacte, car je trouve 
que, quand l'œil connaît la forme des surfaces équipotentielles, on 
est souvent conduit à bien choisir la méthode pour la solution ma- 
thématique. 

J'ai donc tracé les diagrammes de plusieurs systèmes de surfaces 
équipotentielles et de lignes d'induction, de facon que le lecteur 
puisse se familiariser avec la forme de ces lignes. Les méthodes au 
moyen desquelles on peut tracer de pareils diagrammes sont exposées 


au & 123. 


118. La première de ces Planches représente les sections des surfaces 
équipotentielles qui entourent deux points ayant des charges d’élec- 
tricité de même nature, et dans le rapport de 20 à 5. 

Chaque point est entouré d'un système de surfaces équipotentielles, 
d'autant plus voisines d'être des sphères qu’elles sont plus petites, 
quoique aucune d'elles ne soit rigoureusement une sphère. Si l’on 
prend pour surfaces de deux corps conducteurs deux de ces surfaces, 
une autour de chaque point, presque sphériques, mais ne l'étant pas 
complètement, el si ces corps sont chargés d'électricité de mème es- 
pèce, le rapport des charges étant de 4 à 1, le diagramme représen- 
tera les surfaces équipotentielles, pourvu que l’on efface les courbes 
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intérieures aux deux corps. On voit par ce diagramme que faction 
entre les corps est la mème qu'entre deux points ayant les mêmes 
charges, qui ne seraient pas exactement au milieu de l'axe de chaque 
corps, mais un peu plus écartés l’un de Fautre que ne sont ces points 
milieux. 

Le même diagramme nous permet de voir ce que sera la distribu- 
tion sur une des surfaces ovales, plus larges d’un bout que de l’autre, 
qui entourent les deux centres. Un pareil corps, chargé de 25 unités 
d'électricité et n'étant soumis à aucune influence extérieure, aura une 
densité superficielle maximum à l'extrémité effilée, moindre à l'autre 
extrémité, et minimum sur un cercle un peu plus voisin du bout ef- 
filé que de l'autre. 

[ v a une surface équipotentielle représentée par une ligne poin- 
tillée, qui est formée de deux nappes se rencontrant au point conique P. 
Ce point est un point d'équilibre, et la densité superficielle pour un 
corps ayant la forme de cette surface serait zéro en ce poinL. 

Les lignes de force forment dans ce cas deux systèmes distincts, sé- 
parés l’un de l’autre par une surface du sixième degré, indiquée par une 
ligne pointillée passant par le point d'équilibre et présentant quelque 
ressemblance avec l’une des nappes d'un hyperboloïde à deux nappes. 

Le diagramme peut aussi servir à représenter les surfaces équipo- 
tenticlles et les lignes de force, dans le cas de deux sphères de ma- 
lière soumise à Ja gravitation, dont les masses sont entre elles 
comme 4 et 1. 


119. Sur la seconde Planche, nous avons encore deux points dont les 
charges sont comme 20 est à 5; mais l’une est positive et l'autre est 
négative. Dans ce cas, une des surfaces équipotentielles, celle qui cor- 
respond au potentiel zéro, est une sphère : elle est représentée sur le 
diagramme par le cercle Q. On verra l'importance de cette surface élec- 
trique quand nous en viendrons à la théorie des images électriques. 

On voit par ce diagramme que deux corps ronds, chargés d’électri- 
cités contraires, s'allirent comme deux points ayant les mêmes charges, 
mais un peu plus rapprochés l'un de l'autre que ne sont les points 
milieux des corps ronds. 

Ici encore, une des surfaces équipotentielles est formée de deux 
nappes, l’une intérieure qui entoure le point dont la charge est 5, 
l’autre extérieure qui comprend les deux corps, ces deux nappes se 
rencontrant en un point conique P, qui est un point d'équilibre. 

Si la surface d’un conducteur a la forme de la nappe extérieure, 
celle d’un corps arrondi comme une pomme et présentant un creux 
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Lignes de force et surfaces équipotentielles. 
e, AP 


M, point où la force est maximum suivant l'axe. 
Q surface sphérique de potentiel zéro; 
La ligne ——.—— est la ligne de force W = 0,1. 





o, B——5,  P, point d'équilil AB. 
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conique à un des bouts de son axe, nous saurons déterminer la den- 
sité superficielle en chacun de ses points. La densité superficielle au 
fond du creux sera nulle. 

Autour de cette surface, nous en avons d'autres qui ont un creux 
arrondi, s'eflacant de plus en plus et finissant par disparaître sur la 
surface équipotentielle qui passe par le point marqué M. 

Les lignes de force de ce diagramme forment deux systèmes séparés 
par une surface qui passe par le point d'équilibre. 

Si nous considérons les points situés sur l'axe au delà du point B, 
nous trouvons que la force résultante va en diminuant jusqu’au point 
double P, où elle s'annule. Elle change alors de signe, atteint un 
maximum en M, après quoi elle décroît d'une manière continue. 

Mais ce maximum n'est qu'un maximum relativement aux autres 
points de l'axe; car, si nous considérons une surface passant par M et 
perpendiculaire à l'axe, M est le point où la force est minimum rela- 
tivement aux points voisins sur cette surface. 


120. La 27. III représeute les surfaces équipotentielles et les lignes 
d'induction dues à un point dont la charge est ro, placé en À et en- 
touré par un champ de force qui, avant l'introduction du point chargé, 
était partout uniforme, en direction comme en grandeur. 

Les surfaces équipotentielles ont chacune un plan asy mptotique. 
L'une d'elles, indiquée par uu trait pointillé, présente un point co- 
nique et une nappe qui entoure le point À. Au-dessous de celle-là, les 
surfaces équipotentielles n'ont qu’une nappe préseutant une dépres- 
sion près de l’axe. Au-dessus, elles ont une partie fermée qui entoure 
À, et une autre nappe séparée présentant une légère dépression près 
de l'axe. 

Si nous prenons pour surface d'un conducteur une des surfaces au- 
dessous de À, et une autre fort éloignée au-dessus de À pour surface 
d’un second conducteur à un potentiel différent, le système des lignes 
et des surfaces comprises entre les deux conducteurs figurera la dis- 
tribution de la force électrique. Si le conducteur inférieur est très 
éloigné de À, sa surface est presque plane, et nous avons là la solution 
du problème de la distribution électrique sur deux surfaces, qui 
toutes deux sont à très peu près planes et parallèles, sauf que la sur- 
face supérieure présente vers son milieu une protubérance qui est 
plus ou moins accentuée, suivant la surface équipotentielle particu- 
lière que l'on a choisie (1). 





(') [our la Note complémentaire à la fin du Chapitre. (C.)] 
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Lignes de force et surfaces équipotentielles. 


AZ 10. 
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121. La PI. IV représente les surfaces équipotentielles et les li 
d’induction dues à trois points À, B ét C, la charge de À t 
de 15 unités d'électricité positive, celle de B de 12 négatives, et 
de C de 20 positives. Ces points sont placés en ligne droite, de f 
que 

AB=—9, BC—1:16, AC =. 


Dans ce cas, la surface au potentiel zéro est formée de deux spl 
dont les centres sont À et C et les rayons 15 et 20. Ces sphères se 
contrent suivant un cercle qui coupe le plan de papier à angle 
en D et D’, de sorte que B est le centre de ce cercle dont le rayo: 
12. £e cercle est un exemple de ligne d'équilibre, car la force r 
tante est nulle en chaque point de cette ligne. 

Si nous supposons que la sphère de centre A soit un conduc 
chargé de 3 unités d'électricité positive et soumis à l'influenc 
20 unités semblables placées en C, l’état de ce système sera représ 
par le diagramme dont nous aurons effacé toutes les lignes intérie 
à la sphère À. La partie de cette sphère qui est au delà du petit ct 
DD’ est chargée négativement par l'influence de C; tout le reste 
sphère est chargé positivement, ct le petit cercle DD’ lui-mème 
une ligne sur laquelle il n’y a point de charge. 

Nous pouvons aussi considérer le diagramme comme reprèsen 
la sphère de centre C chargée de 8 unités d'électricité positive et 
mise à l'influence de 15 unités semblables placées en A. 

On peut encore prendre ce diagramme pour représenter un con 
teur formé des grands segments de sphères qui se coupent en DI 
chargé de 23 unités positives. 

Nous reviendrons sur l'étude de ces diagrammes comme apyplica 
de la théorie des images électriques de Thomson (voir $ 168). 


122. Ces diagrammes seront aussi étudiés avec fruit pour c 
prendre plus clairement le langage de Faraday, qui parle de ligne 
force, de force d'un corps électrisé, etc. 

Sous le nom de force on envisage spécialement cette proprièt: 
l'action qui s'exerce entre deux corps matériels, en vertu de laqt 
les mouvements de ces corps deviennent différents de ce qu'ils aura 
été en l'absence de cette action. Si l’on considère les deux corps 
fois, l'ensemble du phénomène s'appelle tension et peut être di 
comme consistant en un transport de quantité de mouvement d'un 
corps sur l'autre. Lorsque nous ne porlons notre attention que su 
premier des corp, la tension est appelée force motrice ou simplen 
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force agissant sur ce corps, et elle a pour mesure la quantité de mou- 
vement que le corps reçoit par l'unité de temps. 

L'action mécanique qui s'exerce entre deux corps électrisés est 
une tension, celle qui ne s'exerce que sur l’un d'eux est une force La 
force exercée sur un petit corps électrisé est proportionnelle à sa charge, 
et la force par l'unité de charge est appelée intensité de la force. 

- Le mot d'énduction a été employé par Faraday pour désigner la fa- 
çon dont les charges des corps dépendent les unes des autres, chaque 
unité de charge positive étant reliée à une unité de charge négative 
par une ligne qui, sur tout son parcours dans un diélectrique fluide, a 
la même direction que l'intensité électrique. Une pareille ligne est 
souvent appelée une ligne de force: mais 1l est plus correct de l’ap- 
peler une ligne d'induction. 

Or, suivant les idées de Faradayv, la quantité d'électricité d'un corps 
a pour mesure le z7ombre des lignes de force ou plutôt d'induction qui 
émanent de ce corps. Ces lignes doivent toutes se terminer quelque 
part, sur des corps voisins, sur les murs et le plafond de la chambre, 
sur la Terre ou sur les corps célestes; et là où elles se terminent se 
trouve une quantité d'électricité précisément égale et contraire à celle 
qui se trouve sur la partie du corps d'où elles sont parties. En exami- 
nant les diagrammes, on voit qu'il en est bien ainsi. Il n’y a donc pas 
contradiction entre les vues de Faraday et les résultats mathématiques 
de l'ancienne théorie; au contraire, l’idée des lignes de force jette une 
grande lumière sur ces résultats : elle semble nous fournir le moyen 
de nous élever par un enchainement continu de raisonnements, depuis 
les conceptions quelque peu dépourvues de souplesse de l’ancienne 
théorie, jusqu’à des notions susceptibles de plus d’ampleur; elle pa- 

raît ainsi nous ouvrir un champ étendu pour accroître nos connais- 
sances par de nouvelles recherches. 

123. Voici de quelle manière sont construits ces diagrammes : Pre- 


nons d’abord le cas d’un seul centre de force, un petit corps électrisé 


. « . e . . 
avec une charge e. Le potentiel à la distance r est V — PL d'où, si 


e 
nous faisons 7 — y’ nous Lirerons r, rayon de la sphère pour laquelle 


le potentiel est V. Si maintenant nous donnons à V les valeurs 1, 2, 
3, ..., et si nous traçons les sphères correspondantes, nous obtien- 
drons une série de surfaces équipotentielles, dont les potentiels sont 
ceux qui sont mesurés par les nombres naturels. Les sections de ces 
sphères par un plan passant par leur centre commun sont des cercles 
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qui peuvent être marqués chacun du nombre qui représente son po- 
tentiel. Ces sections sont représentées par les demi-cercles pointillés 
sur la partie droite de la fig. 6. 

S'il y a un autre centre de force, nous pouvons de mème tracer les 


Fig: 6. 




















surfaces équipotentielles qui lui correspondent; si maintenant nous 
voulons trouver la forme des lignes équipotentielles dues à ces deux 
centres simultanément, nous devons nous souvenir que si V, est le po- 
tentiel dà à un point et V, celui qui est dù à l’autre, le potentiel dû 
aux deux sera V— V,+ V,. Donc, puisqu'à chaque intersection des 
surfaces équipotentielles nous connaissons V, et V,, nous connaissons 
aussi la valeur de V. Si donc nous menons une surface qui passe par 
toutes les intersections pour lesquelles la valeur de V est la même, 
cetle surface coïncidera avec la véritable surface équipotentielle en 
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toutes ces intersections ; et si, dans les systèmes primitifs, on a tracé 
les surfaces suffisamment rapprochées, la Rouvelle surface pourra être 
tracée avec tel degré de précision que l’on voudra. Les lignes équipo- 
tentielles dues à deux points dont les charges sont égales et contraires 
sont figurées à droite sur la és. 6. 

Cette méthode peut être appliquée au tracé d'un système quelconque 
de surfaces équipotentielles, lorsque le potentiel est la somme de deux 
autres pour lesquels on a déjà tracé les surfaces équipotentielles. 

Les lignes de force dues à un seul centre de force sont des lignes 
droites rayonnant autour de ce centre. Si nous voulons représenter par 
ces lignes l'intensité aussi bien que la direction de la force en un point, 
nous devons les tracer de facon qu’elles interceptent sur les surfaces 
équipotentielles des parties sur lesquelles l'intégrale de surface de l'in- 
duction a une valeur déterminée (1). La meilleure manière de le faire est 
de supposer que notre figure plane soit la section d’une figure de l’es- 
pace engendrée par la rotation de la figure plane autour d'un axe pas- 
sant par le centre de force. Toute ligne droite rayonnant à partir de ce 
point et faisant avec l'axe un angle 6 décrira un cône, et l'intégrale de 
surface de l'induction qui s'exerce à travers la partie interceptée par 
ce cône sur une surface quelconque, du côté de la direction positive 


de l'axe, est 
27re(1— Cos6). 


Si nous supposons, en outre, que la surface est limitée à son intersec- 
tion avec deux plans passant par l'axe et inclinés l'un sur l'autre d’un 
angle dont l'arc est égal à la moitié du rayon, l'induction à travers la 
surface ainsi limitée est 

e(1 — cosû). 
Nous poserons 
e(i1— cos0) — 2%, 
d'où 
0 — are cos(i—2©). 


Si maintenant nous donnons à D une série de valeurs 1, 2, 3,...,e, 
nous trouverons une série correspondante de valeurs de 0, et si e est 
un nombre entier, le nombre des lignes de force correspondantes, y 


compris l’axe, sera égal à e. 
Nous avons ainsi une méthode pour tracer les lignes de force, de 


(1) [Voir le commentaire relatif à la construction des lignes de force dans la 
Note Il, à la fin du Chapitre. (C.)] 
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façon que la charge d'un centre soit indiquée par le nombre des lignes 
qui rayonnent de ce centre, et que l'induction à travers une surface 
limitée de la façon qui a été décrite ait pour mesure le nombre des 
lignes de force qui traversent cette surface. Les lignes droites poin- 
tillées, à gauche de la fig. 6, représentent les lignes de force dues à 
chacun des deux points électrisés dont les charges sont + 10 et — 10. 

S'il y a deux centres de force sur l'axe de la figure, nous pouvons 
tracer les lignes de force pour chacun des axes correspondant aux va- 
leurs +, et #,; et, en menant des courbes par celles des intersections 
de ces lignes pour lesquelles la valeur de +, + +, est la même, nous 
pouvons trouver les lignes de force dues aux deux centres, et de même 
nous pouvons combiner deux systèmes quelconques de lignes de force, 
symétriquement situés de part et d’autre d’un mème axe. Les courbes 
en trait plein, sur la gauche de la fig. 6, représentent les lignes de 
force dues à l’action simultanée des deux points électrisés. 

Après que l’on a construit par cette méthode les surfaces équipoten- 
tielles et les lignes de force, on peut vérifier l'exactitude du dessin, eu 
observant si les deux systèmes de lignes sont toujours orthogonaux et 
si la distance des surfaces équipotentielles consécutives est à la dis- 
tance des lignes de force consécutives comme la demi-distance à l’axe 
est à l'unité de longueur adoptée dans le tracé. 

Dans le cas d’un pareil système, de dimensions finies, la ligne de 
force, dont f'indice est +, a une asÿmptote qui passe par le centre élec- 
trique ($ 89 d) du système, et qui est inclinée sur l’axe d'un angle dont 


. p , « 
le cosinus est 1— 2—> e étant la charge totale du système, pourvu que 


+ soit plus petit que e. Les lignes de force dont l'indice est plus grantl 
que e sont des courbes fermées; si e est nul, toutes les lignes de 
force sont fermées. 

Les lignes de force correspondant à un champ de force uniforme pa- 
rallèle à l'axe sont des parallèles à l'axe, dont les distances à l’axe sont 
les racines carrées d'une progression arithmétique. 

La théorie des surfaces équipotentielles et des lignes de force dans 
le plan sera donnée quand nous en viendrons à la théorie des fonctions 
conjuguées (!). 


(") Voir un Mémoire Sur le mouvement de l'électricité dans les surfaces con- 
ductrices, par le professeur W.-U. Suiru (Proc. Roy. Soc. Edinb., 1869-30, p. 79 )- 
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NOTE I, 


Relative à la construction de la Planche III. 


Par M. À. CORNU. 


Les données (120) de la 27. 711 sont insuffisamment définies, puisque Îles para- 
mètres qui déterminent le champ électrique uniforme ne sont pas indiqués. 

En raison de l'importance de ce cas particulier (peut-être moins facile que Île 
cas général), nous recommandons au lecteur l'étude suivante, qui consistera à 
retrouver graphiquement le paramètre déterminable : ce sera l'occasion de re- 
constituer dans ses détails la construction de cette Planche, dont la description 
est un peu trop sommaire dans le présent Chapitre. 

Le premicr problème à résoudre est celui-ci : 


Étant donnée la PI. II], qui represente des surfaces équipotentielles et les 
lignes de force d'un champ électrique primitivement uniforme, déformées par 
la presence d’un point À, dont la charge est définie (A — 10). delerminer la 
constante caractéristique du champ avant l'introduction du point electrise. 


Le champ primitif avait pour surfaces équipotentielles des plans parallèles 
\, TT Ve zr. 


\, ct à étant deux constantes : le cocfficient æ est la caractéristique de ce champ 
uniforme, car la force exercée sur l'unité de masse électrique placée en un point 
quelconque est constante en direction et en grandeur. La direcuon est celle de 


l'axe des æ; la grandeur est 
av. 


— 2 . 
dx 
V, est un paramètre arbitraire indépendant de la grandeur de cette force. 
L'introduction du point chargé de la quantité À ajoute au potentiel, en chaque 
point (zy), la quantité 
A 


V —" — 
V7? -- 3 
{l'axe des } étant une perpendiculaire quelconque à l'axe de révolution du champ 
et l'origine des coordonnées au point électrisé ). 
Le potentiel total sera donc 


Ve VV Noa et —— 





On voit que les surfaces équipotenticlles (qui sont de révolution autour de l'axe x) 


PLU bis 
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ont pour plans asymptotiques les plans 
Vi, : 1x. 


Première construction. -- 1 résulte de la valeur de V (qui représente l'équa- 
tion de la méridicnac de ces surfaces) que si l'on trace un cercle 


À 
© 


-V, — const., 
\ T° . Lu 


l'abscisse x du point d'intersection avec les courbes équipotentielles satisfera à la 
condition 
V\=\, -\, 1 T. 


Par conséquent les variations des abscisses du point d'intersection seront propor- 
tionnelles aux variations du potentiel, d'où 


V—\V —- (x -r'). 


Si donc deux courbes équipotentielles correspondant aux valeurs V et V” sont 
coupées par un mème cercle concentrique au point électrisé, les abscisses z,.r" des 
points d'intersection donneront la constante x du champ 


V -\ 

Mais les courbes équipotenticlles de la 27. ZII ne portent aucune indication don- 
nant Îles valcurs de V. On ne peut donc pas déduire de cette construction seule la 
grandeur de z en valeur absolue: on peut seulement vérifier graphiquement que 
les courbes équipotentielles correspondent à des variations égales de potentiel. 
En effet, un cercle (PJ. ZIZ bis) coupe toutes les courbes qu'il rencontre en des 
points dont les abscisses sont équidistantes (voir l'échelle à droite); la distance 
constante qui les sépare est égale sensiblement à 0°,5, en prenant le centimètre 
pour unité de longueur. On tire donc de cette construction les conditions 


À >< 0,9 DA -\,, 


n étant le numéro d'ordre d'origine arbitraire des courbes successives. 


Seconde construction. — On peut arriver à déterininer le coefficient à en trai- 
tant le probléme d'une autre manière : au lieu de considérer l'intersection de deux 
courbes V et V' par un mème cercle, faisons l'inverse; considérons Pintersection 
de la même courbe équipotentielle N par deux cercles de rayon r, et r,; on aura 


d'où 


a 1 
Z(T,  4,) \(—--—) 
\r: 
À est connu, r, et r, sont choisis, .r, et, sont mesurés sur la figure : 2 est donc 
déterminé. 
La 27. III bis permet de faire cette determination graphique; on a tracé deux 
cercles de ravon arbitraire 


[2 D,1t, 4 1,90, 
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l'units de longueur étant le centimetre. et res deux cerrls coupent diverses 
courbes cquipotentielles qui touts donnent le mème resultat avec une approxi- 
Malion en rapport avec la precision du dessin. presision ass-z limitée. L'iater- 
srtuon de ces deux cercles avec le courbe: aumerutées nñ 1. 15. 1% 19. 20 
Un — étant la premiére à partir du bas: donne pur abscisces x . r, les points 
marques :. / : sur la druite de la PI. ZI bis. ve qui conduit. pour x -r.. aux 
nombres suivants : 


1,00, 2.14. 2e 2.15, 2,10: MOYENNE #13. 


On rr-connait d'ailleurs que les abscisses pour “haque cercle sont équidistantes 
d'environ 9.5: on en conclut la valeur 
16 1 { 


z - —— — —— } -1,36, 
MTL ».1e ue | ts 





avec une approximation qui ne peut gucre dépasser -L, puisque la grandeur à 
mesurer { sur une Planche reproduite plusieurs fuis par la gravure et la typographie) 
n'est que de 6,02, l'erreur pouvant atteindre } millimètre. 

Ouoi qu'il en soit, on conclut. pour la variation constante de ptentiel de l'une 
à l'autre de- courbes, la valeur approvimative 


Vi Vn = 03902 = 0.7. 


Verification. — Le point double est celui où la force résultant -<t nulle (11?) 


e. 
v 


Z * dy —* V=V.-r--A(S + y) 
on en conclut 
_3 _3 
2 —Ar(r + y?) ? 0. Ap(x-— 3°) 2 =, 
dont la solution fournit le point cherché 
: A 
2 


 -O TT V 


z —1.9140:; 


Substituant À —-:0, 


un en tire 
Tr 1,54. 
4 


La mesure directe sur la PL. III bis donne 
ZI : r.1. 


Remarque. — Supposons que l'auteur ait choisi en nombre rond x = 2,50. Si 
l'on prend cette valeur comme point de départ. on trouve 


d'où l’on tre, pour A = 10, 
Z =1,000, 
ce qui conduit à 
Vu —V, 0.80. 
c'est-à-dire le nombre rond voisin du chiffre o,-- trouvé plus haut. 


LA 
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Construction des lignes équipotentielles. — En résumé, les courbes équipo- 
tentielles de la PL. JII peuvent avoir été construites conformément à la règle du 
$ 123, de la manière suivante : 

On a tracé vingt-cinq droites horizontales distantes de 0,05; elles représentent 
les lignes équipotenticlles du champ uniforme primitif et, par suite, les asym- 
ptotes des courbes équipotentielles résultantes (les deux extrèmes paraissent 
former les bords horizontaux du cadre de la figure). Sur la treizième ligne, ou 
celle du milieu, on a placé le point A supposé chargé de 10 unités d'électricité. 

Pour simplifier, on a supposé que le point d'équilibre (112) était placé cinq 
lignes plus haut, à 2°,5 du point A. 

Cette condition définit la constante du champ, puisque la force exercée sur 


l'unité d'électricité par le point À cest Zi et celle exercée par l’action du champ 


cst z 
: A 
2 xt? 
d'où 
2 —1,60. 


Les lignes équipotentielles du champ 
VV 1,607 
correspondent donc à des accroissements de 1,60 x 0,5 = 0,8 de potentiel 
—V --0,8. 


Comme les lignes équipotentielles résultantes sont le licu des points dont la 
somme V,+V, est constante, il est naturel de choisir pour Îles rayons 7 des 
cercles 

V, = —) 
3 r 
donnant pour V, des valeurs croissant aussi de 0,8 en 0,8. De cette manière, 
chaque droite fournira directement un point d'une mème ligne. 
On a donc dù poser, pour simplifier, 


V-=0,8 « p, 
d'où 


P étant un nombre entier positif, ce qui donne, en commencant à p = 2 (car la 
demi-hauteur du cadre est d'un peu plus de o",06) et allant jusqu’à p — 13, la 
série suivante des rayons : 


Pr... 2 3 4 9 6 y 
Passsssessesseses 6,29 4,1 3,1) 2,90 2,08 1,70 
Pr... s) 9 10 11 12 13 
Passnseresesesese 1,90 1,39 1,29 1,14 1,04 0,90 


On joint par un trait continu les points d'intersection, tels que V,+V, - const. 
On doublerait le nombre des points (ce qui est utile dans plusieurs régions), 
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cn intercalant une ligne dans chaque système, c’est-à-dire en adoptant pour la 
raison de la progression arithmétique de V, ct de V, une valcur moitié moindre. 

(Nous engageons le lecteur à exécuter cette épure, qui est la plus simple de 
toute la série, et cependant l'une des plus instructives.) 


Graduation des lignes équipotentielles. — On conclura aisément de cette con- 
struction le nombre caractéristique de chaque ligne équipotentielle, à une con- 
stante près V,, car cetle constante reste indéterminée. 

Pour simplifier, nous la supposerons nulle, ce qui revient à donner la carac- 
téristique zéro à la ligne équipotentielle qui passe par le point double; elle avait 
été numérotée 20 précédemment. 

La différence constante V,,, —V, étant égale à 0,8, on calculera aisément la 
Table suivante, qui donne la valeur du potentiel V sur chaque ligne numérotée 
sur la figure, de o à 20. L'unité de potentiel est la mème que l'unité de travail : 


n \ | ni. V. nn. V. 
CORRE :6,0 rss... 8,8 | :18............. 1,6 
Dossocesccseoss 15,2 LUE 8.0 IDeessessse.se 0,8 
Désrsseresseusee 14,1 Less cuussusese 2 DO. 0 
SRE 13,0 CEE 6,4 Docs oosrer.es -—0,8 
iii... 12,8 13............... 3,0 QDussssessresee —1,6 
Disessessererses 12,0 14............... 4,8 23,........... —2, 
H............... 11,2 1e... 4,0 | 24e cu... —3,2 
mosessesesssssse 10,4 16............... 8,7 | 

SE 90 PTosssssssesss... 2,1 


Grandeur de la force en un point du champ. — Pour compléter cette con- 
struction, il n’est peut être pas inutile de rappeler que ce diagramme suffit à cal- 
culer la grandeur de la forec en un point par la formule 


R = —— 


(votr p. 15), dV étant la variation de potentiel entre deux surfaces équipotentielles 
dont dy est la distance comptée sur une normale commune. Bien que cette rela- 
lion ne convicnne rigoureusement qu'à des surfaces infiniment voisines, on peut 
l'appliquer au cas où les surfaces tracées graphiquement sont seulement trés voi- 
sines : l'erreur résultant de ce fait ne dépasse pas celle que l'incertitude du tracé 
“raphique laisse exister. 

Considérons, en particulicr, les deux lignes numérotées © el 1 : la différence 
dV =0,8 et leur intervalle de - 0,5 sensiblement, d'où a 1,0. 

Ce nombre est cxprimé en unité de force; elle à été adoptée pour calculer V 
qui est un travail; c’est en même temps l'unité de force qui a servi à définir A 
ou les 10 unités d'électricité dont le point est chargé. 

On voit que cette unité est indéterminée et que là figure en cst indépendante. 
Si l'on a adopté le gramme-force et le centimètre pour définir l'unité électro- 
statique, l'unité est le gramme-force; si l'on à adopté le système C.G.S., la force 
calculée ci-dessus cest c\primée en drnes. 


Cas où le paramètre des surfaces équipotenticelles crottrait par degres 
vgauzxz à l'unité. -- Jusqu'ici nous avons considéré la PL. JII en elle-même, avec la 
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seule indication numérique qu'elle comporte, À = 10. Comme aucune graduation 
n'indique les valeurs du paramètre V des surfaces équipotentielles, nous en avons 
cffectué la détermination indépendamment de toute hypothèse arbitraire autre 
que Île choix du centimètre pour l'unité de longueur. 

Il parait résnlter des premières lignes du $ 123 que l’anteur, passant sous si- 
lence la question de l'unité de longueur, a adopté l'unité pour variation du para- 
mètre V, en passant d’unc surface équipotenticile à une autre. On aurait donc 


Vus —— \, —{. 
Comme on ne peut pas se donner à la fois l'unité de potentiel, l’unité d'électricité 
et l’unité de longueur, si nous adoptons la condition ci-dessus V,,,—V,—=1,il 


nous faut changer l'unité de longueur ; soit & la grandeur de cette unité exprimée en 
centimètres, chaque mesure z de longucur cxprimée primitivement en centimètres 


(4 , T Q s Q A . 
scra représentée par 2° suivant la nouvelle unité; le potentiel V — z devien- 


Au , . . , , . …., 
dra T° est-à-dire sera multiplié par u. La variation V,,, — V,, qui était égale 


à 0,8, deviendra 0,8 > u 1, d'où 


L'unité de longueur doit donc ètre de 1°,25 pour que le dessin figure avec A : 10 
des surfaces équipotentielles dont le paramètre varic d’une unité. 

Dans ce cas, ce sont les numéros d'ordre des courbes qui représentent Îles vu- 
leurs des paramètres à une constante près V,. 


V—v . V—\! | 1 
La constante à = ———., devient & —— = 1,25 X 55 — 2,50. 


Cette unité de longueur &w ::1,25 parait au premier abord singulière; mais 
clle est si rapprochée de la valeur d’un demi-pouce anglais + 2,52 — 1°,26, qu'on 
est fondé à penser que le dessin original a été construit en prenant Île demi-pouce 
anglais comme unité. Le lecteur exprimera aisément les données adoptées dans 
cette hypothèse; les résultats sont simples, parce que le cinquième du pouce an- 
glais équivaut sensiblement au demi-centimètre. 


Lignes de force. — I reste à examiner brièvement comment les lignes de force 
ont été tracées; on a suivi la règle du $ 123, en joignant les points d’intersection 
des lignes de force rectilignes divergeant du point électrisé À et les lignes de 
force parallèles du champ uniforme, de telle manière que, sur chaque courbe, la 
somme des indices caractéristiques soil constante (voir la Note II, à la suite 
de celle-ci). 

Il est certain d’abord que les lignes de force résultantes sont, au point A, tan- 
gentes aux lignes de force de ce point. La PL. III bis montre qu'il y a neuf courbes 
qui se croisent en ce point, ce qui fait dix lignes de force, en comptant l'axe de 
révolution, conformément à la règle donnée (p. 196) «de manière que la charge 
d'un centre soit indiquée par le nombre de lignes qui rayonnent de ce centre ». 
On a donc employé le systéme de dix lignes de force rectilignes, représenté deux 
fois /ig. 6, partie gauche. 

Les angles 8 que ces dix droites font avec l'axe de figure satisfont, comme on 
l'a vu, à l'équation 


1 » D 
6 are cos (1 _— —)? 
e 
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2 , , , . , 1. , 
— étant égal à unc série de nombres en progression arithmétique, telle que lar- 
e 

gument du cosinus passe de — 1 à --1; : prend donc dix valeurs équidistantes, 
depuis zéro (qui sert d'origine) jusqu'à PL d'où 


D 
e 0,1; 0,”?, 0,9, .…. 1,9. 


On en conclut la Table suivante : 


6, -- o°o’, 0, —101°3à", 
6, - 36°52", 6, :=113°35", 
0, :3°87, 6, -=126°02", 
6, - 66"25, 6, 143°87, 
6, -8°28", 8, = 180°0”. 
,. ww, 


uw 


Ce sont, en effet, les angles qu'on peut mesurer sur la figure après avoir tracé 
de sentiment les tangentes aux lignes de force issues du point A. 

Quant aux lignes de force du champ uniforme, on peut les définir en considé- 
rant ce champ comme la limite du champ électrique d'un point électrisé qui 
s'éloigne jusqu’à l'infini, et dont la charge croit de manière que laction sur 
Funité d'électricité conserve la valeur choisie 2. 

Si l’on appelle g la charge du point électrisé et x la distance à un point fixe, 
on aura 

(1 


. ’ 
lim - 2, 
Tr 


ou constante caractéristique du champ. 

Les surfaces coniques de révolution qui, dans le cas du point à distance finie, 
découpent l'espace en régions dont l'induction est représentée par 47(1, 2, 3, ...), 
sc changent en cylindres parallèles à la direction de la force correspondant aussi 
à 57(1,2,3,...,n). 

La mesure de cette induction divisée par 47 étant (123) 


tr —cosh) 


(voir la Note IT qui suit}, g étant la charge du point, devra ètre égale à 5,2, 3....,n; 
on écrira 


L , ee Th 9 
3 Le ( — cos6) 7 73% sin? — D LE 


._ € . 6 9 , 
Passant à la limite 2 =aetrsin-:-£, p étant le rayon de la calotte sphé- 
2 


rique devenuc plane, 


d’où 
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Ici x- :1°,60; on aura donc, pour les distances à l'axe des lignes de force sucecs- 
SIVCS, 


0, “1.281147, 


d'où l'on déduit à Table suivante : 


5, © 1OR, 5, 3,24 On “474 
6, »,74 Pu -: 3.87. Djo = 00, 
Es — 2,74 03 48, On 2,25, 
0, 10, Da © 447 Dia © 948. 


La construction par points des lignes de force consiste, suivant la règle donnéc 
(P- 195), à joindre par un trail continu les points pour lesquels la somme algébrique 
des indices de 3 et de 2 est constante, 


Graduation des lignes de force. — Cette somme constante représente, comme 
on le verra démontré dans la Note IT, la mesure de l'induction à travers la 
surface de révolution dont les lignes sont les méridicnnes. 

I y a, au premier abord, indétermination dans le signe relatif à donner aux 
indices de 0 et de 5. Mais l'indétermination se lève aisément par la considération 
du point neutre. En effet, si l’on considère les lignes de force du point À supposé 
chargé d'électricité positive, on doit les numéroter dans le sens positif 6,,6,,...,8,, 
à partir de la vertirale du point A. 

Le champ uniforme peut ètre considéré comme la limite du champ d'un poiut 
électrisé, qui s'éloigne vers l'infini sur la verticale du côté du bas de la figure. 
Le point neutre étant du côté du haut, le point infiniment éloigné doit ètre con- 
sidéré comme chargé négativement, puisque les forces issucs des deux points s'an- 
nulent, quoique dirigées dans le mème sens; d'où l'on conclut que le numérotage 
des lignes de force, dans le mème sens que ci-dessus, doit correspondre à des 
indices négatifs 5, 0. Pris... 

Le lecteur trouvera aisément que la ligne de force ponctuée qui passe par le 
point neutre formé par les points 0,9_,, 8,p_., ..., doit avoir l'indice zéro; au- 
dessus les lignes de force ont les indices négatifs — 1, — 2, — 3,...; au-dessous 
les indices positifs —#, 9, 4, 4, ..., 09. 

Ces dernières sont issues du point À, et sont tangentes aux lignes de force rec- 
tilignes de ce point. 

D'autre part, les parallèles 5 ,, 0... ... sont les asymptotes de ces lignes. 

Toutes les lignes de force sont indiquees PT. IT bis (partie de gauche) par les 
lettres .., du, ss Wu, M cc We 


Équations des deux systèmes de lignes. — Les lignes équipotenticlles de la 
figure ont évidemment pour équation 





VV ac + —: Const. ; 





les lignes de force cn sont les trajectoires orthogonales : de la condition dV = 0, 
qui est une équation différentielle des lignes équipotenticlles, on tire, en changeant 
dx en dy et dy cu dx, l'équation différentielle des lignes de force 


3 
»—ady - A(z'+):) 1(rdy -J dr), 
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- TZ 
qu'on intègre en prenant pour variables y el « =; 


à 
o::27 dy +AG--u!) 1 du. 


On cn tire l'équation en termes finis 





dant la discussion n'offre aucune difficulté. 
Nous nous bornerons à remarquer que l'angle 8, sous lequel la courbe coupe 
l'axe des x à l’origine, cst donné par 


A cos — C, 


expression à laquelle se réduit l'équation ci-dessus lorsqu'on y fait r — o et y =o. 


Remarque. — Cette équation peut s’obtenir directement d’après la construction 
générale ®, -+ D, — const., qui se traduit, pour deux points de charge e ct e', par 
la condition 


e(i1— cos8) -— e’(1 — cos8") — const. 


Dans le cas de la figure e :- À, e’ est de signe contraire et s'éloigne jusqu’à l’in- 
fini; la vraic valeur de e’(1 — cos6) s’obtiendra, comme ci-dessus, en écrivant 
._., , . e' . ,Ô 3 
lime'(1 — cos0") -= lim — .r'2 sin? - — — a T_., 
I 2 2 


y étant la limite de x sin. 
Il vient alors, cn substituant la valeur de cosô — + __, 
vai + y! 


,2 


L + 
A TVR X— = const., 
| T+y 2 


qui reproduit le résultat ci-dessus. 
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CT 


NOTE Il, 


Relative au tracé des lignes de force dans le cas où le champ électrique 
est symétrique autour d'un axe de révolution; 


Pan MM. A. CORNU er À. POTIER. 


Le lecteur peut sc demander d’abord dans quel but l’auteur donne, dans le cas 
présent, une construction géométrique spéciale des lignes de force. 

En effet, les surfaces équipotentielles correspondant à des variations égales de 
potentiel donnent unc représentation complète du champ magnétique, puisque la 
force est en chaque point normale et en raison inverse de leur espacement. Le 
tracé d'un certain nombre de trajectoires orthogonales, mème régulièrement 
distribuées, n’ajoute donc rien à la connaissance du champ. 

On peut dire toutefois que, si le tracé d’un certain nombre de lignes de force 
n'est pas nécessaire pour caractériser les propriétés du champ, ces lignes ortho- 
xonales ont l'avantage d'en achever en quelque sorte la peinture en montrant une 
série de trajectoires que suivrait une molécule électrique supposée sans inertie 
sous l'influence de la force existant en chaque point du champ. 

H est alors naturel de choisir une Toi pour la succession de ces trajectoires, afin 
de les distribuer d'une manière régulière sur la surface du réseau. 

La loi de cette succession étant arbitraire, on pourrait la définir par la condi- 
tion d'offrir à l'œil une répartition simple ou élégante dans une région donnée du 
champ. En voiri deux exemples dans le cas de la PL. ZIZ étudiée ci-dessus : 

1° On pourrait demander que les lignes de force émanées du point À fussent 
également inclinées les unes sur les autres à leur point de croisement. 

Ce mode de distribution aurait avantage de bien peindre l’ensemble des tra- 
jectoires d’une molécule électrique aboutissant au point À, mais elle aurait l'in- 
convénient de nc donner, par le tracé direct, aucune ligne de force au delà de la 
courbe ponctuée, qui passe par le point double : elle omettrait toutes les trajec- 
toires des molécules électriques qui, bien qu’infléchies par la présence du point 
électrisé À, ne passcraient pas par ce point (!). 

2° On pourrait imposer la condition que les asymptotes des lignes de force 
soient équidistantes. Dans le mode de distribution, le réseau représentatif du 
champ, à partir d’une certaine distance du point A, sc réduirait à un système 
de droites équidistantes orthogonales, car les asymptotes des lignes équipoten- 


——————————  ———_—_—_—_— — ——_—— 


(‘) La construction, déduite de l’équation donnée p. 206, donnerait toutefois, pour des 
valeurs convenables de la constante C', les courbes situées au delà du point d’équilibre. 
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ticiles et des lignes de force sc réduiraient aux lignes correspondantes d’un champ 
uniforme qui sont des droites rectangulaires. On aurait ainsi une image assez 
simple de la déformation des lignes de force d’un champ uniforme causée par la 
présence d’un point électrisé. 

On voit par ces deux cxemples combien on pourrait varier la distribution des 
lignes de force sans cesser d'offrir une interprétation intéressante des lois ar- 
bitraires dont on aurait fait choix. 


Loi de distribution des lignes de force. — La loi de distribution choisie par 
Maxwell n'a pas seulement pour but de déterminer un réseau facilitant l’intelli- 
sence intuitive de certaines particularités du champ : elle offre un intérêt beau- 
coup plus grand, qui ne peut ètre bien compris que si l'on est familiarisé avec le 
sens que Maxwell attribue au mot induction (75). On va essayer de la définir 
surtout au point de vue du lecteur moins accoutumé au langage de Faraday qu’à 
celui de Coulomb; comme cette définition est l'une des notions les plus impor- 
tantes de l'Ouvrage, on nc saurait trop la préciser pour pouvoir l'appliquer en- 
suite aux diverses branches où nous la verrons reparaltre. 

Le point de départ sera pour nous Île suivant. 

Étant donné un point À chargé d'une masse électrique e, l'intensité R, c'est- 
à-dire la force que ce point exerce en un point de l’espace quelconque sur l'unité 
d'électricité, est, d'après la loi de Coulomb, 


e 
R = Th 


Cette notion de la force due à un point électrisé, en un point de l'espace, est. 
indépendante de la question de savoir s’il cxiste réellement ou non en ce point 
l'unité d'électricité. 

Imaginons maintenant un élément de surface où dS entre d’une manière quel- 
conque ; calculons l’action du point À sur cet élément comme s’il existait sur 
cet élément autant d'unités d'électricité que d'unités de surface; on aura 


dS x R eds . 
Fr 


La composante normale à l'élément dS 


R cose dS : 


e dS cos e 
TT = e dv, 


ds co 


se |, - 
cur on reconnaît dans 3 l'expression dw ($ 76) de la surface de la sphère 


de rayon 1 concentrique au point À, comprise dans Île cône aÿant pour base 
l'élément dS : c’est ce qu’on nomme souvent angle solide sous-tendu. 

On remarquera l’importance de l'angle solide sous-tendu par le point agissant, 
puisque la composante normale sur l'élément de surface ayant l'unité pour den- 
sité électrique ne dépend ni des dimensions de l'élément superficiel, ni de son 
inclinaison, mais seulement de la charge du point électrisé ct de l'angle sous le- 
quel il voit cet élément. 

C'est cette expression R cose dS que Maxwell prend d’une manière abstraite 
comme définition de l'induction à travers un élément de surface dS. Il y aurait 
peut-être à critiquer le choix de ce mot, qui est employé par les physiciens dans 
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un autre sens, ainsi qu'on l’a fait remarquer (p. 91) : le sens ordinaire est purement 
qualitatif; ainsi on dit les phénomènes d'induction, la charge par induction, ete. 
Maxwell donne à ce mot un sens quantitatif en lui donnant pour défini:ion l'ex- 
pression R cose dS. 

Les critiques qu'on pourrait adresser au choix de ce mot s'effacent à mesure 
que l’on sc familiarise avec les conséquences de cette définition et qu’on l'applique 
au calcul du phénomène. On reconnait bientôt que cette définition cst destinée à 
préciser l’idée vaguc qu'on se fait de l’action à distance des corps électrisés sur la 
surface d'un conducteur et qu'elle pourra permettre de calculer, par exemple, la 
répartition de l'électricité induite sur cette surface, etc. | 

Dans un autre ordre d'idées, l’angle solide sous-tendu par une surface mesure 
la portion du rayonnement lumineux, le flux calorifique qui émanc de la source 
lumineuse ou calorifique d'intensité un : ici ce /?ux, d'une nature particulière, 
est ce que Maxwell appelle l'irduction. 

De mème que les rayonnements lumineux ou calorifiques s'ajoutent, de mème 
aussi s'ajoutent les inductions dues à deux ou plusicurs masses électriques. En 
cflet, les composantes normales R cose se composent par addition algébrique, de 
sorte que la valcur de l'induction due à plusieurs masses électriques e, e”, e”,... 
aura pour valeur 


(Rcose : R'coses : R'cusz” 1...) dS .edw -e’dw'-1-e”"de”  ..., 


c'est-à-dire la somme des produits de chaque masse électrique par l'angle sous 
lequel de chacun des points on voit l'élément de surface ds. 

On aura donc, cn appelant maintenant R l'intensité de la résultante de toutes 
les actions, c'est-à-dire l'intensité du champ électrique au point où sc trouve l’élé- 
ment de surface GS ct € l'angle que fait R avec la normale mème du côté positif 
de la surface, l'expression qui mesure l'induction 


IR cose dS — Xe du. 


le signe Y s'appliquant à toutes les masses électriques du champ. 
Si l'on fait la somme des inductions, relativement à tous les éléments 4S d'une 
portion finie de surface, l'induction totale est donnée par l'intégrale 


ff KR coss GS 2 Y f fav 


qui est égale, comme on le voit, à la somme des produits de chaque masse élce- 
trique par l'angle sous lequel elle voit cette portion de surface. 

Si la surface est fermée, chaque angle solide a évidemment pour mesure 47, 
surface de Ta sphère de rayon égale à l'unité. On a alors pour valeur de linduc- 


tion 


théoréme fondamental de l'électrostatique {$ 36). 


Construction par points des lignes de force. — Nous pouvons maintenant 
revenir au point de départ el comprendre l'importance de la loi de répartition 
des lignes de force que l'auteur a choisie dans ses diagrammes, ainsi que lc mode 
de construction qu'il en donne. 

La condition adoptée consiste à découper sur toutes les surfaces équipotentielles 


Tr. d'Élect. et de Magn., 1. 1 
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des aires sur lesquelles l'intégrale de surface [fr cose dS, c'est-à-dire la va- 
. Le 


leur de l'induction croît comme la série des nombres entiers. 

Si les surfaces équipotentielles étaient quelconques, cette condition pourrait 
n'avoir aucun rapport simple avec les lignes de force; mais, dans Île cas des dia- 
grammes où les surfaces équipotentielles sont de révolution, si l'on convient que 
les aires découpées sont limitées par des cercles ayant pour axes l'axe de révolu- 
tion, on va démontrer que le lieu de tous ces cercles est une surface de révolu- 
tion ayant unc ligne de force pour méridienne. 

D'où il résultera que la construction d'une série de cercles, à travers lesquels 
l'induction cest la même, équivaut à la construction d'unc série de points appar- 
icnant à une mème ligne de force. 

En effet, la surface équipotentielle étant de révolution, comme dans Île cas des 
diagrammes où les masses électriques e..e’, e” sont situées sur une mème droite, 
chaque ligne de force est nécessairement dans un plan passant par l'axe. 

Si l'on se reporte à la définition du tube d'induction (surface licu des lignes de 
force qui passent par le périmètre d'une courbe fermée), on sait que l'induction à 
travers une section quelconque de ce tube est la mème. 

Si donc on prend comme base du tube d'induction un cercle concentrique à 
l'axe de figure du champ, les lignes de force formeront nécessairement, par raison 
de symétrie, une surface de révolution. À travers toute section normale à l'axe, 
c’est-à-dire à travers toutes les sections circulaires du tube, l'ëncduction sera la 
mème qu'à travers Île cercle de base. 

Donc, inversement, le licu de tous les cercles d’égale induction est une surface 
de révolution ayant pour méridienne une ligne de force. 

La valeur de l'induction, étant égale à la somme des inductions relatives à 
chaque point, scra égale à la somme des produits de la masse électrique du point 
par l’angle sous lequel de ce point on voit le cercle, 

Examinons l'expression d'un de ces produits : si 9 est le demi-angle au sommet 
de ce cône de révolution, on aura, pour l'angle solide, 


,2T , 
f d'? f d5 sin0 -:27(1— cosf) 
“0 0 
et par conséquent, pour l'induction, »7e(r  cosf). 

En faisant 8 -: 7 on retrouve hien 47e, résultat donné plus haut. 

Pour chaque masse électrique, on aura une expression scinblable : écrivant que 
la somme des inductions est constante, on aura 


2re(i— cos)) -17e"(r — cosf') -:- ... —C. 


Cette relation est l'équation des courbes méridiennes, c'est-à-dire des lignes de 
force, en coordonnées multipolaires, 

La règle du $ 123, pour la construction des lignes de force, dans le cas de deux 
masses, se comprend ais‘ment. On trace autour de chaque point une série de 
droites inclinées d’angles 9,,6,,9,. ..., 0:,092,03,...:les points d'intersection, tels 
que la somme des inductions soit constante, sont silués sur une mème ligne de 
force. Pour reconnaître facilement les couples de droites à associer, l’auteur ca- 
ractérise chacune de ces droites par un nombre , qu'il définit en posant 


2re(1— cos) - 47, 


nombre nécessairement compris entre zéro cl e. 
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C'est le quotient par 47 de l'induction de la masse e dans le cône d'ouverture 26. 

Or 4x est l'induction exercée par l'unité d'électricité à travers une sphère en- 
tière; donc est l'induction de la masse e exprimée cn fonction de celle que 
produit, à travers unc sphère, l'unité d'électricité. 

La condition à laquelle doivent satisfaire ces couples de droites ,, d,, ..., 
D. P2,..., pour que l'induction à travers les cercles communs qu’elles définissent. 
soit constante, est donc que 

D, -:- db; — const. — \!. 


Cette constante W est la caractéristique de la ligne de force, licu de tous ces 
points : multiplie par 47, elle donne l'induction à travers les cercles qu'ils en- 
gendrent. 

L'induction à travers une zonc limitée par deux cercles #°, et W, sera égale à 
47 CP — 4), W, ct , étant les caractéristiques des lignes de force qui passent 
par les points générateurs de ces cercles. 

Il est naturel de tracer les lignes de force qui limitent des zones d’égale indur- 
tion : les caractéristiques de ces lignes de force devront donc varier en pro- 
gression arithmétique. Pour construire ces courbes commodément, il convient de 
tracer des droites 9, ..., 0"... (fig. 6), pour lesquelles les valeurs et "soient 
clles-mèmes en progression arithmétique. La raison commune de ces progressions 
est arbitraire; mais, V ne pouvant pas dépasser la somme arithmétique e + e' des 
valeurs arithmétiques de e et de e’, on choisira cette raison de manière à avoir 
un nombre suffisant de courbes VW, 

Maxwell a pu, dans les diagrammes précédents, se contenter d'unc raison égale 
à 1, parce qu'il a donné aux charges des valeurs assez considérables. 

Dans ce cas, en chaque masse, vient aboutir un nombre des lignes de farce égal 
au nombre d'unités qui composent cette masse ('). 


Proprieté du faisceau de lignes de force ainsi défini. — Cet ensemble de 
conventions consistant à caractériser chaque ligne de force par le paramètre et 
à tracer les lignes correspondant à des variations de par degrés égaux, ajoute 
aux lignes de force une notion quantitative qui n'est pas dans leur définition. NH 
en résulte que Île faisceau des lignes de force, ainsi construit, donne à lui seul la 
répartition de Fintensité dans le champ électrisé comme le système des surfaces 
équipotentielles, c'est-à-dire qu'il donne aussi bien la grandeur que la direction 
de la force. 


_— = - — ——— 


{1 Ces droites sont inclinées sur l'axe de révolution d'angles 0,, 0,.9,,..., 9, (r étant Île 
dernier terme de la progression arithmétique et égal à e) donnés par la formule 


Ccii— COS f,) ‘73 D. 


dans laquelle on donne à ®, les valours r, 2, 3, .... 

Dans la note I on à donné la série des angles N pour ñ - 10. 

Cette regle ne s'applique évidemment que dans le cas où les deux masses sont représentées 
toutes deux par des nombres entiers : supposons le cas le plus complexe qui puisse se pré- 
senter dans l'application : les nombres ee’ ne sont pas entiers et mème sont inférieurs à l'unité; 
la régle du $ 193 serait en défaut. Si, dans ce cas, on veut avoir une représentation satisfaisante 
des lignes de force du champ et où s’imposera, par exemplo, de tracer N lignes de force 
UN = 15 ou 20),il suflira évidemment de prendre pour la raison commune des progressions b, 
D’ la somme des valeurs arithmétiques de c et de & divisés par N. 
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En effet, AA’ étant l'axe de révolution (/ig. 1), soient MN ct M'N' deux élé- 
ments de lignes de force infiniment voisines Y° et VU + GW, l'induction à travers 


Fig. 1. 
A” 
| ! 
rf ———. 3 dt / , 
| dv, TA 
— ji. /  YHdv 
ÊN er 
/ 
| Fa AS 
V+dY 


la couronne de largeur MM = «dz et de rayon MP = 37, sur la surface équipoten- 
ticlle MM’, aura pour expression 


R27rr dr. 4x dW, 
d'où l’on conclut 
a d\w 


Ro dx 


Si l’on tracc les lignes de force correspondant à des dV° égaux, l'intensité R, en 
chaque point du champ, scra en raison inverse du produit de la distance d= de 


Y 


deux courbes consécutives par la demi-distance ns à l'axe de révolution. 

Cette expression de l'intensité est analogue à celle qui résulte de l'emploi des 
surfaces équipotentielles, mais elle est moins simple, à cause du facteur F 

Dans le cas des surfaces équipotenticlles, en effet, on a 


dv 
R = — 
dy ? 
où dv est la distance M de deux surfaces équipotentielles NN’, MM", correspondant 
à V et V + dV; si l’on trace les méridiennes équipotentielles correspondant à des 
d\ égaux, l'intensité R est simplement en raison inverse de leur écartement dv. 


Vérification du trace des lignes de force. — Si l'on égale les deux expres- 
sions de R, il en résulte une condition nécessaire que doit remplir chaque maille 
d'un réseau formé par les quatre courbes V, V + dV, Wet W-  dY, quels que 
soient dV et dW, à savoir la relation 

2 WT d\ dv y dY 
jp de dd "dx > 

Si le tracé graphique présente des faisceaux de courbes assez serrées pour qu'on 
puisse traiter les côtés des rectangles curvilignes comme les infiniment petits 
dy et dr, cette équation donnera unc vérification du tracé. 

Cette vérification scra rendue plus facile si l’on adopte, pour la raison de la 
progression des V, la mêèmc valeur numérique que pour celle des V", ce qui don- 
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nera dV = dV, ct par suite 

dv _+. 

ds 2? 
c’est précisément la vérification indiquée par Maxwell : on remarquera que l'unité 
de longucur figure explicitement dans l’énuncé de la p. 197. parce que l'équation 
n'est plus homogène. 


Remarque. — La loi de répartition des lignes de force, correspondant à des 
variations de d par degrés égaux à l'unité, correspond, comme on le verra plus 
loin, à un problème réel de distribution électrique. 

Si l’on sc figure un conducteur creux, enveloppant Îles masses électriques et 
limité intéricurement par une surface équipotcntielle fermée, on sait que la charge 
totale de la surface interne est égale à la somme algébrique des charges des points 
intérieurs : les zones découpées sur cette surface par les surfaces de révolution, 
dont les méridicnnes sont les lignes de force numérotées D, = r, D, = 2, ..., ont 
des charges totales égales à 1, 2, 3, ... unité d'électricité. 


Équation des lignes de force. — La construction des lignes de force, donnée 
ci-dessus, cst déduite de la considération des tubes d'’induction, et-c’est ce qui en 
fait l'originalité; mais le lecteur peut demander, comme vérification, de retrouver 
directement la construction de ces courbes par la délinition ordinaire, c’est-à-dire 
par la propriété d'être, en chaque point, tangente à la direction de la force résul- 
tante. 

Soient (/ig. 2) \, \'.... les positions sur la droite AX des masses e,e',...; Nle 


Fig. 2. 


» Le 
PA 


\ a” Q X 








point du champ où la résultante R est dirigée suivant NN’. Les forces sont diri- 
gées suivant NA, NA",... ct ont pour valeur 


e e 
t EF — --,; | °.) 
( ) Jr? À - 
r. étant les distances du point N aux masses; 0, 0", ... étant les inclinaisons 
de ces directions sur AX, on aura évidemment 


() rsin0 = 7" sin0": ... . NO. 


Projetons les forces sur une perpendiculaire à NN’, direction de la résultante, 
qui fait un angle 2 avec AX, on aura évidemment une projection nulle, d'où la 
rclation 

Fsin(z--0)--F'sinm(z —0)--...—o. 
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Or, l'angle (g — 6) dans chaque triangle infinitésimal NN°P, où NP est la per- 
pendiculaire abaïssée sur une direction infiniment voisine 6 -- d5, se déduit de la 
rclation 

NN\'sin(gs — 0) 7 dÿ: 
substituant, il vicnt 
Fr d6 Er dd... — 0. 


Tirant de (1) les valeurs F, E, et de (2) celles de r', r’, .... il reste. 
e sin6 d6 -' -e’sin6” dfÿ'-;-... — 0, 
rclation différentielle qui s'intègre directement et donne 
(3) e cos0 +- e’ cos®" + ... — C — const. 


C'est l’équation des lignes de force ou des lignes orthogonales aux lignes équipo- 
tentielles 


(1) 


On retrouve donc bien la condition caractérisant les surfaces d’égale induc- 
tion 
e(1 — cos6) + e'(1— cos8"}) -+... =: 2 (d + d'--...). 


L'identification des constantes donne 
C=(e--e 7...) —2a(dp-i- + ...). 


Nous laissons au lecteur le soin de vérificr : 

1° Que les familles de courbes (3), (4) sont orthogonales: 

2° Que chaque point chargé d'électricité est, au point de vuc géométrique, uu 
point singulier d'ordre e des courbes (3); 

3° Que l’on a la relation ae À ax, 

dr y dy? 

Enfin de rechercher quelles modifications subissent ces équations lorsqu'un des 

points s'éloigne à l'infini. 
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CHAPITRE VII. 


CAS SIMPLES DE DISTRIBUTION. 
Deux plans parallèles. 


12%. Nous considérerons en premier lieu deux surfaces conductrices 
planes et parallèles, de grandeur infinie, écartées l’une de l'autre d'une 
distance c et maintenues aux potentiels A et B. 

l'est clair que, dans ce cas, le potentiel V est une fonction de la 
distance = au plan À et que, dans un plan parallèle compris entre A 
el B, il est le mème en tous les points, sauf dans le voisinage des li- 
mites des surfaces électrisées; mais, par hypothèse, ces limites sont 
à une distance infiniment grande du point considéré. 

Par suite, l'équation de Laplace se réduit à 


PV 
FES 
dont l'intégrale est 
V— Ci-- C3; 
el, puisque Ÿ — À pour 3: — 0, et V=— B pour : — 6e, 


V=A+(B— A). 


Pour tous Les points compris entre les plans, l'intensité résultante est 
normale aux plans, et sa grandeur est 
A —B 


€ 


R — 


Dans la masse des conducteurs eux-mêmes, R —o. Donc l'électricité 
est répandue sur le premier plan avec une densité superficielle o, telle 
que 
A --B 
4r5= R= 7. 
Sur l'autre surface, où le potentiel est B, la densité superficielle 5’ est 
égale et de signe contraire à o, en sorte que 


B — A 





475 — —R— 
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Considérons maintenant, sur la première surface, une aire S prise de 
facon qu'aucune de ses parties ne soit voisine des limites de la surface. 
La quantité d'électricité répandue sur cette surface est Ss—e;, et, 
d’après le n° 79, la force agissant sur chaque unité d'électricité étant 
1R, la force totale qui agit sur l'aire S et qui l'attire vers l'autre plan 
est 
i __S (B—AR# 


8x 7 8+ r? 


Ainsi l'attraction est exprimée en fonction de l'aire S, de la différence 
de potentiel des deux surfaces (A — B) et de leur distance c. L'at- 
traction, exprimée en fonction de la charge e, qui est la surface S, est 


L'énergie électrique, due à cette distribution sur l'aire S et à la distri- 
bution sur l'aire correspondante S', déterminée en projetant S sur la 
surface B par un système de lignes de force, lesquelles sont, dans le 
cas prsent, des normales aux plans, est 


W=!(e;, A +e:B) 
1 S (A--B}  R:? 0T 
aïe 8m ° S 
La première de ces expressions est l'expression générale de l'énergie 
electrique ($ 8). 

La seconde donne l'énergie en fonction de l'aire, de la distance et de 
la différence des potentiels. 

La troisième la donne en fonction de la force résultante R, du volume 
Se compris entre les aires S et S$’, et montre que l'énergie par unité de 
volume est p, où 87p = R*. 

L'attraction des plans est pS; en d'autres termes, 11 v a une tension 
électrique (ou pression négative) égale à p sur chaque unité de sur- 
face. 

La quatrième expression donne l'énergie en fonction de la charge. 

La cinquième montre que l'énergie électrique est égale au travail 
qu'accomplivait la force électrique si les deux surfaces étaient amentes 
au contact, en se déplacant parallèlement à elles-mèmes et en gardant 
leurs charges telles quelles. 

Pour exprimer la charge en fonction de la différence de potentiels, 
nous AVONS 


LU 


LU 


€ — 
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Le coefficient g représente la charge due à une différence de potentiels 
égale à l'unité. Ce coefficient est appelé la capacité de la surfaces, 
due à la position relativement à la surface opposée. 

Supposons maintenant que le milieu qui sépare les deux surfaces 
ne soit plus de l'air, mais quelque autre diélectrique, dont le pouvoir 
inducteur spécifique est K; la charge due à une différence de poten- 
tels donnée est K fois plus grande que si le diélectrique est de l'air. 
ou 





AS, 
015 —— A -- B } 
47c 
L'énergie totale sera 
RS 2 3 
We: --— =. N 
Ne. \ RAS‘! 


La force agissant entre les surfaces sera 


F pS— RS END ur pe, 
F c? KS !” 
donc la force qui agit entre deux surfaces maintenues à des poten- 
iels donnés varie proportionnellement au pouvoir inducteur spé- 
cique K du diélectrique; mais la force qui agit entre deux surfaces 
chargées de quantités données d'électricité varie en raison inverse 


de K. 
Deux surfaces sphériques concentriques. 
125. Soient deux surfaces sphériques concentriques, de rayons à ct 
b, bétant le plus grand, qui sont maintenues à des potentiels A et B ; 


ilest clair que le potentiel V est une fonction de la distance au centre. 
Dans ce cas. l'équation de Laplace devient 


2 \ 


«hp? 


= + 
= 
— 
Le. 


dont la solution est 
\ (En Col: 


les conditions sont que V =. pour r = a, et que V--B pour r =. b, 
ee qui donne pour l'espace compris entre les surfaces sphériques 


Au--DBh \A—B 
 . CL pet 
\ «  b at -br" 
OLA AB ,, 
= dr al 5 mo 


{ 

à 
pa 
Q 


, sont les densités superficielles sur les surfaces opposées d'une 
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sphère de rayon a et d'une cavité sphérique de rayon b, 


L A — B I B—. A 


Ga — ———— 9 D — © —————": 
1 {rai a-t—b: arb?t a-1—-b"1 


Si e, et e, sont les charges totales d'électricité sur chacune de ces deux 
surfaces, 
A — B 


EL= IR T I ———© == — 63. 


Le , « . , e. ab 
La capacité de la sphère intérieure est donc Ta 


Si la surface extérieure de la sphère enveloppante est également 
sphérique et de rayon c, et s’il n’y a point d'autres conducteurs dans 
le voisinage, la charge sur sa surface extérieure est 


Ca — B c; 
donc la charge totale est sur la sphère intérieure 


ab 





= ———— (A —B 
€] ba ( A : ) 
et sur la sphère extérieure 
l 
ex es — , (B—A)-Be. 


Si l'on fait b — æ , on a le cas d’une sphère dans l'espace infini. La 
capacité électrique d’une pareille sphère est &, c'est-à-dire qu'elle est 
numériquement égale au ravon. 

La tension électrique sur l’uuité de surface de la sphère intérieure 
est 

b'(A—Rh 


#Tr a (ban 


La résultante de cette tension sur un hémisphère est ra*p == F; elle 
est normale à la base de cet hémisphère, et, si elle est contrebalancée 
par une tension superficielle appliquée le long du cercle qui limite 
l'hémisphère, la tension sur l'unité de longueur étant T, on a 


F--sraT; 
d'où 
pti Br ei 
8 (b -aÿ Ka?’ 
_ dt (A — B)° 
—i6ra (b—a} 
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Si une bulle de savon sphérique est électrisée au potentiel À, son 
rayon étant a, sa charge sera Aa, et la densité superficielle sera 


L'intensité résultante est 4735 sur la surface, et zéro immédiatement 
en dehors de cette surface, à l’intérieur de la bulle, en sorte que, 
d’après le n° 79, la force électrique agissant sur l'unité de surface 
est égale à 2xc° et dirigée vers le dehors : donc l'électrisation dimi- 
nuera la pression de l’air à l’intérieur de la bulle de 2x? ou 


Mais on peut montrer que, si T, est la tension qui s'exerce dans la 
couche liquide le long d'une ligne ayant l’unité de longueur, la pres- 
sion qu'il est nécessaire d'exercer depuis l’intérieur pour empêcher la 
2T, 





bulle de se resserrer est + Donc la force électrique sera juste suf- 


fisante pour maintenir la bulle en équilibre lorsque la pression de l'air 
est la mème au dedans et au dehors, si 


A? 7 = 167 T,. 


Deux surfaces cylindriques infinies ayant même axe. 


126. Soit a le ravon de la surface extérieure d’un cylindre conduc- 
teur; soit à le rayon de la surface intérieure d'un cylindre creux, avant 
même axe que le premier. Soient À et B leurs potentiels respectifs. 
Puisque, dans ce cas, le potentiel V est une fonction de la distance r 
à l'axe, Péquation de Laplace devient 


PV LI ON 
d'où 

\ 2 CG; — - C: log V. 
Puisque V — A pour r =a,el V==R pour r — b, 


A log + B log” 


Ve —_—_—  —— : 
| b 
Of — 
8 «4 


Si 5, et s, sont les densités superficielles sur les surfaces intérieure et 
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extérieure, 
A —B , BR — A 
Â TS, — 7 ) ART = ——-—: 
alog ? blog ? 
«a 7 


Si e,ete, sont les charges sur les portions des deux cylindres qui sont 

1èles q 
comprises entre deux sections transversales à l'axe, distantes l’une de 
l’autre d’une longueur /, 


e = 27 aÙ3, = _ AB l == — es. 


La capacité d'une longueur / du cylindre intérieur est donc 


/ 


2 | b 
O7 — 
> «a 


Si, au lieu d'air, l'espace compris entre les deux cylindres est occupé 
par un diélectrique de pouvoir inducteur spécifique K, la capacité du 
cylindre intérieur est 
1 ZK 
? log 2 
t 


L'énergie due à l'électricité distribuée sur la partie du cylindre que 
nous avons considérée est 
1 (K(A--B}y 
â b 
log a 
127. Soient A et B (/ig. 5) deux conducteurs cylindriques creux, de 
longueur indéfinie, ayant pour axe commun l'axe des r, situés Fun du 


côté positif, l’autre du côté négatif de l'origine, et séparés par un 
inter alle étroit près de l'origine des coordonnées. 

Soit C un cylindre creux, de longueur 2/, placé de facon que son 
point milieu soit à une distance æ du côté positif de l'origine, et s'en- 
gageant dans les deux cylindres creux. 


DEUX SURFACES CYLINDRIQUES INFINIES AYANT MÊME AXE. 221 


Soient À le potentiel du cylindre creux positif, B celui du cylindre 
creux négatif, C celui du cylindre intérieur; et soient x et 8 les capa- 
eités de l'uuité de longueur de C mis en présence de A ou de B. 

La densité superficielle en des points fixes des cylindres situés soit 
près de l'origine, soit à de petites distances des extrémités du cy- 
lindre intérieur, ne dépendra pas de la valeur de 7, pourvu qu’une 
longueur considérable du cylindre intérieur pénètre dans chacun des 
cylindres creux. Près des bouts des cylindres creux et près des extré- 
mités du cylindre intérieur, 1l Y aura des distributions que nous ne 
sommes pas encore en mesure de calculer; mais la distribution près 
de l’origine ne sera pas changée par le mouvement du cylindre inté- 
rieur, tant qu'aucune des extrémités de ce cylindre n'arrivera dans le 
voisinage de l'origine. 

L'électricité distribuée sur les bouts du cylindre intérieur se dépla- 
cera avec lui, en sorte que le seul effet du mouvement sera d'augimen- 
ter ou de diminuer la longueur des parties du cylindre intérieur sur 
lesquelles la distribution est la mème que sur un cylindre indéfini. 

Donc l'énergie totale du système sera, en tant qu'elle dépend de , 
Q = sal rMC—AR—18(/—r)G—B} 


x 


+ des quantités indépendantes de x, 


et la force résultante parallèle à l'axe du cylindre sera 


10 
\ -- — 2 La(C — À )? — 14(C—B )!: 


LA 


Si les exlindres À et B ont les mèmes sections, 
1. 8 et X:.12(B—A)[C--1(A : B)]. 


On voit donc qu'il existe une force constante agissant sur le cylindre 
intérieur et tendant à le tirer à l'intérieur de celui des deux cylindres 
creux dont le potentiel diffère le plus du sien. 

Si C a une valeur numérique considérable et que À -- B soit com- 
parativement pelit, la force est à peu près 


X: !aiB-- A), 


de sorte que la différence des potentiels des deux cylindres pourra ètre 

mesurée, si lon peut mesurer X, et que la précision d'une mesure 
« ns. | C2 1° . , . 

pourra être accrue, en augmentant C, le potentiel du cylindre intérieur. 

Ce principe, sous une forme modifiée, est utilisé dans l’électromètre 


de Thomson, n° 219. 
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La même disposition de trois cvlindres peut servir à mesurer la capa- 
cité. On relie B et C : si le potentiel de A est nul, si celui de B et C 
est V, la quantité d'électricité sur A sera 


Es = [gas 20/ ri] V. 


Si donc on déplace GC vers la droite. jusqu’à ce que r devienne x + #, 
la capacité du cylindre GC s'accroit d'une quantité déterminée 


où 





) los — 
T4 


a et b étant les rayons des surfaces cylindriques en regard. 
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CITAPITRE IX. 
SPHÉRIQUES HARMONIQUES (1). 


128. La théorie mathématique des sphériques harmoniques a fait 
le sujet de plusieurs Traités spéciaux. Le //andbuch der Kugelfunc- 
tionen du DFE. Heine, qui est le travail le plus complet sur la matière, 
a atteint maintenant (18-8) sa deuxième édition en deux Volumes; le 
Dr Neumann a publié ses Beiträge sur Theorie der Kugelfunctionen 
(Leipzig, Teubner, 1878). L'exposé de cette question, dans la Vatural 
Philosophy de Thomson et Tait, a été bien amélioré dans la seconde 
édition (1N-9). Enfin le Traité élémentaire des fonctions de La- 
place. de Lamé et de Bessel. par M. Todhunter, et le Traité élé- 
mentaire des sphériques hirmoniques et des questions conneres. par 
M.Ferrers, me dispensent de m'étendre, dans un ouvrage d'électricité, 
sur les développements mathématiques de cette question. 

J'ai conservé loutefois la détermination d'un harmonique sphérique 
en fonction de ses pôles (2). 


Des points singuliers où le potentiel devient infini. 


129 a. Si une charge À, d'électricité est uniformément répartie sur 
la surface d'une sphère, dont le centre a pour coordonnées (a, b, «}, 
le potentiel en un point quelconque (:r, y, 31. extérieur à la sphère, 
est, d'après le $ 125, 


, ... À 
(1) V-- _”", 
J° 
où 
(9) ri(r-—a)--(y -- bDrL(s— c}. 


Comme l'expression de V est indépendante du rayon de la sphère, 
celle expression reste la même, st nous supposons Île rayon infiniment 
peut. Cette expression s'interpréterait alors physiquement en disant 


(') [Les Chapitres IX et X traitant du calcul des fonctions qui permettent de 
résondre analytiquement certains cas particuliers de distribution électrique 
peuvent ètre laissés de côté dans une première lecture de l'Ouvrage. (C.)] 

(*) [Voir la Note a la fin du Chapitre. (P.)| 
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que la charge À, est répandue sur la surface d'une sphère infiniment 
petite qui se confond sensiblement avec un point mathématique. Or 
nous avons déjà montré ($ 55, 81) qu'il v a une limite de la densité 
superficielle de l'électricité : 1 est donc physiquement impossible de 
placer une charge finie d'électricité sur une sphère avant moins d'un 
cerlain rayon. 

Toutefois, comme l'expression (1) représente une distribution pos- 
sible du potentiel dans l'espace qui environne une sphère électrisée, 
nous pourrons, dans des études mathématiques, la considérer comme 
due à une charge A, concentrée en un point mathématique (a, b, c). 
que nous appellerons point tnfint d'ordre zéro. 

I v a d'autres sortes de points singuliers que nous allons définir ; 
mais auparavant nous devons définir certaines expressions qui nous 
seront utiles lorsque nous aurons à considérer des directions dans 
l'espace, et les points qui leur correspondent sur une sphère. 


129 d. On appelle are une direction quelconque déterminée dans 
l'espace. Nous pouvons la supposer définie au moyen d'une marque 
faite sur la surface d'une sphère, au point où cette surface est ren- 
contrée par un rayon mené parallèlement à l'axe en partant du centre. 
Ce point est appelé le pôle de l'are: un axe n'a donc qu'un seul pôle, 
et non deux. 

Si m est le cosinus de l'angle compris entre l'axe k et un vecteur 
quelconque r, et si 

Pur. 
p est la composante de r suivant la direction de 4. 

On distingue les différents axes par des indices différents, et, #27 et n 
étant les indices qui désignent deux axes, le cosinus de l'angle de ces 
axes est désigné par Am: 

La différentiation par rapport à un axe k, dont les cosinus directeurs 
sont L, Nf, N, se représente par 








/ 
La LM Le 5 N d, 
dh dr dy d: 
D'après ces définitions il est évident que 
dr Pm 
Un pa 7 fm 
dpn 5 dpm 
dl n RER d'a ? 
dun mn Bmbn, 
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Si maintenant nous supposons que le potentiel au point (x, r, 3). 
dû à un point singulier d'ordre quelconque placé à l’origine, soit 


Aftr, 7,3), 
le potentiel en xy3, dû à un pareil point placé au bout de l'axe b, 
sera 
Aff(r—Lh), (y — M), 03 -Nh)], 
et si un point semblable à tous égards, sauf en ce que le signe A est 
renversé, est placé à l’origine, le potentiel dû à ce couple de points 
sera 
V--Afl(z—Lh), (y —MAh), (3—Nk)]-- Af(xr, y, 3) 


d 
: Ah PT Sir, v, 3) + des termes renfermant #?. 


Si maintenant nous faisons décroître L et augmenter À indéfini- 
ment, leur produit continuant de rester fini et égal à A’, la valeur li- 
mite du potentiel pour ce couple de points sera 


mar d eu 
(h) V'- - À TITI 5). 


Si f(r, y, 3) satisfait à l'équation de Laplace, l'équation étant 
linéaire, V', différence de deux fonctions dont chacune satisfait à 
l'équation, devra y satisfaire aussi. 


129 c. Or le potentiel dû à un point infini d'ordre zéro 


, I 
(0) Vo == \o= 


satisfait à l'équation de Laplace : donc toute fonction, déduite de 
celle-ci par un nombre quelconque de différentiations successives par 
rapport à divers axes, devra aussi satisfaire à cette équation. 

On peut former un point du premier ordre, en prenant deux points 
d'ordre zéro, avant des charges égales et contraires — A, et A,, dont 
la première serait placée à l'origine, et la seconde à l'extrémité de 
l'axe 2,. Faisant alors indéfiniment décroitre la valeur de k, et croître 
la valeur de À,, de telle facon que le produit À, A; reste toujours égal 
à A, le résultat final de l'opération, 4u moment où les deux points 
coïncident, est un point du premier ordre, dont le moment est A, 
et l'axe L,; un point du premier ordre est donc un point double : son 


potentiel est 
d 


dh 
Tr. d'Élect. et de Magn., \. 15 


s Po ri fi 
(10) Vi=- h; Vo == A: FC 
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En plaçant à l'origine un point du premier ordre dont le moment 
soit — À,,et à l'extrémité de l'axe 2, un autre point du premier ordre 
dont le moment soit A,; puis, faisant diminuer #, et augmenter A,, de 
facon que 


(11) Aile = 1 A, 

nous obtenons un point du second ordre dont le potentiel est 
. … | d r I 3 ai be — As 

(12) LL LR ns 


Nous pouvons dire qu'un point du second ordre est un point qua- 
druple, puisque nous l'obtenons en faisant s'approcher l'un de l’autre 
quatre points d'ordre zéro. Il a deux axes hi, et À, et un moment A, : 
la direction de ces axes et la grandeur du moment définissent com- 
plètement la nature du point. 

En différentiant par rapport à n axes successivement, nous obtenons 
le potentiel dà à un point d'ordre n. C’est le produit de trois facteurs, 
une constante, une certaine combinaison de cosinus et r-(*+1), Pour 
des raisons qui deviendront évidentes à mesure que nous avancerons, 
il est commode de donner à la constante une valeur numérique telle 
que le cocfficient du moment soit r-(*+1) lorsque tous les axes coïn- 
cident avec le vecteur. Nous diviserons donc par », lorque nous diffé- 
rentierons par rapport à /,. 

De la sorte, nous obtenons une valeur numérique déterminée, pour 
un potentiel particulier, à laquelle nous réservons le nom d’Aarmo- 
nique solide de degré — (n +1), à savoir 


J d d do 
2 Von ——@—— 
(3) n=(—1) 1.2.3...n dh dis dh, r 
Si cette quantité est multipliée par une constante, elle n'en reste 
pas moins le potentiel dù à un certain point d'ordre n. 


129 d. Le résultat de l'opération (13) est de la forme 
(15) V= Yi), 


où Ÿ, est une fonction des z cosinus lu, la, ..., u, des angles compris 
entre 7 et les n axes, et des {nn (7 —1) cosinus À;, des angles compris 
entre chaque couple d’axes. 

Si nous considérons les directions de r et des n axes comme déter- 
minés par des points pris sur une surface sphérique, nous pouvons 
regarder Ÿ, comme une quantité variant d’un point à l’autre de cette 
surface, et qui serait une fonction des 4 n(7 +1) distances comprises 
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entre les r pôles des axes et le pôle du vecteur. Nous appellerons 
donc Ÿ, l'harmonique de surface d'ordre n. 


130 a. Il nous faut maintenant faire voir qu’à tout harmonique de 
surface d'ordre x correspond non seulement un harmonique solide 
d'ordre — (x +1), mais encore un autre de degré 7, en sorte que 


(15) Il, —= Y, pu --- Va r?n+i, 


satisfait à l'équation de Laplace. 








En effet, 
OM (on -- 1)r2t—irV, —. pa+i On . 
dr or 
O2, | 
De - (an --n[(an—i)rt-rt|rtasv, 
OV, JV, 
- 2(97 -- 1)r22-1r ———— p?n+i ——— ; 
or Ur? 
d'où 


O2, | 21E, J2H, 











= (an + i)(2n+oa)rie-iV, 








dr? 0? 3? 
OV OV 2] 0V, | 
))- 27—1 nn me nr TE 5 
116) +o(an+i)r (+ ra L 3 ) 
| lt p?n+i AVr Va ii CAT Va —— 0? Va ) , 
| \ Or? dyi 037, 


Or, puisque V, est une fonction homogène de 7, y. 3, de degré né- 
call égal à (a + 1). 


OV, | o\ n L NN, 


(17) Fe Us 5 
(2 0) 95 


par suite, les deux premiers termes du second membre de l'équa- 
ion (16) se détruisent, et, puisque V, satisfait à l'équation de Laplace, 
le troisième terme est nul, de sorte que [l, satisfait aussi à Féquation 
de Laplace et, par suite, est un harmonique solide de degré . 

C'est là un cas particulier du théorème plus général de l'inversion 
électrique, lequel affirme que, st F(:r, y, :) est une fonction de 
dr, Y, 3 saüsfaisant à l'équation de Laplace, il existe aussi une autre 
fonction 





satisfaisant aussi à l'équation de Laplace (voir au 8162). 


130 ». L'harmonique de surface Ÿ, contient 2n variables arbi- 
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traires, car il est défini par la position de ses x pôles sur la sphère, 
chacun de ces pôles étant lui-mème défini par deux coordonnées. 

Donc les harmoniques solides IE, eUV, contiennent aussi 27 va- 
riables arbitraires, et chacune de ces quantités multipliées par une 
constante arbitraire satisfera encore à l'équation de Laplace. 

Pour démontrer que AI, est la fonction rationnelle homogène de 
degré z la plus générale qui satisfasse à l'équation de Laplace, obser- 
vons que K, la fonction rationnelle et homogène de degré 7 la plus 
wénérale, contient À (4 + 1)(a + 2) termes. Mais V'K est une fonction 
homogène de degré (7 — 2) et contient par suite (7 —1)n termes, 
et la condition V*K — o exige que chacun de ces termes s'annule. T1 x 
a donc, entre les coefficients des 1 (7 + 1)(2 + 2) termes de la fonce- 
tion K (72 —1),n conditions, ce qui laisse 272 + 1 constantes indépen- 
dantes dans la forme la plus générale de la fonction homogène de 
degré # qui satisfait à l'équation de Laplace. Or TT,, multiplié par 
une constante arbitraire, satisfait à la condition en question et ren- 
ferme 2x +1 constantes arbitraires. Cette fonction est donc de la 
forme la plus générale. 


431 a. Nous sommes maintenant en mesure de combiner une distri- 
bution de potentiel, telle que ni le potentiel lui-même ui ses dérivées 
premières ne deviennent infinis en aucun point. 

La foncuon V,=Y,r-t7+1 satisfait à la condition de s'annuler à 
l'infini, mais devient infinie à l'origine. 

La lonction I, = YŸ,7" est finie et continue à distance finie de l'ori- 
gine, Mais ne s'annule pas à une distance infinie. 

Mais, si nous prenons a"Y,77 ‘+1 pour potentiel de Lou; les points 
extérieurs à une sphère de rayon @, ayant pour centre l'origine, et 
a ter) Y,r" pour potentiel de tous Les points intérieurs à la sphère: 
et si, sur la sphère même, nous supposons l'électricité distribuée avee 
une densité superficielle 5, telle que 


(1N) ITA (ON 2 LIN 
} l [TE 


toutes les conditions serout satisfaites par le potentiel dû à une charge 
ainsi répartie en forme de couche, 

Eu elfes, partout le potentielest fini eteontinu; il s'annulé à Pinfini: 
ses dérivées premières sont finies el continues, sauf sur la surface 
chargée, où elles satisfont à l'équation 


[1 me = RTE: Où 
( " ps’ L: 
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enfin, l'équation de Laplace est satisfaite en tous les points intérieurs 
ou extérieurs à la sphère. | 

C’est donc là une distribution du potentiel qui satisfait aux conditions, 
el. d'après le & 100 &, c'est la seule distribution qui leur satisfasse. 


131 #. Le potentiel dû à une sphère de rayon a dont da densité su- 
perficielle est donnée par l'équation 


(20) rat3={(an--1)Y, 


est, pour tous les points extérieurs à la sphère, identique à celui qui 
est dû au point singulier d'ordre x correspondant. 

Supposons maintenant un système électrique que nous appelleronsE, 
extérieur à la sphère, soit W le potentiel dà à ce système, et cherchons 
la valeur de £(We) pour le point singulier. C'est la partie de l'énergie 
électrique qui dépend de l'action du système extérieur sur le point 
singulier. 

Si À, est la charge d’un seul point d'ordre zéro, l'énergie potentielle 
en question est 
(9%1) Wo— AU. 

S'il y à deux pareils points, l'un négatif à l'origine, l'autre positif, 
de même valeur numérique à l'extrémité de l'axe h,, Pénergie poten- 
uelle sera 
TEL 


el si À, augmente et si h, diminue indéfiniment, de facon que 


h 


À! de 
AU A (A 
"À OUR 


Û 
2 


Ah = A, la valeur de l'énergie potentielle, pour un point du premier 
ordre, sera 


Oo 
(99) W,-- A ! 


oh 
De même, pour un point d'ordre #, Pénergie potentielle sera 


du 
[50 \V s —... -—— À, — 2 1). 
# 1.2...n dl... dh,y U 
E3l ec. Ni nous supposons le système extérieur formé de parties dont 
chacune est désignée par dE. et le point singulier formé de parties 
dont chacune est désignée par de. alors 


. + Ù à 
121: x dE): 
4° 


€‘) Pour ce qui suit, nous trouverons plus commode de désigner par 7: le pro- 
duit des # nombres enliers positifs 1.2.3... 7. 
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Mais, si V, est le potentiel dû au point singulier, 
‘> ' - VI. ; 
(29) Vu - S{;. de). 
el l'énergie potentielle due à Faction de E sur e est 
Le .v . 
(20) NW Eed'de):. SE . dE de) : SV, dE, 


la dernière expression étant celle de Fénergie potentielle due à Faction 
de e sur E. 

De mème, =1 3 4s est un élément d'électricité de la couche. le poten- 
tiel de la couche sur le système extérieur E est V,, et l'on à 


(27) W-ZSiV, dE. XX = dEsds).:2%s ds. 


le dernier terme renfermant une sommation qui doit s'étendre à toute 
la surface de la sphère, En l'égalant à la première expression de W, 
Nous avons 
s s l dn y° 
CON) J | Ms ds - Lil des — À, ie —, —: 
. 1. ‘ dh; .. dhh 
SI DOUS Hois SouVvenons que 


JRTA on di, 


et que À, 4". celle relation devient 


pt 17 draw 

Ca) | | APR 7 7 

En vertu de cette équation, Fopération qui consiste à prendre Finte- 
srale de surface de WY 45 pour chacun des éléments de la surface de 
la sphère de ravon a se réduit à différentier W par rapport aux 7 axes 
de harmonique, et à preudre la valeur de ee coefficient différentiel 
pour le centre de la sphère, pourvu, toutefois, que W satisfasse à lé- 
qualion de Laplace pour tous les points intérieurs à la sphère, et que 
Ÿ, soit un harmonique de surface d'ordre n. 


132. Supposous maintenant que W soit un harmonique solide de 
degré 2 positif, de la forme 


(50) Us ce mr, 


sur la surface sphérique, 2 a et: Y,,, en sorte que l'équation (29) 
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devient, dans ce cas, 


OT dr(Y rm) 
(31) f En nd = nn 2" di... dir’ 


la valeur du coefficient différentiel étant prise pour le centre de la 
sphère. 

Si r est plus petit que m, le résultat de la différentiation est une fonc- 
tion homogène de x, y, 5, du degré m — n, dont la valeur au centre 
de la sphère est zéro. Si x est égal à m#, le résultat de la différentia- 
tion est une constante, dont nous déterminerons la valeur au $ 134 à. 
Si la différentiation est poussée plus loin, le résultat est zéro; donc 


l'intégrale de surface ef. f Yu Y, ds s’annule toutes les fois que mr et x 


sont différents. 

Tous les intermédiaires par lesquels nous sommes arrivés à ce ré- 
sultat sont purement mathématiques; nous avons bien employé des 
termes ayant une signification physique, tels que énergie électrique; 
mais chacun de ces termes visait non pas un phénomène physique à . 
étudier, mais une expression mathématique déterminée. Un mathé- 
maticien a le droit de se servir de ces fonctions aussi bien que de 
toutes autres qu’il peut trouver utiles; et le physicien, qui doit suivre 
un calcul mathématique, le comprendra d'autant mieux que tous les 
intermédiaires de ce calcul seront susceptibles d’une interprétation 


physique. 


133. Nous allons maintenant déterminer la forme de l’harmonique 
de surface Ÿ,, en fonction de la position d'un point P de la sphère, 
par rapport aux x pôles de Pharmonique. 

Nous avons 


Yi=1, Yo = Bts Ys = $builia — Fe 


(32) | 
Y3 = ail — 2 (Lu ss + ba As: + Ha a). 


Chaque terme de Ÿ, est donc formé de produits de cosinus, les uns 
de la forme u, à un seul indice, se rapportant aux angles compris entre 
le point P et les pôles et les autres de la forme À, à deux indices, 
étant les cosinus des angles compris entre les pôles. 

Puisque chaque axe est introduit par une des nr différentiations, 
l'indice de chaque axe doit se présenter une fois, et une seule, parmi 
les indices des cosinus de chaque terme. 

Si donc dans un terme il y a s cosinus à deux indices, il y aura 
dans ce terme n — 25 cosinus à un seul indice. 
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Écrivons, sous la forme abrégée 
Y ( 17 2s 2°), 


la somme de tous les produits dans lesquels il y a s cosinus à d 
indice. 

Dans chacun de ces produits apparaît chacun des indices, el a 
d'eux n'est répété. 

Si nous voulons exprimer qu'un indice déterminé #4 ne parai 
dans les p ou que dans les }, nous le mettons en indice au u ou 
Ainsi l'équation 
(33) EÇun-tshs) == Lun 2SÀs)  L(untiss,) 
exprime que tout l'ensemble des produits peut ètre partagé en 
groupes : dans l’un, l'indice » paraît parmi les cosinus qui dé 
sent le point variable P, et dans l'autre, parmi les cosinus des a 


compris entre les pôles. 
Supposons maintenant que, pour une valeur particulière de 7. 


(31) Ya — An0 2 (127 ) —- An Suit) + 7 Ans E(un-tsÀs) +. 


les À étant les coefficients numériques. Nous pouvons écrire 
série sous la forme abrégée 


(35) Ya S[AusECur-2s25)], 


où $ indique une sommation dans laquelle sont comprises tout: 
valeurs de s de zéro à n, ces deux valeurs comprises. 

Pour obtenir l'harmonique solide de degré négatif (x —1r)etd'or 
qui lui correspond, nous multiplions par r7t7+1), et nous avons 


(36) V,y z S [ Ans ps-2n-iX (ps Às )]. 


en posant ru — p, comme dans l'équation (3). 
Si nous différentions V,, par rapport à un nouvel axe L,,, nous 


— (nr +1)Vh,, et, par suite, 


(37) C2 +1) Vus =: S[Ane(an cr —os)rts ins Spy ts las) 
= 
ST 4 





_2n— ._2e—-135+1 
— Après on 1X(p” 2s-1 A5 1] 


Pour obtenir les termes renfermant s cosinus à double indice, 
n'avons qu'à diminuer $ d'une unité dans le dernier terme, et 
trouvons 


Can) Vus = S'rtn-2s-3[ A, (on —os + 1) (pr °"1}s) 


_— À ns E(pr-2s+1À5,)]' 


(38) 
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Or les deux groupes de produits ne se distinguent l’un de l’autre 
qu'en ce que les indices » ne se rencontrent que parmi les p dans un 
#ronpe, el parmi les À dan: l'autre. Leurs coefficients doivent donc 
être les mèmes; et puisque nous devons arriver au même résultat en 
meltant » +rau lieu de x dans l'expression de V,, et en multipliant 
par 2 +1, nous obtenons l'équation suivante : 


(39) CN 1) Aus UN --0S TA ns == —- Ans te 
Si nous faisons $ — 0, nous avons 
(40) On 1)\yiy ion --1)An: 


el, puisque À, =. 1. 


' 
21. 


Ut) Ayo — TITI 


De là nous tirons l'expression générale du coefficient 


(on — 95)! 


7, _— _ S—  ——————_ — ——— _— — 
UJ2: Ans 1 20 Sn'(n —s\ ’ 


el, finalement, l'expression trigonométrique de l'harmouique de sur- 
face 


on. , _ (on --2s)! 
(13) Y, [en n <5; 29)" 
» 


Sp'on-- 8) Sur ea. 

Cette expression donne la valeur de l’harmonique de surface en un 
point P de la surface sphérique, en fonction des cosinus des distances 
de P'aux différents pôles et des distances des pôles entre eux. 

I est aisé de voir que si Fun des pôles est transporté au point diamé- 
tralement opposé sur la surface sphérique, la valeur de harmonique 
change de signe; car tout cosinus où paraît l'indice de ce pôle change 
de signe, et, dans chaque terme de l'harmonique, l'indice du pôle pa- 
rail une fois, el une seule. 

Par suite, si deux ou un nombre pair quelconque de pôles sont 
transportés chacun au point diamétralement opposé, la valeur de lhar- 
monique ne change pas. 

Le professeur Sylvester à d'ailleurs démontré (Phil. Mag. vet. 
1870) que, étant donné un harmonique, le problème qui consiste à 
trouver les 7 lignes coïncidant avec ses axes, à une et une seule so- 
lution, quoique lon puisse (ainsi que nous venons de le voir) in- 
verser par groupe de deux Îles directions que lon considère comme 
posities sur les différents axes. 
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134. Nous sommes maintenant en mesure de déterminer | 
de l'intégrale de surface [Pa Y ds, pour deux harmonique: 


face de mème ordre, les directions des axes de ces harmoniqu 
en général différentes. 

À cet effet, formons l'harmonique solide Y,,r" et différeï 
par rapport à chacun des x axes de Ÿ,. 

Tous les termes de Y,,r", qui sont de la forme r'u"-ts)5, 
s'écrire 


dJSnt 25,8 
FT Pmn Emme 


Différentiant ces termes z fois par rapport à chacun des x 
Y, successivement, nous trouvons qu'en différentiant r*, p 
port à s d’entre ces axes, nous introduisons s des facteurs 
que le facteur numérique 


25(2$—2)...2 Où 2°s!. 


Si l’on continue de différentier, par rapport aux s axes s 
les p, se transforment en },, sans introduction d'aucun facteu 
rique ; et si l'on continue de différentier, par rapport aux # — 
restants, les Pm Se transforment en ).,,,, en sorte que le résult: 


1). 55 ° - 
2 s'ÀS x lin nt mn n°. 
Nous avons donc, par l'équation (31), 


f T7 d(Y nr") 
11 EL Y nm CU 
(14) [RAC n ds mont) dh;...dhh 


el, par l'équation (43), 


. | (2m — 5%): 
4 M - ps TT vs 'rèspn- $ 
(19) Yurm::S |[(—- 1}$ MES mm “' TP 25 Àn ] . 





D'où nous tirons, en effectuant les difflérentiations et en no 
venant que 77 == 71, 


| J J Y Yu ds 


(10) « ’ . | ts! 
Tr «d: . 2H—S).S. 
| .—= eo 


—_— LI SOS, ÀS AU: 
1 — nt 
(on-.-1)(nt) mm Nan nn 





au-2S(n —5s)! 

135 «. L'expression (46), qui donne l'intégrale de surface du 
de deux harmoniques de surface, prend une forme remarquabl 
suppose que tous les axes de l'un des harmoniques Y,, coïnci 
uns avec les autres, en sorte que \ ,, devienne ce que nous app 
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plus tard un harmonique sonal d'ordre m, désigné par le sym- 
bole P,, 

Dans ce cas, tous les cosinus de la forme },,, peuvent s'écrire Un) 
u, désignant Îe cosinus de l'angle compris entre l’axe unique de P,, 
et l’un quelconque des axes de Ÿ,. Les cosinus de la forme },,,, devien- 
dront tous égaux à l'unité, de sorte qu’à la place de Z‘1,, nous de- 
vons mettre le nombre des combinaisons de s symboles, pourvus cha- 
cun de deux indices différents de z, aucun des indices ne pouvant être 
répété ; d'où 

n! 


.* 


hum = 
Le nombre des permutations des 7 — 25 indices qui restent sur ceux 
des m axes de P,, est (nr — 25s)!; d'où 
LOS) — (n —as)!ut-3s, 


L'équation (36) devient donc, lorsque tous les axes de Ÿ,, coïncident, 


Go) ff Val ds = ET s [(—1y CET 25)! 7 SG) |, 


ou, d’après l'équation (43), 


ira? 
on +i 





(30) n (nt) 
Yatm) représentant la valeur de Y, au pôle de P 

On peut arriver au mème '‘résultat par la méthode suivante qui est 
plus rapide. 

Prenons un système de coordonnées rectangulaires tel que l'axe 
des 3 coïncide avec l'axe de P,,; et développons Y,r" en fonction ho- 
mogène de degré x des x, y, 3. 

Au pôle de P,, æ==y—=o, et 3 — 7, de sorte que, si C3" est le 
terme qui ne contient ni y ni x, Cest la valeur de ŸY, au pôle de P. 

Dans ce cas, l'équation (31) devient 





7 1 ?/ 


ra? I 
[ Ya Po ds = EE LA (Yann). 


Si m est égal à n, le résultat de la différentiation est 2!C pour Cz5#et 
zéro pour tous les autres termes; donc 


f Y nPm ds = ET C 
2/ —-1 


C étant la valeur de Y, au pèle de P,.. 
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135 4. Ce résultat e«t tres important dan: la théorie des sphériques 
harmonique-; car il nous montre comment on peut former une série 
de sphériques harmoniques qui représente une quantité avant une 
cerlaine valeur arbitrairement fixée. mais finie et continue en tous 
les points d'une surface sphérique. 

En effet, soient F la valeur de la quantité et ds l'élément de surface 
en un point Q de la surface sphérique: si nous multiplions F ds par 
P,. l'harmonique zoual. dont le pôle est le point P de la mème surface, 
el -i nous prenons l'intégrale de ce produit pur toute la surface, le ré- 
ullat, ne dépendant que de la position du point P, pourra ètre consi- 
déré comme une fonction de la position de ce point. 

Mais, en P, la valeur de l'harmonique zonal dont le pôle est Q est 
éuale à la valeur en Q de l'harmouique zonal du mème ordre avant son 
pôle en P. Nous pouvons donc admettre que, pour chaque élément ds 
de la surface, on ait formé un harmonique zonal avant son pôle en Q, 
et ayant un coefficient F ds. 

Nous aurons ainsi un système d'harmoniques zonaux superposés 
les uns aux autres. et avant leurs pôles en chacun des points de la 
sphère où F a une valeur. Et. puisque chacun d'eux est un multiple 
dun harmonique de surface d'ordre », leur somme sera un imnultiple 
d'un harmonique de surface, qui n'est pas forcément zonal, d'ordre #. 


L'intégrale de surface J J FP, ds. considérée comme fonction du 
« e. 


point P, est done un multiple d'un harmonique de surface Ÿ,: par suite, 


est précisément l'harmonique de surface d'ordre x qui fait partie de la 
Série d'harmoniquesquiexprime F.siF peut être exprimé de cette façon. 
Car. si F peut ètre exprimé sous la forme 


EF A V-. AY; et Vide 


en le multipliant par P'ds et en prenant l'intégrale de surface pour 
toule la sphère, tous les termes qui renferment des produits d'harmo- 
niques d'ordres différents S'annulent, et il reste 
> ,» | TE | 
| PP, «ds 7 LL — T dun. 
7, JU 
Donc la seule forme sous laquelle le développement de en har- 
mouiques sphériques Soil possible est 


çous ee frs. ...— 127 +51) J fra à | 
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Harmoniques conjugués. 


136. Nous avons vu que l'intégrale de surface du produit de deux 
harmoniques sphériques d'ordres différents est toujours nulle. Mais, 
lors même que les deux harmoniques sont de même ordre, l'intégrale 
de surface de leur produit peut être nulle. On dit alors que les deux 
harmoniques sont conjugués. La condition pour que deux harmoni- 
ques de mème ordre soient conjugués s'exprime au moyen de l'équa- 
Lion (46), en égalant ses deux membres à zéro. 

Si l'un des harmoniques est zonal, la condition pour que l’autre 
harmonique lui soit conjugué est qu'il ait une valeur nulle au pôle 
de l'harmonique zonal. 

Si nous commencons par nous donner un harmonique d'ordre #, 
il faudra, pour qu'un deuxième harmonique lui soit conjugué, que <es 
> n variables sati-fassent à une condilion. 

Si un troisième harmonique doit être conjugué des deux premiers, 
les 2x variables doivent satisfaire à deux conditions. Si nous conti- 
nuons de former des harmoniques dont chacun soit conjugué de tous 
ceux qui le précèdent, le nombre des conditions à satisfaire par cha- 
eun d'eux sera égal au nombre des harmoniques déjà existants; de 
sorte que le (22 + Die harmonique devra satisfaire à 27 conditions 
au moyen de 22 variables, et par suite 1l sera complètement déter- 
mine. 

Tout multiple AY, d'un harmonique de surface d'ordre x peut 
s'exprimer sous forme d'une somme de multiples d'une série quel- 
conque de (2% +1) harmoniques conjugués du mème ordre. En eflet, 
les coefficients des (22 -+H1) harmoniques conjugués forment une 
série de quantités dont on peut disposer, et dont le nombre est égal à 
celui des 272 variables de Ÿ, et du coefficient A. 

Pour trouver le coefficient d'un quelconque de ces harmoniques 
conjugués, Ÿ7 par exemple, supposons que 


AY, \0Y7 sos” A5)2—.... 


Multiplions par Y%4s et prenons Fintégrale de surface pour toute 
l'étendue de la sphère. Tous les termes qui renferment les produits 
d'harmoniques conjugués s'annulent, laissant 


(D2i À [". Yids— \; [ IRUHE ds, 


équation qui détermine No. 
Done, si nous supposons donnée une série de 27 +1 harmoniques 
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conjugués, tout autre harmonique d'ordre rx pourra s'exprimer en 
fonction de ceux-là, et cela d'une seule manière. Donc aucun autre 
harmonique ne pourra être conjugué de tous ceux-là à la fois. 


137. Nous avons vu que. si l'on donne un système complet de 27 +1 
harmoniques d'ordre x, tous conjugués les uns des autres, tout 
autre harmonique de mème ordre peut être exprimé en fonction 
de ceux-ci. Dans un pareil système de (272 +1) harmoniques, :àl x 
a 2n(an—+1) variables liées entre elles par #2(2n +1) équations : 
on peut donc considérer comme arbitraires #7(2n +1) d'entre les 
variables. 

Nous pourrions, ainsi que l'ont proposé Thomson et Tait. choisir 
un svstème d’harmoniques conjugués dans lequel les » pôles seraient 
distribués de facon que / d'entre eux se confondent avec le pôle de 
l'axe des r, # avec le pôle de l'axe des y. et /(=— n — j — &) avec 
le pôle de l'axe des 5. Étant données les (x -- 11 distributions pour 
lesquelles / — 0 et les 7 distributions pour lesquelles 7 —1, tous 
les autres harmoniques peuvent ètre exprimés en fonction de 
ceux-ci. 

Le système qui a été adopté jusqu'à présent par tous les mathéma- 
ticiens, v compris Thomson et Tait. consiste à réunir (a — 3) pôles 
en un point que l'on appelle pôle positif de la sphère, et les 3 pôles 
restants à intervalles égaux le long de l'équateur si leur nombre est 
impair, et sur la moitié de l'équateur si leur nombre est pair. 

Dans ce cas, 11,, 14. ...,1u,_., sont tous égaux à cos6; nous les re- 
présenterons par 1. Side plus nous représentons sin0 parv. 1,921. 
Un gros ces in SON de la forme  cos(& — 5), 3 étant l'azimut d'un 
des pôles équatoriaux. 

De mème, la valeur de 2, est égale à l'unité si p et q sont tous 
deux plus petits que # — 5, égale à zéro si l'un des deux indices 
pou g estplus grand que #7 — 5, et l'autre plus petit; enfin égale à 


? 
eos 





= 1 tous deux sont plus grands, 7 étant un nombre entier plus 


s 


petit que 3. 


138. Si tous les pôles coïncident avec le pôle de la sphère, 5 —o, 
et Fharmonique est appelé harmonique sonal. Comme Fharmonique 
zonal a une grande importance, nous réserverons pour lui la nota- 
üion l”,. 

Nous pouvons tirer sa valeur, soit de l'expression trigonomé- 
trique (43), soit plus directement par différentiation de la manière 
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suivante : 
+1 
(52) Ph=(t—iye LT dn (2): 


n! ds \r 





n(n—1) 
2(27 —1) 


_ . A(n—1)(n—2)(n—3) ,., 
38) 24 G@r=nar=3 À +... | 


pa? 


(22 —2p)! 


— — D _—__—_—_——___—— 1 
n | 1), 2np'in—p'in—2p})! 


pr | . 
où il faut donner à p toutes les valeurs entières comprises entre zéro 
et le plus grand entier qui ne dépasse pas 1n. 

Quelquefois il est commode d’exprimer P, sous la forme de fonc- 
lion homogène de cos 0 et de sinô, ou, suivant notre notation, de pet 
de v, 


pe ge PORN nage A0 NC — 2)Cn — 3) 


2.2 2.2.4. 


| n! 
sl y 2 pn-tp ap |. 
| L à 2P(p'}}(n —2p): F ° | 


dr—tvs —... 


On démontre dans les ouvrages mathématiques qui traitent de ce 
sujet que P,(u) est le coefficient de k” dans le développement de 


1 
(1—oph.r 3) *. 
L'intégrale de surface du carré de l’harmonique zonal, ou 


(55) f feras = ra f [P,tu)ft du = 42; 
«- + e. l 


2n --1? 
d'où 
+ Î 
(56) f [Pacuf da = ——. 
, AR I 

139. Lorsque l'on considère un harmonique zonal simplement 
comme une fonction de 11, sans référence expresse à aucune sphère 
particulière, on peut l'appeler un polynôme de Legendre. 

Si nous considérons l’harmonique zonal comme existant sur une 
surface sphérique, dont les points sont déterminés par les coordonnées 
Hets, el si nous supposons que le pôle de l'harmonique zonal soit au 
point (9, z’), la valeur de l'harmonique zonal au point (6, &) est une 
fonction des quatre angles 0", &', 0 ele, et, comme c’est une fonction 
de x, cosinus de l'arc qui joint les points (0, ©) et (9’, +’), elle ne 
sera pas altérée si l’on échange les plans de 6 et 0’, et de # et 6’. L’har- 
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monique zoual ainsi exprimé a été appelé coefficient de Laplace. 
Thomson et Tait l'appellent l'harmonique biare. 

Toute fonction homogène de .r, », 3 qui satisfait à l'équation de 
Laplace peut être appelée un harmonique solide; et l'on peut appeler 
harmonique de surface la valeur que prend un harmonique solide à la 
surface d'une sphère dont le centre est à l'origine. Dans cet Ouvrage, 
nous avons défini l'harmonique de surface au moyen de ses rx pôles, 
de sorte qu'il n’a que 2x variables. L'harmonique de surface plus gé- 
néral qui à 22 +1 variables n'est autre que l harmonique de surface 
plus particulier multiplié par une constante arbitraire. Quand :il est 
exprüné en fonction de 0 et de =, l'harmonique de surface le plus gé- 
néral est appelé fonction de Laplace. 


150 a. Pour obtenir les autres harmoniques du système symétrique, 
nous devons différentier par rapport à 5 axes situés dans le plan des 


e. . , « , « LT 
ay, et inclinés les uns sur les autres d'angles égaux à = C'est ce que 


l'on fait très aisément, en employant le système de coordonnées ima- 
“inaires donné par Thomson et Tait, Vatural Philosophy, Vol. E, 
bp. 143 (ou p. 185 de la deuxième édition). 

Si nous posons 


(575 E=r+iy, nr —éy, 

ss ° °° . « M « , , ° ® 0 Le ° 
en désignant par € l'imaginaire | — 1, l'opération qui consiste à diffé- 
rentier par rapport aux s axes peut s'écrire 


D3,s 


47 15 
18) i(% ! 


d23 5) 
st un des axes coïncide avec l'axe des s:. et 


«ls ds 


L " 1 TT L D 5e 
9 «25 cr,5 


si l'axe des y est bissecteur de l'angle compris entre deux des axes. 

Nous trouverons commode de représenter ces opérations par les 
svmboles abrégés d'opérations D'T's et De. Mais ce sont en fait 
des opérations réelles que lon peut représenter de la manière sui- 
vante, sans recourir à l'emploi symbolique des imaginaires, 





. ; 071 y stT Lit - 1 07 3 03 

(on 27 Das 70 0 GS Us Co 
des-l dy 1.2.3 Ur T4 dy 

, 05 JT — 41 47 ? 4} 

(Gr: 27-1D6 ce | , 
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Nous poserons aussi 


Qn-T dn-c 
Dis s— Ds et Dzr=8 Doc — De. 


n— 


{ 62) dzn-0 
De la sorte Ds et D'c représentent les opérations de la différen- 
tiation par rapport à » axes, dont (7 — s) coïncident avec l'axe des 3, 


, T 
et dont les os restants font les uns avec les autres des angles égaux à — 
(°1 


dans le plan des xy; le symbole Ds, servant quand l'axe des y coïn- 
cide avec l’un des axes, et le symbole Dfc, quand l'axe des y est 
bissecteur de l'angle compris entre deux des axes. 

Les deux harmoniques de surface tesséraux d'ordre # et de type 5 
peuvent alors s’écrire 


1 I 
(63) Vs =(—i) — rat Dis -. 
LA r 
I , 
(64) Ve = (— 1 meet De !. 
Posant 


um: Co), v= sing, pi—=zxz?+yt, 
de sorte que 
3 =, G=Vr, T—=PCOS®, } = psine. 


nous avons 


oi s (27)! . ! 
(65) Ps CD ire 9 er 
| 5.1 s (29)! l 
(66) DE C0 gr C7 +0) 5: 


‘où nous pouvons poser 
or. 
| L Gr n7) 2 p9 sine, 
(67) 
| : (27-17) = pT cosoz. 

Nous n'avons plus maintenant qu’à différentier par rapport à 3, ce 
que nous pouvons faire de facon à obtenir le résullat, soit comme 
fonction de 7 et de 5, soit comme fonction homogène de 3 et de p di- 
visée par une puissance de r, 


CAE DE _g@n)latst 1 
(68) 05" -© r267+1i = (—u) atn!(20)! rè4+1 
(n—s)(n—c—1) 
DK | 3 2 3-5 2p8 À, 
2(2R — 1) 


Tr. d'Elect. et de Magn., 1. 10 
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ou 
on 1 (A— 3) 1! 
, — ne me = (— 1) 9 5 —————— 
0zn-T pr23-1 (293). rin-1 
69) 
fon _ tr sun 5-0, 22: | 
107--1) 


Si l’on pose 


— — T—1 
\ 67 -:,1 [are _(RTTURT STI m7? 
»p : 





227 —1) 





17€ 
° (n—T3UNn—T INR —T—-SWUA—3— 3) 
D um" Le] LL... 
2.022 —1) 27 — 5: 
el 
\ 39. 5] uns — CNT TN TN nm. 
‘ 4307: -1) ‘ 
(5h) . 
(N- T(I—T—1NUN 73—2htn—373—5%) 
nn ee — (7 Act: DR PE PRES , 
NT 1NT- 2) * 
on aura 
27-Tnpiin— Te, 
_:. "6: _— 7 
(72) 99 2." 7 57. 


Ges deux fonctions ne diffèrent donc que par un facteur constant. 
Nous pouvons maintenant écrire les expressions des deux harmo- 
niques tesséraux d'ordre À et de type 5 en fonction de 8 ou de 3, 


t 
ri (sn): | 
| Yes — en 5 er 0,7 ) «UN 72 
21190. n. * 
(+3) ‘ , 
(7 Dr 7 ). 57) . 
RÉEL 
(157): 
-{ " e 
| Y,7 PPOAE 0,7 >» COS TS 
"778. ‘ 
(nr ‘ , 
ON Th Los: 
Dis gtgt n 2VONTE. 
2° 1. 


Il faut nous souvenir que si 3 =_0, sin 35 = 0 el cos co: 1. 

Pour toutes les valeurs de o comprises de 1 à x inelusivement, il y à 
un couple d'harmoniques ; mais, lorsques — 0,Y's—oet  Yc—2P,, 
lharmonique zonal. Le nombre total des harmoniques d'ordre 2 est 


done 2x -— 1, ainsi que cela doit être. 


140 d. La valeur numérique de Y, que l’on a adoptée dans cet Ou- 
vrage, est celle que nous obtenons en différentiant 7 -! par rapport 
aux # axe*, et divisant le résultat par n!. C'est le produit de quatre 
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facteurs, le sinus ou le cosinus de 33,7, une fonction de x (ou de y 
et de »), enfin un coefficient numérique. 

Le produit du second et du troisième facteur, c'est-à-dire la partie 
qui dépend de 8, a été exprimée en fonction de trois symboles diffé- 
rents, qui ne se distinguent l’un de l'autre que par leurs facteurs numé- 
riques. Lorsqu'il est exprimé sous la forme du produit de y? par une 
série de puissances décroissantes de & commencant à u7-7, c'est la 
fonction que nous désignerons avec Thomson et Tait par 8. 

La fonction que eine (/andbuch der Kugelfunctionem, 8 #7) dé- 
signe par PS" et appelle eine sugeordnete Function erster Art, ou. 
suivant la traduction de Todhunter, une fonction associée de pre- 
mière espèce, est liée à 87 par l'équation 


3 
(75) O9 —(- 1) Pa. 


La série des puissances décroissantes de p commencant à p"-9 est 
désignée par Ileine au moven du symbole D£", et par Todhunter au 
moven du symbole ©5(1,3). 


Cette série peut aussi s'exprimer sous deux autres formes 


Ds = 13,2) — DLL PT cut x" 
CH).  Out+T 
(70) | at(n—3)tn! 07 

‘ on UT OUT Ne 


C'est cette dernière forme, sous laquelle on obtient la série quand 
on différentie lharmonique zonal par rapport à p, qui paraît avoir 
donné Fidée du symbole adopté par Ferrers. et défini par lui de la 
manière SUIVante : 

3 . 
(57) Ty = V7 7 P, ; ee ne 
‘4 cas (un --3)!n! 

Lorsqu'on met cette mème quantité sous forme de fonction homo- 
“ène de 4 et de y», et qu'on la divise par le coefficient de p-5v9, on à 
ce que nous avons déjà désigné par 37. 


140 c. Les harmoniques du s\stème symétrique ont été classés 
par Thomson et Tait, d'après la forme des courbes sphériques suivant 
lesquelles ils s’annulent. 

La valeur de l'harmonique zonal en un point quelconque de la sphère 
est une fonction du cosinus de la distance polaire; en égalant cette 
fonction à zéro, on obtient une équation de degré », dont toutes les 
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racines sont comprises entre + 1 et — 1, et correspondent par suite à 
p parallelee en latitude sur la sphère. 

fee one comprises entre ces parallèles sont alternativement posi- 
hvure et négatives. et le cercle qui entoure le pôle est toujours positif. 

Lo harmenique zonal peut donc servir à exprimer une fonction qui 
cannulk -uivant certaines parallèles en latitude de la sphère, ou sui- 
sant certaine. <urfaces coniques dans l'espace. 

fe sutr-- harmoniques du système symétrique se présentent par 
gronges de deu, l'un renfermant le cosinus et l'autre le sinus de 5œ. 
fi: - ssvulent donc suivant: s cercles méridiens, el suivant 2 — o pa- 
sshicise de la sphère, de sorte que la surface de la sphère est divisée 
1, 7 0 —7—1) quadrilatères ou tessères, et + triangles 
s." géles. Hs sont done utiles dans les recherches relatives à des qua- 
#s lstères ou Lessères découpés sur la sphère par des méridiens et des 
pes sileles. 

{ju le» appelle Aarmoniques Lessérau.r. sauf ceux du dernier groupe, 
Jerquels ne s'annulent que sur x cercles méridiens, découpant la sur- 
Le: # sphérique en an secteurs. On les appelle, par suite, harmoniques 
wCluI (AUX. 


fs1. Inous faut maintenant trouver lintégrale de surface du carré 
4 un harmouique tesséral quelconque pour toute l'étendue de la surface 
4e Ja -phère. Nous pouvons x arriver par la méthode du n° 13%. Nous 
ts35-formons l'harmonique de surface Y17 en un harmonique solide 
de degré positif, en multipliant par 7”, nous différentions cet harmo- 
nique solide, par rapport aux x axes de l'harmonique lui-même, nous 
151-0ns alors 2 = y = 3 — 0, et nous multiplions le résultat par 
AT 
HET 
Dans notre notation, ces opérations sont représentées par la for- 
sole 


n [for ds irait DS rr y] 
_ . To ñ u J° 


n'(27 +1) 


Si l'on met l'harmonique solide sous forme de fonction homogène 
de :.Z etr,. soit | 


; ! 
um. _ (a-+6)!. 
LYS renrar GP?) 
5) : 
| x [ are LR SUR SN grrr + …|. 





en.‘ 
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on trouve que, les différentiations par rapport à 3 étant effectuées, tous 
les termes de la série disparaissent sauf le premier, et que le facteur 
(a — 5): est introduit. 

En continuant de diflérentier par rapport à & et r,, nous nous débar- 
rassons aussi de ces variables et nous introduisons le facteur c!, de 
sorte que le résultat final est 


1. , SF? (n : 7). Cu — 5)! 
(80) f [OF sta -  ——. ei 
J. 2H -|-1 nn! 





Nous désignerons le second membre de cette équation par le symbole 
abrégé [7,7]. 

Cette expression est exacte pour Loutes les valeurs de 3 de 1 à # in- 
clusivement, mais il n°4 a pas d'harmonique en sin 35 pour 5 = 0. 

On peut faire voir de la mème manière que 


SBra? (n° Tin —s): 
(#1) JISE Cds 
AN -+ I 22Tnln! 
our toutes les valeurs de s de 1 à z inclusivement. 
| 
Lorsque 5 . 0, l'harmonique devient l'harmonique zonal, et 


Lo {7 a? 
(N2) [FO ec)? ds [four as nn | T° 


résultat que lon pouvait tirer directement de l'équation (50) en y fai- 
saut Ÿ, =. P,,, et en se souvenant que la valeur de lharmonique zonal 
à son pôle est égale à Funité. 


124. Nous pouvons maintenant appliquer la méthode du $ 136 à 
la détermination du coefficient d'un harmonique tesséral donné quel- 
conque dans le développement d'une fonction quelconque de la posi- 
Gon d'un point sur une sphère, Soit, en eflet, F la fonction, et soit A7 
le coefficient de Y7 s dans le développement de cette fonction en série 
d'harmoniques de surface du svstème symétrique : 


(#3) J J FAT 4 A7 [fo rsras- NOTES 


où [2,5] est une abréviation pour la valeur de l'intégrale de surface 
donnée par Péquation (8o). 


142 4. Soit VW une fonction quelconque satisfaisant à l'équation de 
Laplace et ne présentant point de valeurs singulières dans un ravon. # 
autour d'un point O que nous pouvons prendre pour origine des coor- 
données. Ilest toujours possible de développer une telle fonction en une 
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rie d'harmoniques solides de degré positifavantleurorigine au point O. 

Une façon de faire ce développement consiste à décrire autour du 
point O, comme centre, une sphère de ravon inférieur à a, et de dé- 
velopper la valeur du potentiel à la surface de cette sphère en une 
série d'harmoniques de surface. Multiplions chacun de ces harmo- 


‘ . r , « « . 
niques par une puissance de | =) égale à l'ordre de l'harmanique de 


surface, nous obtenons les harmoniques solides dont la fonction donnée 
ust la somme. 

Mais une méthode plus simple et qui n'implique pas d'intégration 
consiste à différentier par rapport aux axes des harmoniques du svs- 
téme symétrique. 

Supposons, par exemple. que, dans l'expression de W. il v ait un 
terme de la forme A7 cY 7". 

Si nous effectuons sur W et sur son développement l'opération 


90 7 07 41 


sn 7 OT 3 }° 





et si nous faisons ensuite x, y et : égaux à zéro après la différen- 
tiation, tous les termes du développement s'annulent, à l'exception de 
celui qui contient Ac. 

în exprimant l'opération effectuée sur YF en fonction de symbole de 
différentiation par rapport aux axes réels, nous obtenons l’équation 











| 03 TTurs 1. rt ? y? "** 
(#4) d 
| A7 {70 TIltn  -5): 
=, OC — —— _ , 
° 27h: 


au moyen de laquelle nous pouvons déterminer le coefficient d’un 
harmonique quelconque de la série en fonction des coefficients diffé- 
rentiels de W par rapport à æ, y et 3, pris à l'origine. 


143. De l'équation (50) il résulte qu'il est toujours possible d’ex- 
primer un harmonique quelconque par la somme d'un système d'har- 
moniques zonaux de même ordre dont les pôles sont distribués sur la 
surface de la sphère; mais il ne semble pas facile de simplifier ce 
système. Toutefois, pour faire saisir à l'œil quelques-uns des carac- 
tères des harmoniques sphériques, j'ai calculé les harmoniques zonaux 
de troisième et de quatrième ordre, et j'ai dessiné, par la méthode déjà dé- 
crite pour l'addition des fonctions, les ligneséquipotentielles de la sphère 
pour les harmoniques qui sont la somme de deux harmoniques zonaux. 

La PI. VI représente la différence de deux harmoniques zonaux du 
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PI. VI. 











Harmonique sphérique du troisième ordre. 


m3, Go 


248 J'® PARTIE, CHAP. IX. — SPHÉRIQUES HARMONIQUES. 


troisième ordre, dont les axes sont inclinés de 120° dans le plan du pa- 
pier. Cette différence est un harmonique de second type, pour lequel 
s est égal à 1, et l’axe est perpendiculaire au papier. 

Dans la PL. VII, l'harmonique est aussi du troisième ordre, mais 
les axes des harmoniques zonaux dont il est la somme, sont inclinés 
Pun sur l’autre de 90°, en sorte que le résultat n'appartient à aucun 
type du système symétrique. Une des lignes nodales est un grand 
cercle, mais les deux autres que la première rencontre ne sont pas 
des cercles. 

La P{, VIII représente la différence de deux harmoniques zonaux 
du quatrième ordre, dont les axes sont rectangulaires. Le résultat est 
un harmonique tesséral pour lequel x — 4 et o — 2. 

La PI. LY représente la somme de ces mêmes harmoniques zonaux. 
Le résultat donne quelque idée d'un des tvpes de lharmonique géné- 
ral du quatrième ordre. Dans ce type. la ligne nodale sur la sphère est 
formée de six ovales ne se recoupant pas. À l'intérieur de ces ovales, 
l'harmonique est positif; et dans la partie de la surface sphérique qui 
est extérieure à ces ovales et qui présente six passages ou régions de 
connexion, l’harmonique est négatif. 

Toutes ces figures sont d’ailleurs des projections orthogonales des 
figures de la surface sphérique. 

J'ai aussi dessiné (P{. V) une section plane passant par l'axe de la 
sphère, pour montrer les surfaces équipotentielles et les lignes de 
force dues à une surfacc sphérique sur laquelle la charge est répartie 
suivant les valeurs d’un harmonique sphérique du premier ordre. 

A l'intérieur de la sphère, les surfaces équipotentielles sont des plans 
équidistants, et les lignes de force, des lignes droites parallèles à l'axe, 
dont les distances à l'axe sont comme les racines carrées des nombres 
naturels. Quant aux lignes extérieures, elles représenteraient celles 
qui seraient dues au magnétisine terrestre, si ce magnétisme était 
distribué suivant la loi la plus simple. 


Lk% a. Nous sommes maintenant en mesure de déterminer la distri- 
bution de l'électricité sur un conducteur sphérique soumis à l'action 
de forces électriques de potentiel donné. 

Au moyen des méthodes indiquées plus haut, on développe le po- 
tentiel Y dû aux forces données en une série d’harmoniques solides de 
degré positif ayant leur origine au centre de la sphère. 

SOI A,7%Y, lun de ces harmoniques : comme le potentiel est uni- 
forme sur toute la surface conductrice, il doit y avoir un terme 
— À ,r"Y, dù à la distribution de lélectricité sur la surface de la 
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Harmoñique sphérique du troisième ordre. 


n 3 
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Harmonique sphérique du quatrième ordre. 
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Le potentiel dà à un quelconque des termes de cette distribution 


(3) iraton=(2n+1)AnYu, 


LL] 


r a ® ° , ° * . 
par exemple, sera ans An Yh pour les points intérieurs à la sphère, et 
an , 
nii A, YA pour les points extérieurs. 
Or, d’après les équations (13, 14) du $ 129, cette dernière expression 
est égale à 
a! PL 


Î 
DA noi. dar 


c’est-à-dire que le potentiel en un point extérieur à la sphère dù à 
une certaine charge de cette sphère est égal au potentiel dù à un 
certain point multiple dont les axes sont ,, k;,...,h, et dont le mo- 
ment est À, a”. 

Donc la distribution de l'électricité sur les conducteurs environ- 
nants, et le potentiel dû à cette distribution, sont identiques à ceux 
qui seraient dus à un pareil point multiple. 

Par suite, au point p (x, y, 3), le potentiel dù aux charges induites 
sur les corps environnants est 


(4) Va An ss. y G: 


l'accent qui affecte les 9 indiquant que les différentiations sont effec- 
tuées par rapport aux x’, ÿ’, 3. Après quoi on fait ces coordonnées 
égales à celles du centre de la sphère. 
Il est commode de supposer ŸY, résolu en ses 2x +1 éléments du 
système symétrique. Soit AY lun de ces éléments; alors 
J't 


, | , : D''. 
( h,...9 h, 1 


(5) 
Il n’est pas nécessaire, dans le cas actuel, d'ajouter l'indice s ou c, 
qui indique si c’est le sinus ou le cosinus r9 qui se présente dans 
l’harmonique. 
Nous pouvons maintenant écrire l'expression complète de Y 


n 
(6) V= AG + EE( A _ D'7G). 


Mais, à l’intérieur de la sphère, le potentiel est constant, c'est-à-dire 


que 


À rt (7 
(7) W — + LE E ago | — const. 


a ati ni 
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Effectuons sur cette expression l'opération D", où les différentia- 
tions doivent être faites par rapport à æ, y, 3, et où les valeurs de n, 
et s, sont indépendantes de celles de 7x et s. Tous les termes de (7) 
disparaissent, sauf celui qui fait partie de Y®", et nous trouvons 


Cni— Tri — mt 1 ww 


— oo en OU _ 


TN! atiti 
(8) 
| = AD" G SE ( A7 T5 DD" 7 G } 
Nous obtenons ainsi une série d'équations : le premier membre de 
chacune d'elles renferme un des coefficients que nous voulons déter- 
miner. Le premier terme du second membre renferme À, la charge 
de la sphère, et nous pouvons le considérer comme le terme principal. 
Négligeant provisoirement les autres termes, nous avons, comme 
première approximation, 


! 220 n! 
2 (n1=-01) (A1 — 5)! 


(9) Ag . Aoañiti Dy1G. 
Et, si l’on désigne par b la plus courte distance du centre de la 


sphère au plus voisin des conducteurs environnants, 
n,+1 


amtiD9r"G £( 5) 


Si donc b est grand relativement au rayon a de la sphère, les coeffi- 
cients des autres harmoniques sphériques sont très petits relativement 
à À,. Donc, les termes qui suivent le premier dans le second membre 


e . , dans niti 
de l'équation (8) seront du même ordre de grandeur que (5) 


On peut donc les négliger dans une première approximation; puis, 
à la seconde approximation, introduire dans ces termes les valeurs des 
coefficients obtenues à la première approximation, el ainsi de suite 
jusqu’à ce que l’on ait atteint le degré d'approximation voulu. 


Distribution de l'électricité sur un conducteur à peu près sphérique. 
145 a. Soit 
(1) r- a(i-:F) 


l'équation de la surface du conducteur, F étant fonction de la direc- 
tion de r, c'est-à-dire de 0 et de +; et nous supposerons dans cette 
étude que son carré puisse être négligé. 
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Développons F en une série d’harmoniques de surface 
(2) F = fo+ fiYi+ faYo+ fa Yn: 


De ces termes, le premier dépend de l'excès du rayon moyen sur a. 
Si done nous admettons que a soit le rayon moven, c’est-à-dire que a 
soit à peu près le rayon d'une sphère dont le volume est égal à celui 
du conducteur donné, le coefficient f, disparaît. 

Le second terme, en /,, dépend de la distance de l’origine au centre 
de masse du conducteur que l'on suppose de densité umforme. Si 
donc nous prenons ce centre pour origine, ce deuxième terme dispa- 
raît également. 

Nous supposerons d’abord que le conducteur a une charge À,, sans 
qu'aucune force électrique extérieure agisse sur lui. Le potentiel à 
Pextérieur du conducteur doit donc être de la forme 


(3 V= A0 AY ee An Ye 
on ne suppose pas, d’ailleurs, que dans ce développement les harmo- 
niques de surface appartiennent au même type que dans le développe- 
ment de F. 

À la surface du conducteur, le potentiel est celui du conducteur, 
c'est-à-dire la quantité constante *. 

Donc, si l’on développe les puissances de 7 en fonction de a et de F, 
et si l’on néglige le carré et les puissances supérieures de F, on à 


| = A0 (G—F)+ A Yi —aF 
a a? 

(4) 
| An vs Yuli--(a- DFE]. 
Puisque les coefficients A,, ... sont évidemment très petits en com- 
paraison de À,, on peut an début négliger les produits de ces coeffi- 
cients par F. 

Si maintenant dans le premier terme on remplace F par son déve- 
loppement en harmoniques sphériques, et si l'on égale à zéro les termes 
qui renferment des harmoniques de même ordre, on trouve 


= I 
(51 4 — Ao =: 


(6) AY; = AoafiY,=0, 


(3) AnYn= AottfnYn- 


4 
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De ces équations il résulte que les Y’ doivent être du mème type 
que les Ÿ, et par suite leur être identiques; et que 


A=O et An Aoa" fr. 


Pour déterminer la densité en un point de la surface, nous avons 
l'équation 
, DV OV 
(8) AT — 5, COSE, 
où » est la normale, et = l’angle de la normale avec le rayon. Puisque, 
dans cette étude, on suppose très petits F et ses dérivées premières 


par rapport à 6 et à ©, on peut prendre cos: — 1, de sorte que 


. Lt r 1 
(Q) ATT — — - -- 12= \e = + (n+i1)A,;Y, nr 


EE 


Développant les puissances de r en fonction de a et de F, et négli- 
geant les produits de À, par F, on trouve 


. 1. . D 

(10) “ 7 — Pr (1 — 2F)-- .. (nr -t- 1)Ax anrs Ye 
Développant F en harmoniques sphériques et donnant à A, sa va- 

leur précédemment trouvée, on obtient 


(11) {75 = A _ Li faYa fast + (n-- D fnYal 


Donc, si la surface donnée diffère de la surface d’une sphère par une 
couche mince dont l'épaisseur varie comme les valeurs d’un harmo- 
nique sphérique d'ordre n, le rapport de la différence des densités su- 
perficielles en deux points à leur somme sera égal à (#7 —1) fois 
le rapport de la différence à la somme des rayons en ces deux 
points. 


145 b. Soit un conducteur à peu près sphérique et soumis à l’ac- 
tion de forces extérieures, dont le potentiel est U : développons ce 
potentiel en une série d'harmoniques sphériques de degré positif, ayant 
leur origine au centre du volume du conducteur : 


(12) U—=B,--Bir\—B;r°Y,+...+ Brr'Y, 


an? 


l'accent de l'Y signifiant que ces harmoniques ne sont pas nécessaire- 
ment de mème type que ceux qui figurent dans le développement 
de F. 
Si le conducteur était exactement sphérique, le potentiel dù à sa 
Tr. d'Élect. et de Magn., 1. 17 
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charge superficielle sur un point extérieur serait 


a?n+i 


r1 
n° 


I ai .., 
(13) V=ios—Bis Vi. --Bi 
Représentons par V + VW le potentiel dù à la charge superficielle 
actuelle, où 


Yu... 


| 1 
(14) W — Co Yi. + On —— pm+i 
les harmoniques affectés d’un double accent étant différents de ceux 
qui se rencontrent soit dans F, soit dans U, et les coefficients C étant 
petits, puisque F est lui-même petit. 


La condition à remplir est que, pour r —a(1+#F), 
U+V+W = const. = A9 =: + Bo, 


potentiel du conducteur. 

Développons les puissances de r en fonction deaet F, en conservant 
la première puissance de F lorsqu'elle est multipliée par A ou B, et la 
négligeant quand elle est multipliée par la petite quantité C; nous 
trouvons 


F |- A0 = + 3 BiaïY,+ 5BeasY, +. . .+(2n + 1)B,atr+1 v | 
(15) « 


I 


, I 
+Gs+G Yi +... + On Yn = 0. 


rt 


Pour déterminer les coefficients C, il faut effectuer la multiplication 
indiquée dans le premier terme, et exprimer le résultat par une série 
d’harmoniques sphériques. Cette série, avec ses signes changés, repré- 
sentera W à la surface du conducteur. 

Le produit de deux harmoniques sphériques d'ordres x et m est une 


. . , T CT « 
fonction rationnelle de degré m + n de =) 2 et; il peut donc être 


ètre développé en une série d'harmoniques sphériques d'ordre ne dé- 
passant pas » + n. Si donc F peut être développé en une série d’har- 
moniques sphériques dont l’ordre ne dépasse pas »2, et si le potentiel 
dà aux forces extérieures peut être développé en harmoniques sphéri- 
ques dont l’ordre ne dépasse pas 2, le potentiel dà à la charge superfi- 
cielle ne comprendra pas d’harmoniques sphériques d'ordre supérieur 
am+n. 

Cette densité superficielle peut être déduite du potentiel par l'équa- 
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tion 
0 

(16) {r5+ = (U+V+W)=o. 

145 c. Conducteur à peu près sphérique renfermé dans un vase à 
peu près sphérique et à peu près concentrique. 

Soit 
(17) r=a(i+F) 


l'équation de la surface du conducteur, où 


(18) F= fiYi+ faYat + JRIYU, 
Soit 
(19) | r=db(i1+G) 


l'équation de la surface intérieure du vase où 
(20) G= giYi+ geYot... + gi YU, 


les f et les g étant petits en comparaison de l'unité, et Y#1) étant 
l'harmonique de surface d'ordre 7 et de type o. 

Soient 2 le potentiel du potentiel du conducteur, 8 celui du vase; 
et développons en série d’harmoniques sphériques le potentiel d’un 
point quelconque compris entre le conducteur et le vase 


= ho+/Yir + hoYer+.. + AY pa 
(21) L 


rn+1 ? 





| , I 
+ ho + ii es + AY 


il faut déterminer les constantes de la forme k et de la forme £, de 
telle sorte que, pour 

r=a(i-F}), VW soit égal à 2x, 
el que, pour 

r = b(i+ G), Ÿ soit égal à 5. 


Il est clair, d’après notre étude précédente, que tous les L et tous 
les £, sauf A, et K,, sont de très petites quantités, dont les produits 
par F peuvent ètre négliges. Nous pouvons donc poser 


(22) 2 = ho+ he Q—F)+ + (RP an + KP ! )ve, 


H anri 


(23) 3 = ho+ bo Z (1 — G)+...+ (a br + 49) pe ) VE: 
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nous avons donc 


| 


(24) 2 = ho+ ko =) 
(25) 8= ho op» 
(26 ko PP = RP an + RP 
(2) ko gg = MD OM + AT us 


d’où nous irons, pour la charge du conducteur intérieur, 
(28) ko=(2—$) 7 — 


et, pour les coefficients des harmoniques d'ordre », 


. On pa — a" fn 
(29) ha = ho pri quai? 


(30: ko poanpn "Tin at &n 
) nn T0 bdin+1  qrn+t ? 


où il faut bien se rappeler que f,, g,, h, et À, sont les coefficients des 
termes de même type et de même ordre. 

La densité superficielle sur le conducteur intérieur est donnée par 
l'équation 

4rsa = kil... AY), 
où 
falna?t+i- (ne 1)bir4iT — g,oon + nattibt 
b2+1 = au+l T° 





(31) À n —= 


146. Comme exemple de l'emploi des harmoniques zonaux, re- 
cherchons les conditions de l'équilibre électrique sur deux conduc- 
teurs sphériques. | 

Soient a et b les rayons des sphères; c la distance des centres. Pour 
abréger, nous poserons a — cx, b — cy, en sorte que x et y sont des 
quantités numériques plus petites que l’unité. 

Prenons, pour axe des harmoniques zonaux, la ligne qui joint les 
centres des sphères ; pour pôle de ces harmoniques sur chaque sphère, 
le point de cette sphère le plus proche de l’autre sphère. 

Soit r la distance d’un point quelconque au centre de la première 
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sphère et soit s la distance du même point au centre de la seconde 
sphère. 

Supposons que la densité superficielle o, de la première sphère soit 
donnée par l'équation 


(1) Ar = A = AP, RAA Ps... = (om+i)Amlmns 


en sorte que À est la charge totale de la sphère, et que A;, As, ... 
sont les coefficients des harmoniques zonaux P;, P;,,.... 

Le potentiel, dà à une telle distribution de la charge, peut être re- 
présenté : 

Pour les points intérieurs à la sphère, par 


., ! r r? pm 
2 LS = -- ( A _— A P — —— A P > —— .…. — A P n 
(2) a\ ti 27292 LT 


et, pour les points extérieurs, par 


n - Y ( , ) «a a? | ) a!" 
() CL = > À HA Pi AP ++ nl m Fm . 
\ 


De mème, si la densité superficielle de la seconde sphère est donnée 
par l'équation 


(5) 1770 BB Pi+...+(an+i1)BaP, 


le potentiel à l’intérieur et à l’extérieur de la sphère peut être repré- 
senté par des équations de la forme 


S 2 ç"t 
(5) Ve r(u+ Bi Pig Bi Pa eee + BaPa a)” 
, . l'; b b2 ba\ 
(6) \ = (B+ BP BP ++ BaPa si)? 


les harmoniques généraux étant ici relatifs à la seconde sphère. 

Les charges respectives des sphères sont A et B. 

Le potentiel en tout point intérieur à la première sphère est con- 
stant, et égal à x, potentiel de cette sphère, de sorte que pour tout 
point intérieur à la première sphère 
(7) U'+ V = 2. 


d 


De même, si $ est le potentiel de la seconde sphère, pour des points 
intérieurs à cette sphère, 


(8) U + V'= 3. 
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Pour les points extérieurs aux deux sphères, le potentiel est Y et 
l'on a 


(9) U+V=". 
Sur l’axe, entre les centres des sphères, 
(10) r+Ss=cC; 


d’où, en différentiant par rapport à r et faisant 7 — o après la diflé- 
rentiation, et nous souvenant que chacun des harmoniques zonaux 
devient égal à l'unité à son pôle, nous trouvons | 


1 OV 
A 3 ds  ? 
A 2° LV 0 
(11) 1m Ts 
ns ses...) 
m! omV 
m ami CT Gone © 


où l’on doit faire s — c après la différentiation. 
Si nous effectuons les différentiations, et si nous posons 


y, Le, 
C À 
ces équations deviennent 
o=A+Bzt+2B;rty+3B;rtyt+...<(n—+1)B,rtp", 
0—As+Bzi+3Biriy+6Biriy?+...+l(n-+i)(n+2)B;:ryr, 


' 
+i(m+i)(m+a)Bsrmtipit +" B,zrm+riyr, 


Les mêmes opérations effectuées pour la seconde sphère donnent 
0O=B;+Ay'+2A127?+3Asrtyt+...+(m+i)Anryt, 
0= Bs+Ay3+3Airy+GAsrtys + à, + (me iIXm+2)Anrmys, 


CEE RE EE EEE REEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEREES , 


0=B;+AyriL(n+i)Airyt+t 


! 
+ in +i1)(n +2)Aazt yet. + ): Amæmynti, 


Pour déterminer les potentiels de deux sphères, nous avons les équa- 
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tions (-) et (8) que, maintenant, nous pouvons écrire 


(14) cx=A— + B + Bi << Br2t + ...+B,7", 


(15) c5=B . +A+HAIT—+ Asri+...+AmTM. 

Si donc nous bornons notre attention aux coefficients de A, à À,, et 
de B, à B,, nous avons m + rR équations pour déterminer ces quan- 
tités en fonction des charges A et B des deux sphères; en introdui- 
sant ensuite dans (14) et (15) les valeurs de ces coefficients, nous pou- 
vons exprimer les potentiels des sphères en fonction de leurs charges. 

Ces opérations peuvent être exprimées sous forme de détermi- 
“nants; mais, pour le calcul, il est plus commode de procéder comme 
il suit : 

Substituant, dans les équations (12), les valeurs de B,, ...,B, tirées 
des équations (13), nous trouvons 


Ay=— Bat A rtysfo.r 2 3.1ÿt +. 19% 5196-26. 198] 
| + A,23ÿ3[2.9 —3.37? +4. 47° +5.576] 
(1): + A22%73[2.3 +3.67? + 4.107*] 
ce A3r533[%.i-—3.107?] 
) 


-- A,r6y3[2.5|, 


Aa —Bu.- A 23y3{3.1 2 G.13*+ 10.17% +15.176] 
_. | ct Airty3{3.0 +-6.332+ 10.47] 
(7) | - A225373[3.3 +6.6y?] 
2 A3r63 33.41, 


- A17533[{.0 :-10.37°?| 
= A326»3[4.3|, 


A,=—Bai- À 75735 15y?] 


\ A 
(19) -— A,:r6y3{5.9|. 


En substituant dans les seconds membres de ces équations les va- 
leurs approchées de A,,... et répétant cette opération pour obtenir 
de plus grandes approximations, nous pouvons pousser l’approxima- 
tion du coefficient jusqu'où nous voudrons dans les puissances ascen- 
dantes et les produits de x et y. 

Si nous posons 

An — Pan À — n PB, 
B, -—-r,\ —s,1B: 


26/ 1'© PARTIE, CHAP. IX. — SPHÉRIQUES HARMONIQUES. 


nous trouvons 
Pi= Yi 2— 3ÿy—+— jy 5y6— Gys—+szyt0 
—_ Ryl2—gyit+].. 
+ xS Y6T 8+ 3o7+ 75715475 28078 — ...] 
-- ZT ÿ6[ 18-+ 907? 288yt--735y6— ...] 
2% y6[ 32—2007?---807t-- ...| 
(20) —21196[ 50--355y+ ...] 
--Li8y6T 32 ...] 
+ rt y°[ 32-1927] 
— r\0y9[144-— ...] 


TS DAT + gp? 16ÿt+ 2576+ 3678—+ 19719—-64y12+...] 
2 NT 6— 187?— {opt 75y76+126y78—+196719+...] 
— 2% v3 8— 3oy?-+- 80y7--155y6-1-33678— ...] 
—211y3[ 102  45y%+.1407+35076—+—...] 
21333] 12— G3y?—224yt--...] 
+rl533[ 144 84y1--.,.] 
(21) rl 33 16-—-...] 
+x8 ÿ6[ 16-— 7271 2097+48875——...] 
-.-210ÿ6[ Go— 342y?--122274--...] 
--dly6[15010507?-+...] 
--r1576[308-...] 
| —xH39[ 64+...] | 
Pour les opérations ultérieures, il sera plus commode d'écrire ces 
coefficients en fonction de a, b et c, et d'ordonner les termes suivant 
les puissances de c. On rend ainsi plus facile la différentiation par rap- 
port à c. Nous trouvons ainsi 
: p= 2 bc -. Jatbic-t-- farbies— (5atb— 8asb$)c-11 


— (Ga?bti+ 3oasb-8_ 18aï05)c-13 


-(7a?b18 95a5bi0 gout DS -- 32a° L6)c: 15 
(22) 4 ... (8a?b15-.154a$b13 288 a DI9-:- 32 a8 db 
—- 200€ 08 — 5oat1b6)c-11 


— (gatb17+ 280a$b1t+ 535a7 bi? 19248 bi1--780a? b1° 
— 144at009 --3-5attb8 — -aat3b6)c-19, 


HARMONIQUES CONJUGLÉS. 265 


qi= atc"?-- jasb3c-8— (Gaïb3-- gasbi)c-10 


+( 8a° b3=- 18a7 b5—+ 16aSb1)c-11 
-:- (Gioat1b3+ 3oa% Di 1648 b5+ 4oa7 DT-- 25aÿb3)c-1* 
-.-(12a 1303 45al1b5. Goat0b6+ 8oa% bT— 72a8b8 


+- 75a1 b9—— 3Gaïbll)c-1s 
- (14a1503-—. G3a1305-—. 180a12b6- 140a11b1— 342a1005 
- 17549 09-- 2n9a8b19— 1a6atbi1+ 4gasbl3)c-18 
— (16a!b3-- 84a15b5— 308 a1$b5-+ 224 a13b7— 10504a12b5 
-, ji attb9--1222 410010 336 a b11-- 488 as bi? 
… 196a7b13- Gasbi5)c-20, 


(23) 


o— 


pa= 3añb3c-6 - Gañbic-8-. 1oab0c-10L (12a6b8+15asb9)c-11 
(2548 D6-: 54ai D8+ orañbli)c-tt 
(24) ° — (48a1006— 16248 b8-158a$b10 + 2Ba3b13)c—16 
-i (55al106- YGoai0b8+ 48a309 - GoG as b19 


——352a6bl3i+ 36a3b15)c-18, 


qg2= ic Gasbie 2-+-(ga8b3+ 18a605)c-11 
— (124a10b3-- 3648 b5=+ foa$ bi )c-ts 
— (15at2b3-. Goal005- 24 a% b5—-10048 Dia bs)c-15 
(25) + (118a1+03-- gnal?b5— goat1b6--200a10b7 
126€ d5 92548 b9--126a$bt1)c-17 
(2141603 — 196 at 05 —225a1306- 35oa!2b7- 59; attbs 


: 5a5al0b9 jiBat bio + fin at bii-196añbi3)c-19, 


‘pa jatbic-T--roatb5c-9-2oa bte H--(16atb6+35atbs)c"1s 
(26 ) : (364 06-- 8fab8- 5Gasbii)c-ts 


l - 164a11 06-259 «4908 — 289 at DI0--8{atbt3)c-17, 


qa= act —-Raïbie 10 (12493 Soa*bS)c-t1? 
— (1641103 Goas b5-- Boat b'jc-ts 
(2): —- (204 1303- 1ooa11D5-—. Grat0b6 5004 bT--155aT b3)c-16 
--.(24@1503— 15041805 — 1204a12D6— jooat107-- 192410 D8 
-- 5254 b9—336atbii)c-18, 
pp; = oaibice-8--15añbsc 101 35asbtc 11-.(20a8b6+-oaib®)c-1+ 
— (421006 1208 b8 = 126 aSbi1)c-16, 
| qg,;= a$c-3-=-1o0a8bic-11—(15a10b3— j5a8b5)c-13 


(29) : - -f20at?b3-- goat0b5—ijoa8 bi)c-ts 
( -—125alb3-.15o0a?b5-. 4oa!1b5-350a0b1+350a8b®)c-11, 
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Ps =6afb3c-9 = arafb5c-11+56afbic-13 
(30) —+ (24 a9 b5+ 126a5b9)c-15, 

gs = aSc-$i+iaabic-11L(i8attb3+6G3atbs)c-1: 
(0 | — (24al3b3 + 126a1105 +924 a b1)c--16, 


(32) p;=Taîbic-10r1o8aïibsc-1?-+84aîbte-it, 
(33) gs=atct+r4albic-13+(2rat2b3+84at0b5)c-15, 
(34) p:=8atbc 11+36asb5c-13, 
(35) g:=aîcs+16atib3c-tt, 
(36) ps=ga°bsc"t?, 
(37) gs= ac". 
Les valeurs de 7° et de s peuvent se déduire en échangeant a et D 
dans les p et les q. 


Si, maintenant, nous calculons le potentiel des deux sphères en 
fonction de ces coefficients sous la forme 


(38) = LA mb, 

(39) s=mAa np, 

l, m, n sont les coefficients de potentiel (voir $ 87) et l’on a 
(40) m=cl+pac + piatc-s.t.... 

(41) n =b'l—qiac ?—qratc3--.... 


ou bien, en développant en fonction de a, bet c, 


m=ct+oabic-T-3asb3(at+b1)c-s 


| + a b3(£at.r Ga? b?=  £b')c-t1 
| —@b3(5ai -— ion b'— Sa b3-:- 1oab+506)c-13 
— a3b3(6as + 15a$ b?-- 3oa5 D3.= ooab* 
-- Joai b5 15a?b5+6b8)c-15 
+a3bt(alte o1a8s bt— 95a1 L3= 35aîñb: 
+ 146 bi 35at bi J5a3b1 
(42) + ra? DB  nbDi0)c-17 
Laibi(8alt- 28al0h?+ 15$a L3= 56asb: 


+ 446a* b5-- 1o2af D5-- {iGaïbi 

+  S6a* b5— 154a? b5— 28a?b10+8bt?)c—19 
--dibi(gatt+ 36Gat?b3+ 28oa!1b3+ 8jat0bt 

11074 b5+ 318a$ b6—+1668a7 b7 

+ 318af$ bi+irrios as + 84a*b10 

+ 28o0abt1— 3Ga?bii+  gbit)c-2,1, 
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n=dbti-mce—acs—ac8s—(at+4b3)asc-i 
—(as -- 12a?b3=  gb5)añc-1? 
(at — 254 b3+ 3Gatbi — 160T)añc-t: 
— (a —  44añ Li+ g6a' b5— 16a3b6 
-t-  RoatDT-+25 09) a6 c-16 


(al 58a8 bi 21oa6 bi-:- 8{asbé 
(43 + 26oat D = saas bi 15o0a7b1+36bt1)añc-18 
19) \ --(al" 104at007 :- 406a8 bi :- 252 a bi 


+ 68046 b'— 468aë DS. 555 at 0 
+ 2094a1b10-- 252a?b11+49 D13) «6 c-20 
—(ai5+ 147at20— r2oa1005— 693 a°bi 
+158 8 L'Li1836a7 bd. +181 a6b" 
+16{oa$bl9+1ri3atbiie 488a3bti 
— Jo2atb13+64b15)afc-2?, 


La valeur de / peut se déduire de celle de z en échangeant entre 


eux a et b. 
L'énergie potentielle du système est, d’après le $ 87, 


(45) W={/A?-mAB:-{inbD?, 


et la répulsion qui s'exerce entre les deux sphères est, d'après le 
S 93 7, 


(45) — —- = + A? - -+ AB Ce TT à 
La densité superficielle, en un point quelconque de chacune de: 


deux sphères, est donnée par les équations (1) et (4) en fonction des 
coefficients À, et B,. 
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NOTE 


SUR LES SPHÉRIQUES HARMONIQUES; 


Par M. Porn. 


Le lecteur déjà familier avec la théorie des coefficients de Laplace, ou des fonc- 
tions harmoniques sphériques, n'aura aucune peine à suivre le Chapitre IX, mais 
s'il rencontre ces fonctions pour la premiére fois, on peut craindre qu'il ne croire 
leurs propriétés liées à l'existence des points singuliers où le potentiel devient 
infini, conception abstraite qui n’est justifiée que par la concision plus grande 
qu’elle permet de donner au calcul; à cette difficulté s'ajoute celle provenant de 
l'emploi de coordonnées imaginaires, et la superposition de ces deux abstractions 
ne compense pas, pour une première exposition du sujet, la simplification de cal- 
culs qui en résulte. Il semble, au contraire, qu’il y ait avantage à sc rapprocher 
du mode d'exposition de Laplace, qui, bien qu'un peu laborieux comme calcul, 
fait comprendre, dès le début, comment s'introduisent les fonctions, comment 
elles permettent de développer une fonction arbitraire des coordonnées géogra- 
phiques sur la sphère, ce qui justifie amplement les calculs qui conduisent à leur 
expression développée; une fois ces premières notions (d’ailleurs suffisantes pour 
les applications) acquises, la lecture du Chapitre IX devient plus attachante, parce 
que l'esprit saisit micux l’élégance des méthodes qui le méènent à un but déjà 
atteint plus péniblement. 


1. Laplace a introduit dans l'analyse les fonctions Ÿ , et le Livre III de la 
Mecanique celeste contient, au point de vue des applications à la Physique ma- 
thématique, tout ce qu'il est técessaire de savoir sur ces fonctions. 

Leur origine est la suivante : Si des masses distribuées autour d'un point O, 
qui sera pris comine origine, attirent un point M dont les coordonnées sont x, y, 5, 
en coordonnées cartésiennes, ou r, 0, © en coordonnées polaires (0 sera la colati- 
tude), le potentiel des masses attirantes au point M pourra se développer en série 
ordonnée suivant les puissances négatives de r, si le point M cest plus éloigné 
de l'origine qu'aucune des masses attirantes: en cflet, la distance p du point M à 
unc masse dont les coordonnées sont z',37", 2", ou r,6", #" a pour valeur 


18|[— 


0 (a+ rt 2rr" cose)?, 
en posant 
cose = cos cos6" + sinf sin9" cos(>'— =); 
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sir” est plus petit que r, on écrira 


| _1 
I j . VO 2 r ? 
— — —|1— — )— = cose , 
9 r r r | 


et cette expression se développera en série convergente suivant les puissances de 
I L2 e L} - [2 
rÉ il en sera de mème pour toutes les masses attirantes, ct le potentiel V scra dé- 


veloppé ainsi 
LU, Lu 
d' L'* J'* 1 





V:- 


les numératcurs sont des fonctions algébriques entières des sinus ct des cosinus 
de 8 et de & ct ne conticanent pas r. Ce sont ces fonctions qu'on désigne sous le 
nom de fonctions harmoniques sphériques de surface, d'ordre 0,1, 2, 3,..., n. 

Chacune des fonctions homogènes de degré — (n +1) qui constitue V, doit 
satisfaire isolément à l'équation V?— 0: équation qui, transformée en coordonnées 
polaires, devient 
1) 2 ON. D ,0\ 1 PV 


— — , = = 0, 
or or di ou V7 0° 


_ _— _. 





si l’on convient, pour abréger l'écriture, de poser cos — u, sin0 — v. 
En exprimant que U,r-t""1) satisfait à cette équation, il vient 


. D LOU 
nn il = y — > - 
(2) ( JU, oh ? ou y de £ 


condition à laquelle doit satisfaire toute fonction U,. 


2. Nous désigncrons par Ÿ, une fonction satisfaisant à cette équation, ct cn- 
lière en nu, v, cos® ct sin?; on aura alors 





VHPY = rP | pCp +11 Um — y HN DE - # . 


et cette expression sera nulle si p(p-+1) = nn +1), c'est-à-dire si p — 7, ou si 
p=—{(n:-1);les fonctions Ÿ,7", Y,7-11 satisfont donc à la condition V*= 0. 
De là résultent les propriétés remarquables de ces fonctions. 


# 
? 
gp" ti 





Considérons, en effet, une sphère de rayon «a, ct les deux expressions 


Y, , . . . _ 
—“—; clles sont égales sur tous les points de la sphère, satisfont à la condition 
a": 

F2— 0;la premitre est finie à l'extérieur de la sphère, la seconde à l’intérieur : 


donc, en vertu du théorème de Green, la fonction dont la valeur cst 


- NY," , .: 
V,= —— à l'extérieur 
gd" 
ct 
- PORN 
\V,— —"— à l'intérieur 
a"! 


est le potentiel dù à une distribution d'électricité à la surface de la sphère, dont 
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la densité en un point (0’=') est donnée par 
hrû — (— de … x) , 
| O, /« 


si dv et dv, sont les normales extérieures et intérieures, en attribuant aux déri- 
vées les valeurs qu'elles ont au point a, 6’, v’;or on a 


a, OV, , av Vi Vi + 
Be on on Mage 


sur la sphère r = a, et, si l’on désigne par Y, la valeur de Ÿ, au point 6'£', on 
aura 


51 


hr ô—=(2n+i)Yn, 
et réciproquement une distribution à la surface de la sphère, dans laquelle la den- 
- . (2n Y . , . . 1, Y,a" 
sité serait Gr+')le, produira à l'extérieur le potentiel —-— 
Ta rer 
Y, gp" 
a": l 
Toute fonction YŸ, satisfaisant à (2), entière en p, v, cos? et sin® est donc une 
fonction U,. 





» à l’intérieur le po- 


+ 


tentiel 





3. Considérons maintenant une distribution arbitraire f(8',2') à la surface de 
la sphère du rayon &, elle produit un potentiel qui pourra ètre développé à l’ex- 
térieur suivant la séric 





. Y,a, Y, a" 
" + TT +... + rex 


Ye. Yi, Y,r" 
... a" ° 


Connaissant les potentiels intérieurs ct extérieurs, un raisonnement calqué sur 
le précédent donne 


(3) re f(b'e)= Yo +IYi+... (an Hi) Yan He 


Donc une fonction quelconque (uniforme cet finie) des coordonnées géogra- 
phiques sur la sphère pourra toujours ètre développée en une somme d’harmo- 
niques. 

Ce développement de f n’est possible que d’une seule manière; car, si l’on avait 


Era f=Yo+iYi+... 5 (2n+I)Yn+..., 


Y’,Y1,... étant d'autres fonctions harmoniques, il faudrait que le potentiel dù 
à / fùt, en un point quelconque, 


Y, . Y,a 
7 + —— +..., 


qui ne peut ètre identique à V que si Y,= Yi, Y,=Y4,.... 


4. Ayant ainsi montré l'intérêt qui s'attache à l'étude des fonctions Ÿ, il faut 
examiner comment elles sont constituées. Soit toujours / la densité en un point 
8", &" de la surface de la sphère, le potentiel dù à la charge / 4S d’un élément 


NOTE SUR LES SPHÉRIQUES HARMONIQUES. 271 


de cette surface, au point r, 8, 2. est 


Suds 
| P 
où 
p= + a— rar[cos8 cos0"+ sin6 sin6’cos(+'— z)]. 
On a donc 
a 2 | “1 
pari fit SE qan + cos(?'—#)]; ; 


# . e a" 
en développant cette série, Laplace montre que le coefficient de anni CS de la 


+! 
forme 
N,:: A9 + AZ Cos(g'— &)+...-1 An cosn(2' — % 


ct que le cuefficient A7 de cose(g’— $) est lui-mème de la forme 
CR 0,(H)07 (Cu). 


C'est le produit d’une constante numérique par une fonction de u, et la mème 
fonction de u’. On le démontrera plus bas quand on aura montré l’usage de ces 
fonctions. ° 

Le potentiel de l'élément est donc 


n= G=n 
f ads = -- D ui D Ce n)05(u')coss(z — 3) |, 
n==! g=0 


et le potentiel dù à la distribution / sur toute la sphère sera, au point (r,u,9), 


+ 


=: ffrass Ye à Scsos (u) 


= ne ff rases (u') coss2" +sinse f [re8 (x ) sin se’ as | 


Y Y 1 Y,ar" 
c'est cette cxpression qu'on a représentée par — -- —— -r ...-:- ru 
r r° rit 
La fonction Y, est donc nécessairement, en représentant par M, M,, N, N, des 


constantes, 





M,85(u)- M,6%(u)cose =- M, 8% (u)cos25 +...-:- M,6% (nu) cosn® 
— N8T(u)-ins +... - N,89(u) sinne. 


L'expression générale comprend 27 +1 constantes arbitraires, et l'on à en mème 
temps la valeur de /, en vertu de F'équalion (3), 


HT a’ f = ffrsS en+0Ÿ CG [A f asreuta'icusss 


x 86 o(u)cusss, 





(4) n= O=n 
+ (an+1 ŸCs | 95 fÿ (a )sins'] 
n=1 Jai 


x 65(u)sinss. 
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Ainsi / a été développé en une série, dant le terme général est 
MOS cossz -+ NO sinsz); 


le cocfficient de chaque terme s'obtient en intégrant dans toute l'étendue de Ja 
sphère de rayon a le produit de faSC56%(u’) par coss> ou sins», proposition 
analogue à celle qui conduit à la célèbre séric de Fourier. 

Les fonctions Q, sont par définition des harmoniques sphériques d'ordre 7 et 
satisfont à l'équation (2); il en est de mème des fonctions 6% coss» ct 87 sinsz, 
individuellement ; il suffit, pour s’en assurer, de remplacer Q par son développe- 
ment dans l’équation (2) et d'exprimer qu'elle est vérifiée, quelle que soit la va- 
leur de 2. 

On cest donc arrivé à trouver (27 +1) harmoniques, d'ordre 7, indépendantes, 
telles que toute harmonique de mème ordre en est une combinaison linéaire, et 
l’on a réalisé Ie développement d'une fonction arbitraire, en séries d’harmoniques 
d'ordre n croissant. 

Maxwell nomme 5 le type des harmoniques 67 coss9, 69 sin o%. On remarquera 
que a? disparait en réalité dans le développement ci-dessus; car l'élément 
dS : a’ du df. On peut donc diviser les deux membres par a?, à condition de rem- 
placer l'intégration sur la surface de la sphère par 


f ds ( du. 


c'0 ce —! 


>. Le développement de / met en évidence unc propriété des fonctions 6. 
Puisque f est arbitraire, on peut prendre / = Y,,; et, puisque lc développement de 
f en harmoniques n’est possible que d'une seule manière, tous les termes du sc- 
cond membre, qui ne sont pas des harmoniques d'ordre #, doivent s’annuler; on 


a donc 
a+l 27 
/ du ds: Y,85 coss3z (ou sin 33) .-0, 
ce —1{ <° 0 


dès que » ct x sont différents, ou comme un Ÿ,, quelconque cst une fonction 
linéaire des 6”, 


+1 27 
(5) f du f diY,Y,, -0, 
v 


"1 


relation que Laplace déduit de l'équation différentielle (2); on voit, en effet, que, 
si l’on écrit successivement que Ÿ,,, Ÿ, satisfont à cette équation, il vicudra 


n° Li) 


[an(ni)—m(m.-rs)]\,,\, 


d à ( 0, Le . 0 ( NN, Nu) 


on 


ET ET 


? 


d'où résulte l'équation (5), puisque v s'annule aux deux limites, et que les fonc- 
Lions Ÿ ont la même valeur pour % -= 0 et z — 27. 


Si l'on particularise davantage, et qu'on pose / = 45" cossz, il viendra 


1 2 
178% cossz = (an +1)C 85 coss? f dy f 0z C6" ]* cos?s>, 
LE —1 e 0 
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/ 
tous les autres termes disparaissant en cffectuant l'intégration par rapport à 2, ct 
27 
observant que ds cos?sz = 7, il reste 
0 
! r+1 
— — C’! f 8! du 
21 —-1 Eur [85 da, 
n ir 
à moins que l'on n'ait 3 =0, alurs | d' =27,et il vient 
0 


9 


+1 
_—— -- Ç! f 0! du. 
2/1 +: v. ’ [ ‘] ‘ 


6. Il y a donc licu d'étudier le développement de 


’ ‘ + -1 
sr is — + cose , 
Ln * r 
qui donne 
I O,« a" 
Go - ie =! = +0, nr? 
FR 1" pur 


où Q, cest un polynôme entier en cose: substituant ensuite à Cose sa valeur 
uu'+ vw cos(z" —%),1l est aisé de voir que le terme en coss(z"— +) dans ce po- 
lynôme ne peut provenir que des termes de Q, qui renferment cose à la puissance 
3 ou à une puissance plus élevée, et comme vv’ accompagne toujours cos (z’—6& ), 
le coefticient -— A7 contient en facteur le produit (vw'}°; on peut donc poser 


AT = (y R, 
R étant un polynôme entier en u de degré (7 — 3); on posera donc 
AT = yT(u "Te Dur! ....), 


et l'on exprimera que cette expression satisfait à lPéquation différentielle (2); on 
en déduit, pour le polynôme entre parenthèses, 


| nm. _— 5 —— 
67 7 " rs C 3 AUX ? I } Jos 2 
0 








2.2/1 -1 


LR SIN SL UNS —I)(n 5 $) 
2.4.(2H —1)(21 — 5) ‘ ‘ 


D'ailleurs À, est symétrique en n et u’; il est donc nécessairement 
"TaT( 8 (1! 
C,0,(2)0, (11). 


en désignant par C7 une constante numérique. 
Pour déterminer cette constante, il faut faire 4 =p=0,v=v=t; A? doit se 
réduire alors au coefficient de cos3(z: — z£") dans le terme de a"r"-1 du dévelop- 


_1 
«a° 2 « , 2 , 
pement de 5 '2rtli+ rs COS(z — 2) ; or la parcnthèse est le pro- 


Tr. d'Elect. et de Magn., 1. 18 
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duit des deux factcurs 








L 0. — 4e 
a AN ? 1 ad 2 4 2 L ‘A AU 
I — —@ (2-3)6 — 1— = —- C LS nt 2 LES ee (3-7 os 
r 2r 1.2.3... no 
_! 
a \ 2 1a . 1 5 à 2/ —1,n \J 
1— Let) ie 2 Serie, ue 22, de (—et-ri).s...; 
r / 2r 2 3 2 j Fr 


en multipliant ces deux séries entre elles et par 7", on trouve, pour le cocffcient 
de ar-tm+#1), 
1.9.9...2 7 —1 I 1.3.9... 7 -— 3 


— ne CON (ES) + = ——°’ 50 ——— cos (n — 2) (5 — 3) +. 
2n,1.2.3... 1 (& 5) +] 2n-1,1.2.3...1 A — 1) ( )(s =) , 





ct pour le coefficient de coss(>"— ©), quand n — © est pair, 


.3.5...(n+0—:1) 1.3.5... ul 
2.4.0...(2+c) 2.4.0...(n—5) 


ct zéro quand il est impair; on a donc 








_13.5...(n+g—s) 1.35...(n—S3—1) _ ras , 
Ktm re) 2.4.6. (us) — Calon(o)l] 
et, comme 
£ n— 3! 
8% (0) ==: 


.4...(n—g)(2n —1)(27 —3) .. (ne —:i) 
5...(n—0—1).1.3.5...(R--0—1)- 
1.3.5...(27n2 —:) | 


aussi, quand (7 — ©) est pair, il vient 


CT: 1.3.5...(R—1)l n(n—1)...(n— 3-1) 
F7 n! (n1)(n-- 2) tn 3) 


(1.3.5...an- 1} 


n—c'n—c! ? 


— . /* 


cependant, si s — o, il ne faut prendre que la moitié de ce cocfficient 


— 2 
ce [er ? 


n! 
L . . 0 
Dans le cas où (n — os) est impair, cette méthode donne, pour C, 5; Mais on 


lèvera l’indétermination ainsi : on prend, dans le produit 8(u)8(u'), le coeffi- 
cient de uu', qui, dans ce cas, est 


, .[1.3.5...(n—c3)(1.3.5...(n + co)? 
CID EE nn E 


et, après l'avoir multiplié par C,, on légale au coefficient de pp’ coss (> — +") 


dans le développement de p-', coefficient qu’on obtient en remarquant qu'il est le 
d(o-! | 
coefficient de a" r-{("+1) coso(z'— >) dans le développement de er pour pu’: 0 
& 24 1? , 
ou dans ar? |:-:- Tr cos(g —z=")| . Ce développement cest obtenu, 
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4 3 
2 


. ot a , 2 a ni 
comme ci-dessus, en multipliant [r— A et "| par |: Re-(r+] ct l’on 


retombe sur la mème valeur pour C5 et C£. 
On a, en effet, 








3 

|  i \ 2 3 y 3.9.5 2 cit a ‘ 
(: © cil?-7") CS CS "g—'3) 

. a 2 a 2.4.6...27 \? 

a 
Po non? 3r 3.b.s...oJert fe LAN 

I—-eTr #) ie ce — GRO) 57 —— |(— erits 5) ). 
, a / 2 «a 2.4.0...2/ r 


Multipliant ces deux séries entre clles ct par ar-°, on trouve pour le cocffi- 
cient de a"r-("#1i dans le produit, ou pour cocfficient de a"-!r:{"-1) dans le pro- 
uit des séries, 


2x7 cos(n —1)(2—%')-2 X 


1.9,7...(2H--1) 3.9.7... 20 —: 
Te .(2R —2) 2.4.0 


3 
= COS(n —3)(5 — 5) +.. 


et pour le cocfficient de cose(z"— =) pour (7 — &) impair 





3.5." LS 5.7 — 5 
rer en RE à GAL" Co) 
l'où, pour C7, la valeur 
Croix 1.3.9 | 43... (n-bs)xr.3... (ne) 
# 1.3.0 RETENUE (na+T)] 2.4...(2+3—1)xX 2.4... (n—3—:1) 
, 11.3 3. “zu, 


ne 23! n—3! 


“comme plus haut. 
Il est bon de remarquer que si l'on faitu = 4" 1, v = v"—o,le développement 
de 9-1 se réduit à SAfa"r-trtti, ou à SCL [89 (1)]?; or, dans ce cas, 


l «l a 
27! = (Tr —«) = > = ce), 


C£ [ei (1)]* — Î; 


on à donc 


d'où 


L 
Le développement de g !=—{[7*-- «— 2ar(uu'-- vv" cos9 — 5")! 3 est donc cn- 


tiérement connu, et, par suite, tous les éléments de la formule (4) sont déter- 
Imincs. 


7. Depuis Laplace, d'autres procédés ont été indiqués pour parvenir plus rapidc- 
ment aux harmoniques d'ordre »; le produit Y,r-t"-!) est le quotient d'une fonc- 
tion homogène des coordonnées x, 3’, 3 par r°*f!, et satisfait à l'équation V?=- 0: 

. ] oo + . . . . 
or la fonction r. CL toutes ses dérivées y satisfont aussi; ct il est clair que 


1 . ; 
————.- a+ 3--vi.n 
UxSOyFot r TT: 
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et Lisa le quotient d'une fonctusa Lomsz-ne de d-cr: n zur r°—: rar suite 


4°, D 
DISOvE AE r 


est uns fonction harmonique d'ordre n. et il en «st de mme d'un: combinais-n 
linéaire quelcoaque de ces derivé:<. En particulier 





sot ds harmoniques du type zero. des divers ordres: car. si. apres les diffcrec- 
Uatious, on remplace = par 27, on aura des fonctions de 1 seul. 
Ou préfere prendre pour valeur de la fonction tvpe 


= 43 —1* . #3 
— 7 =. —— 17 — - =}, 
sur l ñn. or 
pour la raison suivante : si l'on développe 27 = r—v-—.2 —a °.qui re- 


présente l'inverse de la distance au point r. y. = du point situc sur l'axe des = à 
la distance a. au moven de la série de Taylor. on a 


. ! ss —5 * «! î 
D —dl— -— À — 0 À —.... 
d' HT, AH. ‘KO TT , 


«) ci 
M4 y: 
et, en général, 
y ET 
— Zi)" — 
sjl 0 


de sorte que l’on peut toujours écrire 





dd 1 1 4" 1 1 a a° 
Cr TT + € Te ur: — — ee — (| L — P, 7 TT pus P, le 
r oz r nn. Jr Fr LS 


quand a est < r.. 

Les fonctions P,. ainsi obtenues, sont donc identiques à C8, (1,8£{4).ce qu'il 
cst aisé de vérifier; ce sont Îles harmoniques zonaux. Voici les valeurs des pre- 
Inicrs 

—P,=., —1.2.3P —194 — 4:12 


—1.2P,= 3u—r. —+1.2.3.41, — 10 — qou-— 4. 


et,.en général, 
nin—1) 


2(2n—1)* 


nn—i(n—a2)tn 3), 7 


(—i"r.2.3...nP,=1.3.9...(2n [x - 


Ces harmoniques zonaux sont de beaucoup les plus utiles dans les applications. 


#. Pour représenter par des symboles analogues les autres harmoniques en 
cos 3% et sin 3%, On remarquera que toute combinaison linéaire, réclle ou imagi- 
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naire, des différentielles telles que (6) est une harmonique de mème ordre ; par 
suite, si Z est unc harmonique, 


07, ; 07 OZ ; OZ, 
(12 4 dy vx dy 





sont des harmoniques aussi; ou bien, si l’on exprime Z au moyen des coordonnées 
imaginaires 5 = z +yi, n = x — yi, les dérivées 


92 OZ 


JE Ur 


seront cncorc des harmoniques ; par conséquent, les expressions suivantes 





}" n }" 
PE ns mo rl TT IE JE F 
PE — v" 2, RE EE 
or, 03" hr sien -1 1° or" r 


sont des harmoniques; mais 7? = êr, + <°, par suite 





d : 
de = (a). .3.5...(23—1: ) oi” 
ct ces harmoniques deviennent, au facteur r"+! près, 
d 1 _ 9 7 1.3.5...(27n —1:) 
nn ue Cr... (27 —:) - Us ee 
.. 0 3 .. _ d : 1.3.5...(27n —:1) 
— 4 zu race (—$)7.1.9.5... (3 —1) te el me mt 


En ajoutant deux harmoniques situés sur la mème colonne, ou en retranchant 
et divisant par £ = 4 — 3 , il vicndra, en observant que & = rvei?, n == rve-f?, 


1) I jn—7 I 


— 21Y SIN? Ji °°? 2 cos 32 (— rv)7.1.3.5.(23 —1) 





03 -1—T p2+ L 


1.3.9...271—1 


gp" + i 


sossssssss. 2 SINND(—vr)" 9 


‘) I 1.3.5...27 —1: 


— 3 oescccscsssee 2 COR D — VT ) ——— -—. 


— LA V cos % 7 U5" ion à y pri 


Par analogie avec ce qu’on a fait pour les harmoniques zonaux, on prendra 
pour valeur des harmoniques d'ordre 7 et de type o les deux fonctions 


17 1 ñ | bi { à . . h \7 3 - " 7 Land Lt 
r C— (— 1) PU u COS 3% (—7 V)°.1. Je (231) ns pari 


et 
n—t n- I 


Vis - (— ii)" - 2sins®(—7rv)7.1.3.5...(23 —1)- 


na 





dzn-s ris ? 





ou, plus simplement, on pourra écrire comme facteur de sino> et coss> dans les 
deux Y 7) 


pnrstlagl 0 1 


— —— _—— —— 
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Les valeurs de ces Ÿ résultent des équations 





: (— 1)" 1 d" Ï 
VTC HN TS — "© ————— -, 
" 1 n' JO" Sr 
Vie —ivss— CNT 07: 

—— pe nc] Ce — 9 
n d n! 0 03-T r 


analogues à celle que donne P,. 
Ces fonctions ne peuvent différer que par un facteur constant de 8! coss2; en 
effet on trouve facilement 


d"-s | I = (nn Lee. (an 1) 
O3" T ri 1.3.9... (27 —1) 














pn+7+i 


On pourra, sous cette forme, vérifier par les principes généraux de la théorie des 
équations que 8) s'annule pour (7 — +) valeurs réelles de 4, entre —r et +1. 
et qu'ainsi l’harmonique Y®)sinoz, ou coss?, s’annule sur © méridiens et sur 
n parallèles, d’où le nom de tesséraux donné à ces harmoniques. 


9. Lorsque À est une direction faisant avec les axes des angles dont les cosinus 


, ON ., . ON OV ON 
sont 2, 5, +, on entend par le symbolc Dh l'expression 2 ru Ê d T5 dif- 


férentiant de nouveau, par rapport à unc direction k', on aura l'équation 


OV OV, ŒV AA 
AN RS — ue — 
oh 0h Ur* 0) "ts 
BV JV OV 
2 (an) —— à (a ne) (RS) — — , 
( DT é) ru ( : rs (?, ù y ds 
qu'on écrira symboliquement 
7 à ( o) . 9 D, 0) nr 0 , 9 
——, ai — la — + ss — 
koh UE 3 F (LA "3 L \ ox À 0) " Q5 l ' 
; t) 1) J- 
en convenant de remplacer, dans le produit, les facteurs —--— :4 — par —-; -... 
(744 JT UT" 


Cette équation sc généralise immédiatement pour n différentiations successives 

ct l'on a 
o" t) n 9 72 / (7) . 0 1) ° 

—_—©—© —— (a — 5 2 y, — ] (ar i +, 

o,.0h,.0h.... 0h, 18 4 y (ES Ur "dr 05 

Toutc expression de cette forme est donc une combinaison linéaire des dérivées 
le la f ?" dm m'-+m'rn; mai d 
ac la 10rmcC PPT AT ELA quand Mm--Mm-rIN — NN; Mais, quand on opcre sur 
une fonction V satisfaisant à l’équation VV —o, ces dérivées sont clles-mèmes 
des fonctions linéaires de (27 --1) d’entre elles : par exemple, de 


(js s)" Q" (UE 4 
Qt gai CU va 
et de 
D)  o"1 1) 0"— 9"! 
05 or 0 'ord)  Us g? 
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auxquelles on peut ramener toutes les autres de mème ordre, puisque 


OL _f CL 9 
05 Er ANT 


ce qui permet de réduire l’exposant de 93 à o, ou 1. 
Si l'on suppose que p de ces directions À, h',... soient dans le plan des æ), 
l'expression 


op 0) 0° F0) n 0° 
oo (rat gIReGaé) 
devient 
OP. «)P | op 
À, dcr A) Der y 7 A4 Oyr° 


si le polynôme A ,æ + A ær ty... Apr (ar ip)... (2,7 + Ph ÿ 
Les poulynômes 





z{ — a 
H — 1 (27. -19) TT LT — — 7 1) 2773" -- ...n 
) 1.2 
Il, - (ET — ):=32x7"y — (3221) (372) 173 8 
| 2i ? ‘ ° 1.2.3 ‘ , ‘ "°° 


présentent à cet égard un intérèt particulicr. 
On a, en effet, 











{ Ti f (2 HIT, , 27—1 ny) \ 
Tr: 5 --eTr'...1\s—e SC 7, \3—e To 7%,,, 
{ \ / 27/; \ { RIT 
27-47. SE 1 2 (E--eT 1 2 —e FT 7: 
mais 
7 EL IF, DJ 17%: Q 
_ —-— = —— , . (27 -1)7 97 -1)F 
E—e TT ve  ?5 if. sin 2 DE yes PE], 
| 3 3 
et, par suite, 
=G-1. . . 
— _ . (27 -1)7 (2/7 :-1)7 
£ r, 07 [I z sin C Le > COS NET, 
LE e] ‘ 3 
J 0 
et, de mème. 
J m—1 . . 
57 - 17. aTi Il [: sin = — reste |. 
5 ° 3 
1:-0 
Par conséquent, les opérations 
I 57 3(53—: 77 Lt IE 7 ) 1, 7 
aT UT rT 1.4 dr 3 2 ( 57 Jr 
et 
I 7 33 103 - :: 7 \ I (7 (7 ) 
27 NT ur y: 1.2.0 27 $v" RATATE UT, 


sout le résultat de la différentiation par rapport à 7 axes, faisant entre eux l'angle 
=; el tels, dans le premier cas, que l'axe des }° soit l’un de ces axes, et dans le se- 


cond qu'il soit le bissecteur de l'angle formé par deux axes consécutifs, propriété 
énoncée par Maxwell, $ 140. 
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EXPLICATION DES PLANCIIES. 


9. Ces résultats se voient bien sur les PI. VI ct suivantes : 

La PI. VI représente l'harmonique du troisième ordre et de type r, l'axe des 3 
est perpendiculaire au plan du papier, l’axe des x ou 3 = v est vertical. Les lignes 
ponctuées sont les projections orthoganales des paralléles, ct du méridien pour 
lcquel l’harmonique s’annule; les courbes en traits pleins sont des courbes Île 
long desquelles la fonction Y$l/s — 5sin?(u®— :)v est constante ct égale à 
L1,2,3,4,5 et 6. 

Dans la PI. VIII, l'axe des : est horizontal dans le plan du papier et la fonc- 
tion Y? — 55(u—+)vasin2s, le plan des xs est à 45° du papier; les courbes en 
traits pleins indiquent les points pour lesquels la fonction est =. 0,05, 0,10, 0,15, . 

Les Pl. VII et IX représentent des harmoniques non tesséraux. Maxwell ex- 
plique clairement Ilcur construction. Pour la première, il faut considérer un har- 
monique zonal £(15u%—4u), dans lequel p est le cosinus de la distance angu- 
laire à un pôle situé dans le plan du papicr, sur la verticale, et un autre 
+(15u— ou) perpendiculaire au papicr. En prenant un nouvel ordre = horizon- 
tal, les axes des x et des y passant par les pôles primitifs, on obtient 


4[5v (costs + sine) --3%(cosS + sins)] 


pour l’harmonique représenté, qui sc met facilement sous forme de sommes d'har- 
moniques du troisième ordre, du premier ct du troisième typc. 

Les mêmes axes ont été pris pour la PL. ZE. 

La Planche de la page 235 représente une sphère, sur laquelle la densité’ est re- 
présentée par l’harmonique du premier ordre Cu, et change de signe à l’équatcur. 
Ce potentiel intéricur est 


5 — re â nm LI 
jrru x GC où jrru x C, 
et la force # +C ÿ est constante ct verticale; à l'extérieur le potentiel est 
LC + 1 . 
srAC x a ou ra Cx --; 


J* 


les surfaces équipotentielles sont toutes fermées, leur prolongement serait tangent 
à l’axe des x à l’origine; en valeur absolue et suivant l’axe, le potentiel, nul au 
centre, croit jusqu’à la sphère, pour décroitre ensuite, cn raison inverse du carré 
de la distance au centre; sa valeur maximum est 


4 nd " 
ÿ$r Ca. 
. ON 
La composante verticale de la force — = St 
03 


t 43° 
Ü CPE > . 
_=-a C _—_— — 
3 (2 J } 


par suite, l'induction (voir les Notes précédentes) à travers un cercle cxtéricur à 
a sphère de rayon x, à la hauteur z, cst 


T ‘1 55° x° 
+ mn | 
1racC < f 27TT az (> 5 )= ar — x ra C 
0 LE CF] j 
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Les lignes de forces limitant les cercles à travers l'induction, 47, ont alors 
pour équation 


CS 


1 T° k 
T za C. 


, + 
. — A, 
» J°' Ÿ 


La partic (parasite) de ces courhes à l'intérieur de la sphère scrait tangente à 
l'axe des 3, et les distances auxquelles celles coupent normalement l'axe des z 
sont en raison inverse de D. 

À l'intérieur, les lignes de forces sont verticales. 

La figure correspond à des valeurs de D égales à 0, 0,5, 1,...,4, 4,5, ct à des va- 
leurs de V croissant par degrés égaux à 0,5 de — 3 à -:- 3; si l'on suppose la con- 
stante C — À et qu'on prenne le rayon a de la sphère égal à 3 unités, dans la 


figure il est de ? de pouce anglais. 

Dans la 27. F, Maxwell ne s'est pas astreint à tracer les lignes de force suivant 
la règle du $ 193: cette règle a été appliquée sur la PI. V bis (partie droite); 
les lignes de force portent un numéro qui, multiplié par 47, donne l'induction à 
travers une surface limitée par la surface de révolution engendrée par cette ligne; 
on remarquera : 1° la discontinuité des directions des lignes de force quand elles 
arrivent à la sphère: 2° la discontinuité de l'induction dans les mèmes circon- 
stances: la composante normale à l'intéricur n'est que la moitié de la composante 
normale à l'extérieur de la sphère: par conséquent, si l'on considère une calotte 
sphérique, l'induction à l'extérieur sera double de ce qu’elle est à l’intérieur; on 
pourra vérifier encore que la composante tangenticlle de la force est continue, à 
l'intérieur et à l'extéricur; par conséquent, l'angle de la ligne de force et de la 
normale à l'extérieur à une tangente moitié de langle intéricur correspondant. 

Cette distribution des lignes de force, qui correspond, comme on le verra plus 
loin, au cas d’une sphère aïimantée uniformément, permet d'étudier la déforma- 
tion que subissent les lignes de force d'un champ électrique uniforme par la 
présence d'une sphère conductrice isolée; en effet, la distribution étudiée sur la 
sphère produit à son intérieur une force constante dirigée de haut en bas (cn 
supposant la densité positive dans la moitié supérieure) et égale à 2; si donc on 
place cette sphère dans un champ électrique uniforme, où la force soit égale à 2, 
mais dirigée de bas en haut, la résultante sera nulle à Fintéricur; l'harmonique 
de preunier ordre représente donc Là distribution de l'électricité sur une sphère 
placée dans ce champ uniforme, et à Pextérieur, le potentiel et l'induction s'ob- 


Uendront en ajoutant le potentiel du champ V.— -23,et l'induction 27x° du 
Ne g \ ps . 1 Z° 

champ sur un cercle de rayon x, au potentiel V,= “=; ct à l'induction I, 3 7 
D / 4 +. 


dus à la distribution sur la sphère; on à tracé en lignes ponctuées, sur la partie 
sauche de la figure, les horizontales équipotentielles de - 10 à - 10 (leur distance 
est la moitié de l'unité de longueur choisie) et les verticales limitant les cy- 
lindres pour lesquels l'induction est 47, 87, ..., ou pour lesquels la valeur de 
est 1.2.3...: leur distance à l'axe est 4/2. 

Eu appliquant les méthodes détaillées dans les Notes précédentes, on construit 
‘des points pour lesquels le potentiel total et l'induction totale ent les valeurs 
0, 1, 2, 9. Les lignes de force, ainsi construites, sont bien normales à la sphère, 
et le numéro d'ordre de chacune donne la charge de la portion de la sphère qu’elle 
découpe. 
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PI. V bis. 
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CHAPITRE X. 


SURFACES DU DEUXIÈME DEGRÉ IIOMOFOCALES (1). 


1#7. Soit l'équation générale d'un système homofocal 


+ 


T° . J'? . +" 











(1) PR nt — = |. 

A2— a? it }2— ci 
où À est un paramètre variable que nous aflecterons d’un indice sui- 
vant l'espèce de surfaces considérées : ainsi nous prendrons }, pour 
les hyperboloïdes à deux nappes, À, pour les hyperboloïdes à une 
nappe, et À, pour les ellipsoïdes. Supposons que l’ordre 


«dd, 1, b. ha. C, hs. 


soit celui des grandeurs croissantes de ces quantités. La quantité @ est 
introduite pour la symétrie, mais dans tous nos résultats nous suppo- 
serons 4 = 0. 

Si l’on considère les trois surfaces dont les paramètres sont 4,, 4; 
et À,, on trouve, en éliminant entre leurs équations, que la valeur de 
æ?, à leur point d’intersection, satisfait à l'équation 


(2) db? aie. at) — tr —ArUXI. ANA ati. 


Les valeurs de rt et 3? S'obtiendraient par la permutation circulaire 


de «, bet ce. 
în différentiant cette expression par rapport à z,, on trouve 


(3) ee me dr. 


Si ds, est la longueur de l'arc de la courbe d'intersection de 7, et 73. 
qui est compris entre les surfaces À, et 2,-— dj. on à 


LS 2? ! or 2 y - 2 32 3 2 (7° , 
( { ' ( os1 \ … ( Lea … ( 0) _ ] 0 ) : _ rx nl { À 5» _ J.1 ( #3 ni t . 
| NULATRE Oh. CUS UNE (A it AË — D?) A - - cè ! 





(') Cette étude cest principalement empruntée à l'Ouvrage si intéressant de 
G. Lamé: ZLecons sur les fonctions inverses des transcendantes et les surfaces 
isothermes. Paris, 1857. 
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Le dénominateur de cette fraction est le produit des carrés des 
demi-axes de la surface À.. 
Si nous posons 


5 2 — } 7.2 2 — )° 2? 2 — }2— 2 
(5) Di=42—,2, Di— 5 — 47, Di=/:— 7,3 


et si nous faisons @ = :, 1l vient 


(6) — = TT — —"————— 


Il est facile de voir que D, et D, sont les demi-axes de la section 
centrale de À,, qui est conjuguée du diamètre passant par le point 
donné, et que D, est parallèle à ds, et D, à ds. 

Si nous substituons aux paramètres 21. 22, ?, leurs valeurs en fonc- 
tion de trois fonctions 2, 3, + définies par les équations 





#1 ed, 
4 — TRE E=-= = —=—=— ? 
0 (bi— pic - 4?) 
de 
ed, 
(7) ‘ D — f === == —— ? 


‘0 Vi bite? 23) 


on a 


th) ds; = , DoD;cd2, «ds, — | DD, «43. ds3=— : D, De d. 
: : C 


18. Or, soit V le potentiel en un point quelconque 2, 5,  : la 

force résultante dans la direction de ds, sera | 
aN dN dx dN__e 

(0) R=— — =----. — Te -——  —— 
ds dx ds, da 1 D; 

Puisque ds,, ds, et ds, sont perpendiculaires l’un à l'autre, l'inté- 
wrale de surface sur l'élément superticiel ds,, ds, est 
dV e D, D, D, D 


AE gene 0 LÀ 3 de. 
C 


610) KR dss ls — = =. - 
? 3 «2 D, D, ( C 3 i dx 


Considérons maintenant l'élément de volume compris entre les sur- 
faces à, 8, + et à + dla, B 1 4/3, + + dy. A y aura huit de ces éléments, 
un dans chaque octant de l'espace. 

Nous avons trouvé l'intégrale de surface de la composante normale 
de la force (dirigée vers l’intérieur) pour l'élément superficiel dé- 
coupé sur la surface x par les surfaces 8 et 3 + d3, + et y + dy. L'in- 
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tégrale de surface pour l'élément correspondant de la surface x + dz, 
sera 
d\ D: di\ D? 


— —,- d3 cd — - 2 
dr ec no da € M 








puisque D, ne dépend pas de z. L'intégrale de surface pour les deux 
faces oppostes de l'élément de volume sera la somme de ces quantités. 
soit 

dŒV D? 


da? pa da «3 dr. 


De mème, les intégrales de surface pour les deux autres couples de 
faces opposées seront 
d'V D: 


dŒ\ D: 1 IV 3 L 
da ps dax ds d: et ds: ps da d3 d'+. 


Ces six faces comprennent un élément dont le volume est 


ds, ds: ds, = - dx di d, 


DYDHDY 
c 

et sis est la densité de volume dans cet élément, nous trouvons, en 

vertu du $ 77, que l'intégrale prise sur la surface totale de cet élé- 

ment, augmentée de la quantité d'électricité qui y est comprise mul- 

upliée par 47, est égale à zéro, ou, eu divisant par dx, dB, dy, 


OV, PV 2 PV ., , D?D:D: 
co Di---, rU5 += Di -r in - = 0. 
D ges TN ci 





(11) 





Telle est la forme que prend en coordonnées elliptiques l'équation de 
Laplace généralisée par Poisson. 

Si: —o,le quatrième terme s'annule, et Féquation équivaut à celle 
de Laplace. 

Pour la discussion générale de cette équation, on renvoie Île lecteur 
à l'ouvrage de Lamé cité plus haut. 


149. Pour déterminer les quantités 2, 8, y, on peut les mettre sous 
forme d'intégrales elliptiques ordinaires, en introduisant les angles 
auxiliaires 0, & et 4; on a 


(12) 2, = bsin0, 
(13) ds = Ve?sin?e Le D: costs, 


(14) 2, = rsèct. 
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Si l’on pose b —£, et A°+ K'?— 1, en appelant { et 4’ les deux mo- 
dules complémentaires du système homofocal, on trouve 


(15) Z — [ ne — 4 
us 


intégrale elliptique de première espèce, que l’on peut écrire suivant 
la notation habituelle : F(4,0). 
De mème, on a 





? > 
(16) 9 == f (15. = FA F4, 9, 


où F(#'}) est la fonction complète pour le module £, 





(5 = [— EF GR) FC, 
"0 Vi 4: cost Ÿ 


Ici x est guré comme fonction de l'angle 8, qui, par suite, doit être 
une fonction du paramètre À,; 8, comme une fonction de », et par suite 
de },; et +, conime une fonction de + ou de À. 

Mais ces angles el ces paramètres peuvent être regardés comme 
fonctions de a, 3, +. Les propriétés de ces fonctions inverses, et d’autres 
qui en dépendent, sont développées dans le Traité de M. Lamé sur 
cette question. 

Il est aisé de voir que les paramètres, étant des fonctions pério- 
diques des angles auxiliaires, doivent être des fonctions périodiques 
de x, 3 et >. La période de À, et de À, est 4F(Æ), celle de X, est 2F (4). 


Solutions particulières. 


150. Si V est une fonction linéaire de x, 8, y, l'équation est satis- 
faite. Donc nous pouvons déduire de l'équation la distribution de l'é- 
lectricité sur deux surfaces confocales de même famille, maintenues à 
des potentiels constants, et le potentiel en un point quelconque de l'es- 
pace compris entre ces surfaces. 


Hyperboloïdes à deux nappes. 


Sizest constant, la surface correspondante est un hyperboloïde à 
deux nappes. Supposons que le signe de 2 soit le même que celui de 
Æ sur la nappe que nous considérons. Nous pourrons ainsi n'étudier 
qu'une seule nappe à la fois. 
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Soient 2, et x, les valeurs de x pour deux nappes particulières appar- 
tenant au même hyperboloïde ou à des hyperboloïdes différents, et 
soient V, et V, les potentiels auxquels elles sont maintenues. Alors, si 
nous posons | 
%1V 7 23V; … 2 V. — Vo) , 


1- : À2 


(18) V = 


les conditions seront satisfaites sur les deux surfaces et dans tout l’es- 
pace intermédiaire. Si nous faisons V constant et égal à V, pour tout 
l'espace situé au delà de la surface z,, V constant et égal à V, pour 
tout l'espace situé au delà de la surface #,, nous aurons la solution 
complète dans ce cas particulier. 

La force résultante en un point quelconque de l'une ou l’autre des 
nappes est 


N OV ox 
119) RE x ds 
ou 
| …. Vi — Ve C 


Si p, est la perpendiculaire abaissée du centre sur le plan tangent 
en un point quelconque de la surface, et si P, est le produit des demi- 
axes de la surface, on a 

P1D:D3 = Pi, 
d'où l’on tire 


(21) Ro Si ; 


c'est-à-dire qu'en un point quelconque de la surface la force résultante 
est proportionnelle à la perpendiculaire abaissée du centre sur le plan 
tangent. La densité superficielle s se déduit de l'équation 


(22) 173 R. 


La quantité totale d'électricité répandue sur le segment intercepté 
sur une des nappes de l’hyperboloïde par le plan dont l'équation est 
L'T- da, est 


(23) QE (Si) 


La quantité répandue sur la totalité de la nappe infinie est donc 
infinie. 

Les formes limites de la surface sont les suivantes : 

1° Pour 2—F(#), la surface est la partie du plan des æ3, qui est 
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située du côté positif de la branche positive de l’hvperbole ayant pour 


équation 
r? =? 


(21) — — ———— =]. 


b, C? — b: 


2° Pour 2 — 0, la surface se réduit au plan des y 5. 

3° Pour 3:=— F(z), la surface se réduit à la partie du plan des 
æ3 qui est du côté négatif de la branche négative de l'hyperbole dont 
il a été parlé plus haut. 


Hyperboloïde à une nappe. 


En faisant 8 constant, nous obtenons l'équation de l'hyperboloïde à 
une nappe. Les deux surfaces qui limitent le champ électrique doivent 
donc appartenir à deux hyperboloïdes différents. Pour tout le reste. 
l’étude est la mème que pour les hyperboloïdes à deux nappes; quand 
la différence des potentiels est donnée, la densité en un point quel- 
conque de la surface est proportionnelle à la perpendiculaire abaissée 
du centre sur le plan tangent, et la quantité totale répandue sur la 
nappe infinie est infinie. 

Les formes limites de la surface sont les suivantes : 

1° Quand ? —0, la surface est la partie du plan des x3 comprise 
entre les branches de l'hyperbole dont l'équation a été donnée plus 
haut (24). 

2° Quand 5 —F(£") la surface est la partie du plan des y exté- 
rieure à l’ellipse homofocale dont l'équation est 


r? 3”? 
(25) — 7 —" "7 — 1. 


Ellipsoides. 


est constant pour un ellipsoïde donné. Si deux ellipsoïdes +, et 
ÿ2 sont maintenus à des potentiels V, et V,, nous avons en un point 
quelconque + de l’espace intermédiaire 


(26) V— 4171: ul, 





(27) s=— 


où p;, est la perpendiculaire abaissée du centre sur le plan tangent, et 
P, le produit des demi-axes. 
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La charge totale d'électricité répandue sur l’une ou l’autre des deux 
surfaces est donnée par 


(28) Q=c--—-- = — Q 


cette charge est finie. 

Si y — F(Æ), la surface de l'ellipsoïde est à l'infini dans tous les 
sens. 

Si l'on fait V,—o et 7; — F(Æ), on trouve pour la quantité d’élec- 
tricité qui charge un cllipsoïde maintenu au potentiel V au milicu 
d'un champ indéfini 

Le > V 
(29) REC): 

La forme limite de lellipsoïde se présente quand + —0; alors la 
surface se réduit à la partie du plan des xy intérieure à l'ellipse ho- 
mofocale dont l'équation a été donnée plus haut (25). 

La densité superficielle sur chacune des faces du plateau elliptique 
représenté par l'équation (25) et dont l’excentricité est £ est 





V I I 
(30) FT  -—, = —— —- Lu —— , 
save ht Fix) Jr? Ji 
RP ET 
et sa charge est 
V 
(51) Q —— KT4) 


Cas particuliers. 


151. Si c reste fini, tandis que b et par suite À décroissent jusqu'à 
devenir finalement nuls, le système de surfaces se transforme de la 
manière suivante : 

L'axe réel et l'un des axes imaginaires de chacun des hyperboloïdes 
à deux nappes décroissent indéfiniment, et, à la limite, la surface se 
réduit à deux plans se coupant suivant l'axe des s. 

La quantité x devient identique à 8, et l'équation des plans méri- 
diens auxquels se réduit le premier système est 

T° x? 


(32) = = 
sin* % cos? 





Pour là quantité 8, si nous emplovons la définition donnée à l'équa- 
ion (>) (S 1#7), nous trouvons une valeur infinie de l'intégrale pour 
la limite inférieure. Afin d'éviter cette difficulté, nous définirons 3, 

Tr. d'Électr. et de Magn., V. 19 
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dans ce cas particulier, comme étant la valeur de l'intégrale 





d'où 
cosz — ec— e-8 
+ es es 
et par suite 
2 


cp _e-ÿ° 


mn 
5 
-6 
Î 


Et si nous désignons la quantité exponentielle 1(e%+e-8) sous le 
nom de cosinus hyperbolique, ou. plus brièvement, d'hypocosinus de 
8 (ou cosh3}), et la quantité 1(eÿ—e-8) sous le nom d’kyposinus 
ou sinh3, et si, de mème, nous emplovons d'autres fonctions du 
mème genre analogues aux fonctions trigonométriques ordinaires, 
2: cséch3, et l'équation du système d'hyperboloïdes à une nappe est 


T2 — 1 5? 


(séch3}  (tangh 3)* _ 


(35) c?. 
La quantité + se réduit à #, de sorte que },— c coséc*, et l'équation 
du système d'ellipsoïdes est 


CRE CE = 


(36) — —- 


séc?y tan 


= C?. 

Les cllipsoïdes de ce genre, qui sont des figures de révolution au- 
tour de leurs axes conjugués, sont appelés ellipsoides planétaires. 

La charge électrique d'un ellipsoïde planétaire maintenu au poten- 
tiel V au milieu d'un champ indéfini est 


(37) Que =: 


où cséc- est le rayon équatorial, et ctang” le rayon polaire. 
Si + — 0, la figure est un disque circulaire de rayon c, et 





V 
38 g — 2 = T9 
(38) >riVc?— ri 
V 
(39) R=cre: 
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152. Deuxième cas. — Soit b::c; alors À =:1 et À — 0, 





a = los tans Le 20) 
- D Læ] , 
J 
d'où 
(jo) 1 = ctangha, 


et l'équation des hyperboloïdes de révolution à deux nappes devient 


, r? v?-- 23 o 
41) — —— ————— — c!, 
tang h?4 sèc h? x 


La quantité $ se réduit à », et chacun des hyperboloïdes à une 
nappe se réduit à un couple de plans se coupant suivant l’axe des x, 
et ayant pour équalion 

v? 3° 


!, se D — — 0. 
(2) sin? 4 cos? 5 





C'est un système de plans méridiens où 8 est la longitude. 

La quantité y, définie comme à l'équation (7) du $ 1#7, devien- 
drait infinie à la limite inféricure : pour éviter cette difficulté, nous 
œ 
, ° ? LRQ , c dÀ 
la définirons comme étant la valeur de l'intégrale Nr - 
. Às DE 


Si donc nous posons À,— c séc, nous trouvons 


Tr 


3 dy 
s == J sin Ÿ U 


d'où },-:ccoth+, et l'équation de la famille d'ellipsoïdes est 


Tr? 3? —- 3° es 


— nm —+- =, _ = 
coth?- coséc h? { 


(13) 
Ces cllipsoïdes, dans lesquels l'axe de révolution est l'axe transverse, 
sont appelés ellipsoides en œuf. 

La charge électrique d’un ellipsoïde en œuf maintenu au poten- 
tiel V au milieu d'un champ indéfini est dans ce cas, d'après l’équa- 
tion (29), 


(4 4 } dy 
4 sin4”? 


où csécŸ, est le rayon polaire. 
Si nous désignons par À le rayon polaire, par B le rayon équatorial, 
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données en un point quelconque de F'axe des r, à une distance £ du 
centre, et si à r, À, bet c on substitue {--7r, +, 1+ b et t+ 0, 
puis que l’on fasse croître £{ indéfiniment, on obtient, à la limite, l'équa- 
tion d'un système de paraboloïdes dont les foyers sont les points 
æ—=betx=0c,et dont l'équation est 


Pa = 
3" + 


(49) 4x —))-5 er —.. 








h—Cc 


Si l’on appelle le paramètre variable À pour le premier système de 
paraboloïdes elliptiques, pour les paraboloïdes h\perboliques, et » 
pour le second système de paraholoïdes elliptiques, on aura, dans 
l’ordre des grandeurs croissantes : }, b, u, c,vet 


tx ituu—cC— pb, 


(b—)\tu— bits — D) 





2. 7 
? 
(5o) J y c—b 
(C—)te--n)(v—-0c) 
52: i - . | ù : —— 


ce —- b 


Pour éviter les valeurs infinies des intégrales (=), on prend dans 
d'autres limites les intégrales correspondantes du système de parabo- 
loïdes. 

On pose dans ce cas 


.h D 





cd} 
4 = J TR == ? 
nn, vrb — A)te—- 4) 
a ra dx 
y = T IT 
lp Viu— brie — u) 
v 


ee, — a — nm —— 9 


AE — bi —c) 


|: 


(51) NE 


ærl(c-- bi. L(c—bi(coshy — cos 3 — cosh 2), 


De là on tire 
(c+ b)—t{ic—bjcoshz, 


A . : D [2] 
(er-b)— Ltc—bicos 3, 


tél je ie 


Ce b)—T(e--b)cosh+. 


. 1 4 . 8 “ 
FJ=2ic—b)sinh-sin-cosht, 
(52) | 2 2 2 

La 
2 3 . ni 
3=2(c—b)cosh - cost sinh+. 
2 2 2 


Si b=— c,on a le cas des paraboloïdes de révolution autour de l'axe 
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des x, et 
Tr = a(eit— eïY), 
(53) y = 2aettYcos$, 
3 = 2ae%+Ysin $. 


Les surfaces pour lesquelles 8 est constant sont des plans passant 
par l’axe et faisant un angle 8 avec un plan fixe passant par l'axe. 

Les surfaces pour lesquelles « est constant sont des paraboloïdes 
confocaux. Si æa——, le paraboloïde se réduit à une ligne droite 
s'arrêétant à l'origine. 

Nous pouvons aussi trouver les valeurs «, B, y en fonction de r, 
0 et +, coordonnées polaires sphériques rapportées au foyer comme 
origine, et à l'axe des paraboles comme axe de la sphère 


4 
a — log(ricosi0), 
B= +, 

1. 
y = log(r?sint6). 


Nous pouvons comparer le cas où le potentiel est égal à « à l’har- 
monique solide zonal r'Q;. Tous deux satisfont à l'équation de Laplace 
et sont des fonctions homogènes de x, y, 3; maïs, dans le cas qui se 
déduit des paraboloïdes, il y a une discontinuité sur l'axe, et il n’existe 
point de différence finie entre zéro et la valeur de £. 

La densité superficielle sur un paraboloïde électrisé placé au milieu 
d'un champ indéfini (y compris le cas d’une ligne droite s'étendant à 
l'infini dans une direction) est inversement proportionnelle à la racine 
carrée de la distance au foyer ou, dans le cas dela ligne droite, de la 
distance à l'extrémité de la ligne. 
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— — — ne Re = mm = — _— — _ — = —— _ RS ue 


CHAPITRE XL. 


THÉORIE DES IMAGES ÉLECTRIQUES ET DE L'INVERSION 
ÉLECTRIQUE. 


155. Nous avons déjà montré que, quand une sphère conductrice est 
soumise à l'influence de charges électriques distribuées d'une ma- 
nière déterminée, la distribution de l'électricité à la surface de cette 
sphère peut être déterminée par la méthode desharmoniquessphériques. 

À cet eflet, on développe le potentiel du système agissant en une 
série d'harmoniques solides de degré positif avant pour origine le 
centre de la sphère, et l’on trouve alors une série correspondante 
d'harmoniques solides de degré négatif, qui représente le potentiel dû 
à Félectrisation de la sphère. 

Au moven de cette puissante méthode d'anal:se, Poisson réussit à 
déterminer l'électrisation d'une sphère soumise à l'influence d'un 
système électrique donné, et résolut mème le problème plus difficile 
de la distribution sur deux sphères conductrices en présence l'une de 
l'autre. Ces études ont été poursuivies en détail par Plana et par 
d'autres, qui ont confirmé l'exactitude des résultats de Poisson. 

Si l'on applique cette méthode au cas le plus élémentaire, celui 
d'une sphère soumise à l'action d'un point électrisé unique, il faut 
développer le potentiel dû à la charge de ce point en une série d'har- 
moniques solides, puis déterminer une deuxième série d'harmoniques 
solides qui représentent le potentiel extérieur dû à lélectrisation de 
la sphère. 

I ne semble pas qu'aucun des mathématiciens nommés ci-dessus 
ait remarqué que cette seconde série représente le potentiel dû à un 
point électrisé imaginaire : ce point n'a pas d'existence physique. 
en tant que point électrisé, mais il peut être appelé une image élec - 
rique, car l'action de la surface sur les points extérieurs est la mème 
que produirait be point électrisé imaginaire si lon enlevait la surface 
sphérique. 

Cette découverte paraît avoir été réservée à Sir William Thomson 
qui en à fait sortir une méthode d’une grande puissance pour la solu- 
Lion des problèmes électriques, susceptible d'être présentée sous une 
forme géométrique élémentaire. 
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Dans les travaux originaux, publiés dans le Cambridge and Dublin 
Mathematical Journal de 1848, il emploie les expressions de la 
théorie ordinaire des attractions à distance, et ne se sert pas de la 
méthode des potentiels ni des théorèmes généraux du Chapitre IV, 
qui cependant ont probablement conduit à ces découvertes. Au lieu de 
suivre la marche de l’auteur, je ferai couramment usage de la notion 
du potentiel et des surfaces équipotentielles, toutes les fois que l’ex- 
position pourra être rendue plus claire par ce procédé. 


Théorie des images électriques. 


156. Soient À et B (fig. 7) deux points dans un milieu diélectrique 
uniforme s'étendant à l'infini : soient e, et e, les charges respectives 
de À et B; soit P un point de l’espace dont les distances à À et à B 
sont 7, et r,. La valeur du potentiel en P sera 

1,9%. 
(1) V= Tr 

Les surfaces équipotentielles dues à cette distribution électrique 

sont représentées à la P[. Z (p.187) quand les charges e, et e, sont de 


même signe, à la PL. IJ (p.189) quand elles sont de signes contraires. 
Considérons maintenant la surface pour laquelle V-=0, qui est la 
seule surface sphérique du système. Si les charges e, et e, sont de 
même signe, cette surface est toùt entière à l'infini; si elles sont de 
signes contraires, il y a, à distance finie, un plan ou une surface sphé- 
rique où le potentiel est égal à zéro. 

L'équation de cette surface est 


e e 
(2) —+-"=0, 


et son centre est en un point C situé sur le prolongement de AB, et 
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tel que 
AG ei, 
BC e2? 
le rayon de cette sphère est 
AB 
ei — ei 


Les deux points À et B sont deux points réciproques par rapport à 
cette sphère, c'est-à-dire qu'ils sont situés sur le même rayon, et que 
le rayon est une moyenne proportionnelle entre leurs distances au 
centre de la sphère. 

Puisque cette surface sphérique est au potentiel zéro, rien ne sera 
changé dans le potentiel d'aucun point intérieur ou extérieur, si nous 
supposons celle surface formée d'une couche mince de métal et mise 
à la terre; les actions électriques resteront partout celles qui sont 
dues aux deux points électrisés A et B. 

Si maintenant, laissant l'enveloppe métallique reliée à la terre, nous 
enlevons le point B, le potentiel deviendra zéro pour tous les points 
intéricurs à la sphère, mais il restera le mème pour tous les points ex- 
térieurs. En effet la surface de la sphère reste au même potentiel que 
précédemment, et aucun changement n’a été apporté dans les charges 
électriques extérieures à cette sphère. 

Donc, si un point électrisé À est placé à l'extérieur d'une sphère 
conductrice maintenue au potentiel zéro, l'action électrique sur tous 
les points extérieurs à Ha sphère est la même qui serait due au point A 
et à un autre point B intérieur à la sphère, que l'on peut appeler 
l'image électrique du point À. 


157. Définition d'une image électrique. — Une image électrique 
est un point ou un système de points électrisés, situé d'un côté d'une 
surface, et produisant de l'autre côté de cette surface une action élec- 
trique identique à celle qui est due à la charge effective de cette sur- 
face. 

En Optique, on appelle image virtuelle un point ou un système de 
points situés d'un côté d'un miroir ou d'une lentille, qui, s'il existait 
réellement, émettrait le système de ravons qui existent effectivement 
de l'autre côté du miroir ou de la lentille. 

Les images électriques correspondent aux images virtuelles de 
l'Optique, en ce qu'elles se rapportent à l'espace situé au delà de la 
surface. Mais elles ne leur correspondent pas en position, ni même 
dans le rôle simplement approximatif des foyers optiques. 

IH n'y a point d'images électriques réelles, c'est-à-dire de points 


THÉORIE DES IMAGES ÉLECTRIQUES. 299 


électrisés imaginaires qui produiraient, dans la région située du côté 
de la surface électrisée où ils sont eux-mêmes, un effet équivalent à 
celui de cette surface électrisée. 

Car si, dans une certairte région de l'espace, le potentiel est le même 
qui serait dû à une certaine charge électrique située dans cette région, 
il ne peut être dû qu'à cette charge mème existant en réalité. En 
fait, la charge en un point peut se déduire du potentiel aux environs 
de ce point, au moyen de l'équation de Poisson. 

Soicnt 


a le rayon de la sphère; 
f la distance du point électrisé À au centre C; 
e la charge de ce point. 


Alors l'image du point est située en B, sur le mème rayon de la 

a? . a 

—:; la charge de l'image est — e —. 
J 


J 


Nous avons montré que cette image produit, de l’autre côté de la 
surface, le même effet que la charge effective de la surface. Nous allons 
maintenant déterminer la densité superficielle de cette charge, en un 


sphère, et à une distance 


.. 
Fic Led 
=m° e 


4 


F”/ 


" 
| 
A 


point quelconque P de la surface sphérique : à cet effet, nous ferons 
usage du théorème de Coulomb ($ 80), que si R est la force résultante 
et 5 la densité superficielle à la surface d'un conducteur, 


R — 173, 


R étant mesuré en s'éloignant de la surface. 
Nous pouvons considérer R comme la résultante de deux forces, 
, e ) . a ï! . 
une répulsion — "_; agissant suivant AP, etuncattraction e f 3 sui- 
AP * PB 
vant PB. 
Décomposant ces forces dans les directions de AC et CP, nous 


trouvons : 
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Pour les composantes de la répulsion, 


L e A L PE De 
ef : — suivant AC, ea - _; suivant CP; 


AP AP ® 


pour les composantes de l'attraction, 


— — = BG suivant AC, — — _ suivant CP. 

J ÿr BP 
2 
Or BP = 7 AP et BC — + de sorte que les composantes de l'at- 
traction peuvent s'écrire 
Ù . - ef? 1 , 
— ef __= suivant AG, ---- — — suivant CP. 
AP AP 


Les composantes de l'attraction et de la répulsion suivant AC sont 
égales et opposées : la force résultante est donc entièrement dirigée 
suivant le rayon CP. Ce résultat ne fait que confirmer ce que nous 
avions déjà établi, à savoir que la sphère est une surface équipo- 
tentielle, c'est-à-dire une surface à laquelle la force résultante est tou- 
jours perpendiculaire. 

La force résultante mesurée suivant la normale CP à la surface, et 
comptée vers le côté de la surface où se trouve le point À, est 


(3) R —e". --- 
AP 


Si À est pris à l'intérieur de la sphère, / est plus petit que «, et il 
faut compter R vers l'intérieur. On à donc, dans ce cas, 


ÈR fr? I 


(1) R _ — ? 3" 
AP 
Dans tous les cas, on peut écrire 
| AD Ad 
(5) Re ——— -  , 
CP ; 
AP 


où AD et À d sont les segments interceptés par la sphère sur une ligne 
quelconque passant par À, segments dont le produit doit toujours être 
compté positivement. 


158. De là résulte, par le théorème de Coulomb ($ 80) que la 
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densité superficielle o au point P est 


(6) : AD.Ad : 
SA =: rer, . —;" 
47. CP AP 


La densité électrique en un point quelconque de la sphère est en 
raison inverse du cube de sa distance au point À. 

L'effet combiné de cette distribution superficielle et du point À est 
de produire : du côté de la surface où est situé le point À, un poten- 
ticl équivalent à celui qui est dû à la charge e placée en A et à son 


. ea - a ° . 
image -—- r en B; de l’autre côté de la surface, le potentiel est nul en 


tous les points. Donc l'effet de cette distribution superficielle prise en 
elle-mème est de produire : du côté de À, un potentiel équivalent à celui 


e. « CE] ra , ? ’ 
qui est dù à l'image — — placée en B; et du côté opposé, un poten- 
= J b 


Liel égal et de signe contraire à celui qui est dà à la charge e placée en À. 
La charge totale répandue sur la surface de la sphère est évidem- 
ea . « , e NN e 
ment — + puisqu elle est équivalente à la charge de l'image B. 


Nous arrivons ainsi aux théorèmes suivants relatifs à l'action d'une 
charge d'électricité répandue sur une surface sphérique, de facon que 
la densité superficielle soit en raison inverse du cube de la distance à 
un point À extérieur ou intérieur à la sphère. 

Supposons la densité donnée par léquation 

C 
—— 4 
AP 





où © est une quantité constante. D'après l'équation (6), 


| AD.A «4 


CN) CU —ce., 
° 1 («d 


L'action de cette distribution superficielle sur un point séparé de À 
par la surface est égale à celle d'une charge électrique — e, ou 


4ra0 
AD.Ad’ 
concentrée en À. 
Son action en un point quelconque situé du mème côté de la surface 
que À est égale à celle d'une quantité d'électricité 
(r Ca? 


f. AD . A d ? 


concentrée au point B, image de A. 
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La quantité totale d'électricité répandue sur Ha sphère est égale à la 
première de ces quantités si À est intérieur, à la seconde si À est ex- 
térieur à la sphère. 

Ces propositions ont été établies par Sir William Thomson, dans 
ses premières recherches géométriques relatives à la distribution âe 
l'électricité dans les conducteurs sphériques : le lecteur devra s’y re- 
porter. 


159. Si un système, pour lequel la distribution électrique est con- 
nuc, est placé dans le voisinage d'une sphère conductrice de rayon a, 
que l'on maintient au potentiel zéro en la mettant à la Terre, les 
charges dues aux différentes parties du système se superposent. 

Soient A,, À. ... les points électrisés du système, fi, 2, ... leurs 
distances au centre de la sphère, e,, 6, ..., leurs charges. Les images 
B;, B,, ... de ces points scront situées sur le mème rayon que ces 


x A , . (Us «a 
points eux-mêmes, et à des distances “> --+ ... du centre de la 


OR E 


sphère : leurs charges seront 


a a 


re fa 


A l'extérieur de la sphère, le potentiel dû à la distribution superf- 
ciclle sera le même qui serait produit par le système des images B,, 
B:. .... Ce système est appelé, par suite, l'image électrique du sys- 
tème À,, Àe, .... 

Si, au lieu d'être au potentiel zéro, la sphère est au potentiel V, il 
faut encore superposer une couche répandue sur sa surface extérieure 


avec la densité superficielle uniforme 


\ 
TS = —— - 
ira 
L'effet de cette couche sur tous les points extérieurs à la sphère 
sera égal à celui d'une quantité d'électricité V a placée au centre: en 
tous les points intérieurs, le potentiel sera simplement augmenté de V. 
La charge totale de la sphère due au système de points agissants 
extérieurs À, À,, ..., est 
. . u «a 
(9) E==Na—e -— —e;-—--...: 
Ji Ja 
d'où l'on peut tirer soit la charge E, soit le potentiel V, suivant que 
l'un ou l'autre est donné. 
Si le système électrisé est intérieur à la surface sphérique, la charge 
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induite sur la surface est égale et de signe contraire à la charge in- 
ductrice, ainsi que nous l'avons démontré pour toute surface fermée 
soumise à l'action de points intérieurs. 


160 (!}. Un point électrisé e placé à une distance / du centre plus 
grande que le rayon a de la sphère, et la charge de la surface sphé- 
rique duc tant à l'influence du point électrisé qu’à la charge propre 
de la sphère, exercent l’un sur l'autre une action mutuelle dans la- 
quelle l'énergie est 

Le I e? ai 
10 Miz = 7 ——, 
(Go) f 2 f(J=--a?) 
où Vest le potentiel et E la charge de la sphère. 

La répulsion entre le point électrisé et la sphère est donc, d’après 
le $ 92, 


(it) F - ea \  — ef - # E -e — Of — a) . 
7 € fi (f'= — a)? RE ” y: PTE Fe 


Par suite la force qui s'exerce entre le point et la sphère est toujours 
une attraction dans les cas suivants : 
1° Quand la sphère n'est pas isolée ; 


(') Cette discussion sera peut-être plus facile à comprendre, si l'on considère 
le problème comme un exemple à l'appui du n° 86. Supposons que ce qu'on ap- 
pelle point electrisé soit en réalité un petit conducteur sphérique, de rayon b et 
de potentiel #. On a ainsi un cas particulier du problème des deux sphères, dont 
une solution à déjà été donnée au X 116 et dont une autre sera donnée au $ 173. 
Dans le cas actuel, Le rayon db est si petit que l'on peut regarder la charge du 
petit conducteur comme distribuée uniformément sur sa surface, ct l'on peut 
négliger les images électriques du petil conducteur, sauf la première, 

On à ainsi 


P pl” 
T— 
a f 
a 
E :- 0 - 
6 f ea e 
/ Ja  b 


L'énergie du système est donc ($ 85) 


EE? Ee. | | a 
up al jo 


Au moyen de l'équation précédente, on peut aussi exprimer l'énergie en } fonction 
des potentiels: ce qui fait, à la mème approximation, 


av’, 1 b ab? \ a ab € 
F 2 | F—&) f Êe 
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2° Quand elle n'a pas de charge; 

3° Quand le point électrisé est très voisin de la surf: 

2° Quand le point électrise est tres voisin de la suriace. 

Pour que la force soit répulsive, il faut que le potentiel de la sphère 

. [3 . . 
soit positif et plus grand que Sr TTC et que la sphère ait une 

. . taf? - a?) 
charge de mème signe que e et plus grande que e OS 47° 
s ‘ (4 - €l= }" 

Au point d'équilibre, l'équilibre est instable, la force devenant une 
attraction si les corps sont rapprochés, une répulsion s'ils sont plus 
éloignés. 

Si le point électrisé est intérieur à la surface sphérique, la force qui 
agit sur Ini va toujours en s'éloignant du centre de la sphère, et elle a 


pour valeur 
«? auf 


3 2 2° 
Cas — J°1 


La densité superficielle au point de la sphère le plus rapproché du 
point électrisé, quand ce point est extérieur à la sphère, est 


| Ù f- «4. l TU LU —e) 
ed Ga Na et, 1 --. UE + . Li. 
[T4 Cf— a rs JU TEL 


La densité au point de la sphère le plus éloigné du point électrisé 


I LE ROUTE TRE 
is | if. an ° 


Lorsque la charge E de la sphère est comprise entre 


est 


, I ne dif— ur 
(13) 7 - 71 0 CS TS 





dif 4) «t(3f 2) 


e ——— 


. 7 € TT ss 
JU ar AU 
l'électrisation est négative auprès du point clectrisé, et positive sur la 
D Ï ) 
partie opposée. IF v a une ligne circulaire qui sépare les parties de la 
surface clectrisées positivement et négativement, et cette ligne est une 
hyne d'équilibre. 
Si 


(14) L--ea | re = 


la surface équipotentielle qui coupe la sphère suivant la ligne d'équi- 
hbre est une sphère dont le centre est au point électrisé, et dont le 
ravon est égal à ÿ/?-— us. 

Les lignes de force et les surfaces équipotentielles correspondant à 


ce cas sont donuées à la PL JF. 
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Images dans une surface plane conductrice indéfinie. 


161. Si les deux points électrisés À et B du $ 156 sont chargés de 
charges électriques égales et de signes contraires, la surface de poten- 
tiel zéro sera un plan dont tous les points sont également distants de 
Aet B. 

Si donc À est un point électrisé dont la charge este, et AD une 
perpendiculaire au plan; que sur AD prolongé on prenne un point B 
tel que AD - : DB, et que l'on place en B une charge —-e, cette charge 
placée en B sera l’image de À ; elle produira, sur tous les points situés 
du mème côté que À par rapport au plan, un effet identique à celui 


is, À 
)| 
D 
€ | e 
À | B 
! 


de la charge actuelle de ce plan. En effet, du côté de À, le potentiel dû 
à A et B satisfait aux conditions que V?V := o en tous les points sauf A, 
et que V :0 dans le plan. Or il n’y a qu'une forme de V qui puisse 
satisfaire à ces conditions. 
Pour déterminer la force résultante en un point P du plan, obser- 
* ‘ La + € 
vons qu'elle est la résultante de deux forces égales chacune à _ —. 
AP 
agissant l'une suivant AP, et l'autre suivant PB. Donc la résultante 
de ces forces est divigée parallèlement à AB, et est égale à 
e AB 
Le 
AP Al 
Donc la force résultante R, mesurée depuis la surface vers la partie 
de l'espace où est situé le point À, est 


26.AD 


(19) Ki --—- , 


AP 


Tr. d'Electr. et de Magn., L 20 
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et la densité au point P est 


(16) = — ———— ru 


De l'inversion électrique. 


162. La méthode des images électriques conduit directement à une 
méthode de transformation au moyen de laquelle on peut déduire 
d’un problème dont la solution est connue la solution d’un nombre 
quelconque d'autres problèmes. 

Nous avons vu qu'un point placé à la distance 7 du centre d’une 
sphère de rayon R a pour image un autre point situé sur le même 
rayon à une distance r',telle que rr':-: R?. Donc l'image d’un système 
de points, de lignes ou de surfaces se déduit du système primitif par 
la méthode connue en Géométrie sous le nom de méthode d’insersion, 
laquelle a été décrite par Chasles, Salmon et d'autres mathématiciens. 


Fig. 9. 


Si A et B sont deux points, A’ et B’leurs images, par rapport au 
centre O d'une sphère d’inversion de rayon R, 


OA.04'-- R:— 0B.OB. 
Donc les triangles OAB, OA'B" sont semblables, et 
AB OA  OB  OA.0B 


AB 7 OB OA Rr 
Si la quantité d'électricité e est placée en À, son potentiel sur B sera 
, € 
V= 35: 
Si e” est placé en À’, son potentiel en B' sera 


1. € 
_ A'B 
Dans la théorie des images électriques 
e _ OA __R, 
e KR OA” 
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d'où l’on tire 
V R 
(17) V — OB’ 
c'est-à-dire que le potentiel sur B de la charge électrique de A est 
au potentiel sur l’image de B de l'image électrique de À comme R est 
à OB. 

Puisque ce rapport ne dépend que de OB et non de OA, le poten- 
tiel sur B dû à un système quelconque de corps électrisés est au po- 
tentiel sur B” dû à l’image de ce système dans le rapport de R à OB. 

Si r est la distance au centre d’un point quelconque A et r’ celle de 
son image À’; si e est la charge de A, ete’ celle de A’; si L, S, K sont 
des éléments de longueur, de surface et de volume en A, L’, S', K' 
leurs images en A'; si À, 6, p, À’, o’, p’ sont les densités linéaires, su- 
perficielles et de volume correspondantes en ces deux points; si V est 
le potentiel en À dù au système primitif, et V' le potentiel en A’ dû 
au système inverse, On a 


r' __ 1" __R _7t 

Tr L rm  RkR 

S' _Rt_rt  K'_RS _r" 

S rt  R°?7 K ré Rs 

e KR r' À r R 
«18) (9) er CR XI KR 7 

os 73 RS  p° rs  R: 

6 RS 737 p KR r5? 

V_r _R 

VR r 


Si, dans le svstème primitif, une certaine surface est la surface d'un 
conducteur, et a par suite un potentiel constant P, son image dans le 


+ ? . R L] 
système transformé aura un potentiel P ni Mais, en plaçant au centre 


d'inversion O une quantité d'électricité égale à — PR, le potentiel de 
la surface transformée est réduit à zéro. 

Si donc on connaît la distribution électrique sur un.conducteur 
isolé dans l'espace indéfini, et chargé au potentiel P, on peut trouver 
par inversion la distribution sur un conducteur dont la forme est. 
l'image du premier, lorsque ce conducteur mis à la Terre est soumis 
à l'influence d’une charge — PR placée au centre d'inversion. 





(') Voër Tuowsox ct Tair, Watural Philosophy, $ 515. 
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163. Voici quelques théorèmes de Géométrie fort utiles lorsque l'on 
étudie les cas d'inversion. 

Toute sphère se transforme par inversion en une autre sphère, à 
moins qu'elle ne passe par le centre d'inversion, auquel cas elle se 
transforme en un plan. 

Si a et a’ sont les distances au centre d'inversion des centres des 
deux sphères dont les rayons sont x et 2’, et si l'on appelle puissance 
d’une sphère par rapport à un centre d'inversion le produit des seg- 
ments interceptés par la sphère sur une ligne passant par le centre 
d'inversion, la puissance de la première sphère est a°— 2?, et celle de 
la seconde est a'?— z?, Nous avons dans ce cas 


a’ ' R: a? . 24? 


C LE = 
9) A2  &--E R?  ? 








c'est-à-dire que le rapport des distances des centres de la première et 
de la seconde sphère est égal au rapport de leurs rayons, et au rapport 
de la puissance de la sphère d’inversion à la puissance de la première 
sphère, ou au rapport de la puissance de la seconde sphère à la puis- 
sance de la sphère d'mversion. 

L'image du centre d'inversion par rapport à une sphère est le point 
inverse du centre de l'autre sphère. 

Dans le cas où les surfaces inverses sont un plan et une sphère, la 
perpendiculaire abaissée du centre d'inversion sur le plan est au rayon 
d'inversion comme ce rayon est au diamètre de la sphère; la sphère a 
son centre sur cette perpendiculaire, et passe par le centre d'inversion. 

Une circonférence se transforme eu une autre circonférence, à 
moins qu'elle ne passe par le centre d'inversion; elle devient alors 
une ligne droite. 

L'angle de deux hgnes ou de deux surfaces à leur point d'intersec- 
tion n'est point altéré par l'inversion. 

Tout cercle qui passe par un point et par l'image de ce point prise 
par rapport à une sphère est orthogonal à cette sphère. 

Donc, tout cercle qui passe par un point et est orthogonal à la 
sphère passe par l'image du point. 


16%. On peut, en appliquant la méthode d'inversion, déduire de la 
distribution uniforme à la surface d'une sphère isolée qui n’est soumise 
à aucune influence, la distribution à la surface d’une sphère non isolée 
soumise à l'influence d'un point électrisé, 

Si le point électrisé est placé en A, on le prend comme centre 
d'inversion; et. sil est placé à une distance / de la sphère de rayon a. 
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la figure inverse sera une sphère de rayon &’, dont le centre est à une 
distance /”, avec les relations 
af! R° 


(20 ) — = = TT = e 
« | f?— a? 





Le centre de chacune de ces sphères correspond au point inverse de 
l'autre par rapport à À, c'est-à-dire que si G est le centre ct B le point 
inverse de la première sphère, C' sera le point inverse et B’ le centre 
de la seconde sphère. 

Or soit e’ une charge électrique donnée à la seconde sphère, et non 
soumise à des forces extérieures. Elle se distribuera uniformément 
sur la sphère, avec une densité superficielle 


e! 


{ 21 ) 5 = - KE * 
AT? 
Son action sur tout point extérieur à la sphère sera identique à 
celle d'une charge e’ placée au centre B’ de la sphère. 
Sur la surface sphérique et à l'intérieur, le potentiel est une quan- 
lité constante 


e’ 


{ 922 L P’ TT 7° 
c 


Transformons le svstème : le centre B' devient alors le point in- 


. R e , 
verse B, et la charge e’ de B’ devient dr en B; et en tout point sé- 


paré de B par la surface, le potentiel est celui qui est dù à cette 
charge placée en B. 

Le potentiel en un point quelconque P situé sur la surface ou du 
mème côté que B par rapport à cette surface, est dans le système 
transforme 

e R 
AP 

Si maintenant on superpose à ce svstème une charge e placée en A, 

e étant égal à 


(23) 6e —.,R, 
le potentiel se réduit à zéro sur la surface mème et sur tous les points 


situés du mème côté que B. Pour tous les points situés du même côté 
que À, le potentiel est le même qui serait dû à une charge e en À, 


* R L , 
et à une charge e’ F située en B. 
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(21) e À e © e 
J 


rl 
ainsi que nous l'avons vu plus haut, à propos de la charge de 
l'image B. 

Pour trouver la densité en un point quelconque de la première 
sphère, nous avons 


(95) 3=7 





et, substituant à 5° son expression en fonction de quantités apparte- 
nant à la première sphère, nous trouvons la mème valeur qu'au $ 158 


(26) D=— ———.-. 


Sur les systèmes finis d'images successives. 


165. Si deux plans conducteurs se coupent sous un angle qui soit 
un sous-multiple de deux droits, il y a un système d'images en 
nombre fini qui détermine complètement la distribution. 

Soit, en effet, AOB une section des plans conducteurs normale à 


leur intersection, et soient AOB = © l'angle d'intersection, P le point 


électrisé, PO — r et POB — 9. Menons un cercle de centre © et de 
ravon OP, et cherchons les points qui sont les images successives de P 





dans les deux plans, en commencant par OB. Nous trouvons ainsi Q, 
pour l'image de P dans GB, P, pour l'image de Q, dans OA, Q, pour 


celle de P, dans OB, P;, pour celle de Q, dans OA, et Q, pour celle 
de P, dans OB. 
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Sinous avionscommencépar l’image de P dans AO, et que AOB satis- 
fit à la condition d'être une partie aliquote de deux angles droits, nous 
aurions trouvé les mêmes points dans l'ordre inverse Q,, P;, Q:, P:, Q.. 

in cet, les images de deux en deux P,;, P;,, P;,... sont sur le 
cercle, à des distances angulaires égales à 2 AOB, et les images inter- 
médiaires Q,, Qz:, Q, sont à des intervalles de même grandeur. Donc, 
si 2AOB est une partie aliquote de 27, il ÿ aura un nombre fini 
d'images, dont aucune ne tombera à l'intérieur de l'angle AOB; mais, 
si AOB n'est pas une partie aliquote de r, il sera impossible de repré- 
senter la distribution existante au moyen d’un nombre fini de points 
électrisés. 

Si AOB — 2; il ÿ aura x images négatives Q,, Q,,..., toutes égales 
et de signe contraire à P, et 7 — 1 images positives, toutes égales et 
de mème signe. 

L'angle compris entre deux images de même signe consécutives 


27 . . ° 1° 
est —: Si nous considérons l’un ou l’autre des plans conducteurs 


comme plan de symétrie, nous voyons que les images positives et 
négatives sont placées symétriquement, par rapport à ce plan, en sorte 
qu'à chaque image posilive correspond une image négative placée 
sur la même normale, à une distance égale, de l'autre côté du plan. 
Si, maintenant, nous transformons ce système par rapport à un 
point quelconque, les deux plans deviennent deux sphères, ou une 


« T 2 LL] [2 
sphère et un plan se coupant sous l'angle —; le point agissant P étant 
n 


compris dans cet angle. 

Les images successives sont situées sur le cercle qui passe par P et 
qui coupe orthogonalement les deux sphères. 

Pour trouver la position des images, nous pouvons faire usage du 
principe qu'un point ct son image sont sur le même rayon de la sphère : 
nous sommes conduits à mener des cordes successives dans ce cercle, 
en partant de Pet en passant par le centre de chacune des deux sphères 
alternativement. 

Pour trouver la charge qu'il convient d'attribuer à chaque image, 
preuons un point quelconque du cercle d'intersection : la charge de 
chaque image est proportionnelle à sa distance à ce point, et son 
sine est positif ou négatif, suivant qu'elle appartient au premier ou 
au second système. 


166. Nous avons ainsi trouvé la distribution des images, lorsqu'on 
soumet à l'influence d'un point électrisé un conducteur formé de deux 
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sphères se coupant sous un angle ; * et maintenu au potententiel zéro. 


De là nous pouvons déduire, par inversion, le cas d’un conducteur 
formé de deux segments de sphère se coupant sous un angle rentrant égal 


à =, chargé au potentiel unité et placé dans l'espace indéfini. 


A cet effet, transformons le système par rapport à P ; le cercle sur 
lequel étaient les images devient une ligne droite passant par le centre 
des sphères. 

La fig. 11 représente une section passant par la ligne des centres 
AB. Sorent D et D’ les points où le cercle d'intersection coupe le plan 
du papier. Pour trouver les images successives, menons un ravon DA 
du premier cercle, puis des rayons DC, DB,..., faisant avec DA des 
angles F. 27. .. Les points C, B,.... où ces rayons coupent la ligne 
des centres, sont les positions des images positives; la charge de cha- 
cune d'elles est représentée par sa distance à D. La dernière de ces 


Fig. 11. 


images est au centre du second cercle. 

Pour trouver les images négatives, menons DP, DQ,..., faisant 
avec la ligne des centres des angles R LT. -... L'intersection de ces li- 
«nes avec la ligne des centres donnera la position des images négatives, 
et la charge de chacune d'elles sera représentée par sa distance à D. 

La densité superficielle en un point quelconque de l’une ou l'autre 
des sphères est la somme des densités dues au système d'images. 
\insi, la densité superficielle en un point quelconque S de la sphère 
qui a son centre en À est 


se pe (re CR) . (AK 6) _ +. L 


où À, B, C,... sont les images de la série positive. 
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Si S est sur le cercle d’intersection, la densité est zéro. 

Pour trouver la charge totale de chacun des segments sphériques, 
nous pouvons prendre l'intégrale de surface de l'induction produite à 
travers ce segment par chacune des images. 

La charge totale du segment de centre À, due à l'image À, dont la 
charge est D, est 


DA- OA 
A LT 1 DA. OA 
DA SD z(DA -.- OA) 


où O est le centre du cercle d’intersection. 

De mème la charge de chaque segment due à l'image B est{(DB +OB), 
et, ainsi de suite, les lignes telles que OB qui sont mesurées de O vers 
la gauche, étant comptées négativement, 

Donc la charge totale du segment dont le centre est À est 


(DA: DB--DG--.,.1 - I(OA- OB--O0C--...) 
—1(DP- DO... )-—1(0P--OQ- .…. ). 


167. La méthode des images électriques peut s'appliquer à un es- 
pace quelconque, limité par des surfaces planes ou sphériques, se 
coupant les unes les autres sous des angles qui sont des parties ali- 
quotes de deux angles droits. 

Pour qu'un pareil système de surfaces sphériques puisse exister, 
tous les angles solides de la figure doivent être trièdres et avoir deux 
de leurs angles droits, et le troisièmé droit ou partie aliquote de deux 
droits. 

Par suite, les cas où le nombre des images est fim sont les suivants : 

1° Une seule surface, plane ou sphérique; 

2° Deux plans, une sphère et un plan, ou deux sphères se coupant 


sous un angle —; 
Jt 


3" Ces deux surfaces, jointes à une troisième, plan ou sphère, qui 
les coupe orthogonalement ; 
4° Ces trois surfaces et une quatrième coupant les deux premières 


orthogonalement et la troisième sous un angle = De ces quatre sur- 


faces, une au moins doit être sphérique. 

Nous avons déjà examiné le premier et le second cas. Dans le pre- 
mier cas, nous avons une seule image; dans le deuxième, nous en avons 
2n---1, disposées en deux séries sur une circonférence passant par le 
point agissant el orthogonales aux deux surfaces. Dans le troisième 
cas, nous avons, outre les images précédentes, leurs images par rap- 
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port à la troisième surface, soit en tout 4x7 — 1 images en outre du 
point agissant. 

Dans le quatrième cas, nous commencons par mener par le point 
agissant un cercle orthogonal aux deux premières surfaces, sur lequel 
nous déterminons la posilion et la grandeur des x images négatives el 
des »? — 1 images positives; puis, pour chacun de ces 27 points (k 
point agissant compris), nous menons un cercle orthogonal aux deux 
autres surfaces, sur lequel nous déterminons deux séries de x’ images 
chacune. Nous obtenons ainsi, en sus du point agissant, x727'—1 
images positives et ann" négatives; et ces 4nn' points sont les inter- 
sections de x cercles avec n' autres cercles, ces cercles appartenant 
aux deux systèmes de lignes de courbure d'une cyclide. 

Si chacun de ces points recoit la charge voulue d'électricité, la sur- 
face, dont le potentiel est nul, se compose de 7x7 + n' sphères formant 
deux séries; les sphères successives de la première série se coupent 


ra , + us 
sous un angle 7? celles de la seconde série sous un angle pet chacune 


des sphères de chaque série est orthogonale à toutes les sphères de 
l’autre série. 


Cas de deux sphères orthogonales. 
(Voir PI. 1.) 


168. Soient A et B les centres de deux sphères se coupant orthogs- 
nalement en D et D’ (fig. 12), et soit C le point où la ligne DD' 





coupe la ligne des centres. C est l'image de À par rapport à la sphère B, 
et l'image de B par rapport à la sphère A. Si AD:=32, et BD — 5, 
AB — \/x° + 5"; et si l'on place en A, B et C des quantités d’électri- 
29 
cité égales à 2, 8 et — ——"--—, les deux sphères seront des surfaces 
V£E — se 
équipotentielles, dont le potentiel sera égal à l'unité. 
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Donc, au moyen de ce système, nous pouvons déterminer la distri- 
bution dans les cas suivants : 

1° Sur le conducteur PDQD' que forment les grands segments des 
deux sphères. Son potentiel est égal à l'unité et sa charge est 


ue 2 AD RD — CD. 
a+ 32 





Cette quantité est donc la mesure de la capacité d’un conducteur de 
cette forme, qui n’est soumis à aucune action inductive de la part 
d’autres corps. 

La densité en un point quelconque P de la sphère de centre À, et la 
densité en un point quelconque Q de la sphère de centre B, sont res- 


pectivement 
CU_(SVT a LD) 
ATA (Br, : 473  \LAU ‘ 


Aux points d'intersection D et D)’, la densité est zéro. 

Si l'une des sphères est beaucoup plus grande que l'autre, à la li- 
mite, la densité au sommet de la petite sphère est égale à trois fois la 
densité au sommet de la grande sphère. 

2° La lentille P'DO'D", formée par les petits segments des deux 

dl » 9 La , 3" e e- » 193 L « 
sphères, chargée d’une quantité d'électricité — ——:—— et soumise à 
jy. 42 
Va + 
l'influence des points À et B chargés des quantités x et 3, est aussi au 
P 5 q ) 
potentiel unité, et sa densité est exprimée par les mèmes formules. 

3° Le ménisque DPD'Q, formé par la différence des segments, 

étant chargé de la quantité x et soumis à l'action des charges B en B 





25 n | . , CE . . » 
et —- -— "-- en C, est aussi en équihibre au potentiel unité. 
V2: —+— D? 


4 Le ménisque QD P'D", sous l'influence des points A et C. 

On peut aussi en déduire la distribution électrique sur les surfaces 
internes suivantes : 

La lentille creuse PDQ'D' soumise à l'influence d'un point élec- 
trisé intérieur GC, placé au centre du cercle DD”; 

Le ménisque creux sous l'influence d'un point placé au centre de la 
surface concave; 

Le creux formé par les grands segments des deux sphères, sous l'in- 
fluence de trois points À, B et C. 

Mais, au lieu de rechercher la solution de ces cas, nous allons ap- 
pliquer le principe des images électriques pour déterminer la densité 
de la charge induite en un point P de la surface extérieure du con- 
ducteur PDOD", par une unité d'électricité placée au point ©. 
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Soient 
OA =-a, OB—4h, OP--7r, BP = p, 
AD=—2 BD=:9, AB: at 41, 


Transformons ce système, par rapport à une sphère de centre O et de 
rayon un, 

Les deux sphères restent des sphères orthogonales, avant leurs 
centres sur le même rayon que À et B. Si nous distinguons par un 
accent les quantités relatives au système transformé 


, a L' b , Ce” ge 3 
ST TL peu" 12.53 V7 Li gr? 
, C 
43 pe 2 . 9° 2 __ 2 
Pat, pen Er pa 
r rt br — 325 


Si dans le système transformé le potentiel de la surface est égal à 
l'unité, la densité au point P'est 


oi ZAC 
7° 4rx (à) | 


Si dans le système primitif la densité en P est'o, on a 


FU 


° I , e  , » » 
et le potentiel est =" En mettant en O une charge d'électricité néga- 


Uve égale à l'unité, le potentiel deviendra nul sur la surface et la den- 
sité en P sera 


d?-. 2? : 4373 ) 


Létrt- (6 8tj(pt. -8)jÉ) 








On a ainsi la distribution produite sur l’une des surfaces sphériques 
par une unité d'électricité placée en O. La distribution sur FPautre 
surface sphérique s'obliendra en échangeant & et b, zx et 8, et en rem- 
placant p par 4 ou AQ. 

Pour trouver la charge totale induite sur le conducteur par un point 
électrisé O, examinons le svstème transformé. 

Dans le système transformé, nous avons des charges x’ en A’, B'en BR, 

24 


et une charge négative —2"= = en un point C' de la ligne A’B, tel 
\°Zx 2.:- D 2 


que 
A'C' 2? 
CB 32 
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Si 





OA a, 0'B 


nous trouvons 
atgr pe 


". 
c PE 








Transformons ce système, les charges deviennent 


da #8 


«Ta BU b 








e totale qui est induite sur le conducteur par l'unité 
gative placée en O, est 


Donc la ch 
d'électricil 











2 2 


au b yes 


er 





Distribution de l'électricité sur trois surfaces sphériques orthogonales. 


169. Soient a, 8, + les rayons des sphères, alors 








s 
w, 


BC = ÿ# 





, CA = V7 








B, C sur les côtés opposés du triangle, et soit ©) l'intersection de ces 
, PP G 
perpendiculaires. 

Alors P est 





age de B dans la sphère +, et l'image de C dans la 
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sphère 8, et O est l'image de P dans la sphère +. Soient z, $, y les 
charges placées en À, B et C. La charge en P sera 





De même 








de sorte que la charge du point O, considéré comme image de P, est 


US 








V5? +1 + “à 1° —+ EL LE | l F 


On trouverait de même le système d'images, qui sont électriquement 
équivalentes, à quatre surfaces sphériques orthogonales maintenues au 
potentiel unité. 

Si & est le rayon de cette sphère, et si l'on place au centre de cette 
sphère une charge égale à 5, la charge au point où la ligne des centres 
de deux sphères quelconques, + et 8 par exemple, rencontre leur plan 
d'intersection, est 


La charge, au point où le plan de trois centres, À, B, C par exemple, 
rencontre la perpendiculaire abaissée de D est 


Système de quatre sphères orthogonales soumis à l'influence 
d'un point électrisé. 


170. Soient A, B, C, D les quatre sphères, et soit O le point élec- 
trisé. Traçons quatre sphères A,, B,, C,, D,, dont chacune A, passe 


SYSTÈME DE QUATRE SPHÈRES ORTHOGONALES, ETC. 319 


par le point O et coupe orthogonalement trois des sphères primitives 
B, C et D dans le cas présent; menons six sphères (ab), (ac), (ad), 
(bc), (bd), (cd) passant chacune par le point O et par le cercle d'in- 
tersection de deux des sphères primitives. 

Les trois sphères B,, C,, D, se coupent en un second point diffé- 
rent de O. Soit A’ ce point, et soient B', C' et D’ les intersections de 
C;, D, et A,, de D,, A, et B,, et de À;, B, et CG. Deux quelconques 
de ces sphères A,, B, coupent l'une des six sphères (cd) en un point 
(a'b'); il y a donc six de ces points. | 

Une quelconque des sphères À; coupe trois des six sphères (ab), 
(ac), (ad) en un point a’. Il y a quatre points de cette espèce. Enfin, 
les six sphères (ab), (ac), (ad), (bc), (ëd), (cd) se coupent en un 
point S. 

Si maintenant nous transformons le système par rapport à une 
sphère de rayon R et de centre O, les quatre sphères À, B, C, D se 
transforment en sphères, et les dix autres sphères en plans. Des points 
d’intersection des quatre premières, À’, B', C' et D’, deviennent les 
centres des sphères : les autres correspondent aux onze autres points 
du paragraphe précédent, et ces quinze points forment l’image de O 
dans le système des quatre sphères. 

Au point À’, image de O dans la sphère À, il faut placer une charge 


égale à l’image de O, c'est-à-dire — = « étant le rayon de la sphère À 


et a la distance de son centre au point O. De même, il faut placer les 
charges voulues en B', C' et D’. 

Les charges de chacun des onze points restants peuvent se déduire 
des expressions trouvées au paragraphe précédent, en substituant a’, 
B',y' et 0’ à x, $, y et à, et multipliant le résultat obtenu pour chaque 
point par la distance de ce point au point O, en employant la no- 
tation suivante : 


LE 8 ! —_ Y Nr Ô 
ai— at? P=— y Gr TT 72 = n° 


! z 


a = — 





[Les cas étudiés aux $$ 169 et 170 peuvent être traités comme il suit : : 
Prenons trois plans coordonnés rectangulaires, et plaçons des nn 


e. e . LE 
+e, en chacun des huit points du système | + > ++, 


les charges négatives étant placées aux points qui ont une ou trois 
coordonnées négatives. Il est clair qu'alors les plans coordonnés sont 
au potentiel zéro. Transformons alors par rapport à un point quel- 
conque, et nous avons le cas de trois sphères se coupant orthogonale- 
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ment soumises à l'influence d'un point électrisé. Si nous transformons 
par rapport à un des points électrisés, nous avons la solution pour le 
cas d'un conducteur ayant la forme de trois sphères de rayons x, Bet+ 
se coupant orthogonalement, et librement chargé, 

Si au système de points électrisés décrit ci-dessus, nous ajoutons 
son image par rapport à une sphère ayant son centre à l’origine, nous 
voyons qu'en outre des trois plans coordonnés, la surface de la sphère 
fait aussi partie de la surface au potentiel zéro]. 


Deux sphères qui ne se coupent pas. 


171. Lorsqu'un espace est limité par deux surfaces sphériques qui 
ne se coupent pas, les images successives d'un point agissant intérieur 
à cet espace forment deux séries infinies situées lune et l'autre en de- 
hors de ces sphères : la condition, pour que l'on puisse appliquer la 
méthode des images électriques, est donc satisfaite. 

Deux sphères quelconques qui ne se coupent pas se transforment 





en deux sphères concentriques, si lon prend pour centre d'inver- 
sion lun ou l'autre des deux points inverses communs aux deux 
sphères. 

Nous commencerons done par le cas de deux surfaces sphériques 
concentriques non isolées et soumises à l'influence d'un point électrisé 
placé entre les deux surfaces. 

Soient b le ravon de a première, beT celui de la seconde; et soit 
"= be“ la distance du centre au point agissant. 

Toutes les images successives seront sur le mème ravon que le point 
auissant. 

Soient (4 (fig. 14) l'image de P par rapport à la première sphère : 
P, l'image de Q4 par rapport à la seconde sphère; Q, celle de P, par 
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rapport à la première, et ainsi de suite; alors 


OP,.0Q,= b?, OP,.0Q,-1— btets, 
OQuv= be-t, OP;,=bes+i®, OQ,= be-lu+im), 
d’où 
OP, = betu+ism!, OQ,= be-'u+ism); 


et, si l’on représente par P la charge du point P, on a 
P, = Pes®, Qs= Qertsa+u), 


Soient maintenant Q', l’image de P dans la seconde sphère, P’ celle 
de ©, dans la première, etc. 


OQ' = betm-u, OP = beu-1®, 

OQ, — be*w-u, OP’, — beu-t®, 

OQ, — be?sm-u, OP, — beu-—-1s®, 
Q;,= — Pesu-u, P',= Pe-sw, 


Parmi ces images, tous les P sont positifs et tous les Q sont négatifs; 
tous les P et tous les Q appartiennent à la première sphère, tous les P’ 
et tous les Q à la seconde sphère. 

Les images intérieures à la première sphère forment une série con- 


vergente dont la somme est 
_p euU-uU 1] | 

em — 1 
Telle est donc la quantité d'électricité répandue sur la première sphère, 
la sphère intérieure. Les images extérieures à la seconde sphère for- 
ment une série divergente; mais l'intégrale de surface de chacune de 
ces images, par rapport à la sphère, est égale à zéro. La charge clec- 
trique sur la sphère extérieure est donc 


eu! — ] es — evu-u 
PET) 
\ 


eu — 1] 


Si nous substituons à ces expressions leurs valeurs en fonction de OA, 
OB et OP, nous trouvons 


OA.PB 

o 1 — 2 a 
charge de À F OP AG’ 
OB AP 
dE 4 ZT — > = g — € 
charge de B I OP'XE 


Si l’on suppose que les rayons des deux sphères deviennent infinis, le 
cas devient celui d’un point électrisé placé entre deux plans paral- 
Tr. d’Élect. et de Magn., 1. 21 
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lèles À et B. Dans ce cas, les expressions deviennent 


PB 
charge de A = —P 25, 


charge de B= 





472. Pour passer de ce cas à celui de deux sphères qui ne se coupent 
pas, commençons par trouver les deux points inverses communs O et 
©", par lesquels passent tous les cercles orthogonaux aux deux sphères. 
Si alors nous transformons le système par rapport à l'un ou l’autre 
de ces points, les deux sphères deviennent concentriques, comme dans 
le premier cas. 

Si nous prenons pour centre d’inversion le point O de la fig. 15, 
ce point sera placé dans la fig. 14, quelque part entre les deux 
sphères. 

Or, au $ 174, nous avons traité le cas d'un point électrisé placé 


Fig. 15. 





CE 
entre deux conducteurs concentriques maintenus au potentiel zéro. 
Donc, en transformant ce cas par rapport au point O, nous en tire- 
rons la distribution de l'électricité sur deux conducteurs sphériques 
extérieurs l’un à l’autre, maintenus au potentiel zéro, et soumis à l'in- 
fluence d’un point électrisé placé dans le voisinage. On verra au $ 173 
comment les résultats ainsi obtenus peuvent servir à trouver la distri- 
bution sur deux conducteurs sphériques électrisés et soumis unique- 
ment à leurs influences réciproques. 

Le rayon OAPB de la fig. 14, sur lequel se trouvent les images 
successives, devient dans la ffg. 15 un arc de cercle passant par O et O'; 
et le rapport de O'P à OP est égal à Ce“, où C est une quantité nu- 
mérique. 
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Si nous posons 
ÿ—] O'P : O'A O'B 
— EGP’ 
on à 
8—x—w, u+a—0. 


Toutes les images de P seront sur l’arc OAPBO'. 
La position de l’image de P dans la sphère A est Q,, ou 


0(Qo) — lo To = 2x — 0; 


celle de Q,, dans la sphère B, est P,, où 


O'P: 


6(P:) — log OP, — 0+2w. 


De même, 
0(P,)—0+asm, 0(Q,) = 24 — 0 — 255. 


< 
De même, les images successives de P par rapport à B, A, B,..., 
étant Q;, P',, Q, ..., 
0(Q5)=:23—060, 0(P,)—=60—2%, 
O(P;,)—0—2sw, 0(Q,) == 28 —0 + 255. 


Pour trouver la charge d’une image P,, observons que sa charge dans 


le système transformé est 
GP, 
P VS Ù 


ce qui doit être multiplié par OP, dans la figure primitive. Donc la 
charge de P, dans la figure bipolaire est 


P OPs.0"P S 
OP.OP 


Si nous posons £ — WOP.O'P, et si nous appelons ? le paramètre 
du point P, nous pouvons écrire 





P,— 


sw] 


c'est-à-dire que la charge d'une image est proportionnelle à son para- 
mètre. 


Si nous employÿons les coordonnées curvilignes 8 et », en sorte que 


+= -TEV—IY A 


T+yY—iy+k 
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en appelant 2 la distance OO”, on aura 
: ksinh0 : Kksino 
7 coshô — cos®” Ÿ coshô — Cos®" 
xt+ (7 — Acoto)}? = Atcosécte, 
(x + Acoth6)?+ y? = À? coséc h10. 


ri yi— À _ i+yi+ At 
cot® — 47 coth0 = — Ta , 
E — Var (1). 


y coshô —coso 


Puisque la charge de chaque image est proportionnelle à son para- 
mètre et doit être prise positive ou négative, suivant qu'elle est de la 
forme P ou de la forme Q, nous trouvons 


Pycosh8 — coso 


P;— FF © 
° Vcnsh(Ô+asm) —cos® 
Pycosh0 — coso 
Q; = — ——— me ————  — * 
Vcosh(22x —0—25m)— cos 
Pycosh0— cos® 


po VONT ST, 


Wcosh(0 — 25m) — cos® 











L 


Pycoshô — coso 


_ ycosh(23 — 0+2sm)—cos® 


Q=— 


Nous avons ainsi obtenu les positions et les charges de deux séries 
infinies d'images. Nous avons maintenant à déterminer la charge to- 
tale de la sphère A, en trouvant la somme des images intérieures de 


(') Il faut se rappeler que dans ces expressions 
2cosh8 -: et e-Ÿ, 2sinh0:-:e—e"t, 


et que toutes les autres fonctions de 6 se dérivent de celles-ci d’après les mèmes 
règles que les fonctions trigonométriques ordinaires correspondantes. 

La manière d'appliquer les coordonnées bipolaires à cette question a été indi- 
quée par Thomson, dans le Journal de Liouville de 18,3. ( Voir Tuousox, Reprint 
of Papers, $ 211 et 212.) Dans le texte, je me suis servi de la méthode du pro- 
fesscur Betti (Yuovo Cimento, vol. XX) pour ce qui est de la méthode analy- 
tique; mais j'ai conservé la notion des images électriques, telle qu'elle a été em- 
ployée par Thomson dans son Mémoire original, Phul. Mag., 1853. 
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la forme P’ ou de la forme Q. Nous pouvons écrire cette somme 


—— ——-- AS I 
Pycos h9 — cos > a 
mi Vcosh(b— 25m) — cos? 
$S — x 

—-  ——————— = I 
——* Pÿcosh 5—cosz Ÿ nu RUUUDu<— ? 
dd cosh(22—0--25m)—cuse 





$-0 


De mème la charge totale induite sur B est 


$S=2 
+ I 


nr Vcosh(0 -.25®) — COS 
4 =1 





L 


) ve ; — » eo. 
Pycosh4 cose 


$— x 


———© —_— à I 

— = P/cosh0 —— COST N II — 
æ Veosh(28--0 - 25m) — cos 2 
<- 0 





173. Nous allons appliquer ces résultats à la détermination des coef- 
ficients de capacité et d'induction dans le cas de deux sphères de 
rayons a et b, dont là distance des centres est c. 

Supposons la sphère À au potentiel unité, et la sphère B au poten- 
tiel zéro. 

Les images successives d'une charge a placée au centre de la sphère A 
seront celles qui correspondent à la distribution actuelle. Toutes les 
images seront sur l'axe, entre les pôles et les centres des sphères; et 
lon observera que des quatre systèmes d'images déterminés au $ 172, 
le premier et le quatrième seulement existent dans le cas présent. 

Si nous posons 

: Vai+ bi ci— abc cat aatbt 


k : ———— ——————————— ) 
2C 


nous aurons 
4 


sinhx = — £, sinh3 — — L° 


Les valeurs de 0 et de », au centre de la sphère A, sont 


D-:24, © —o. 
*. , . . « | 
Si donc, dans les équations, nous substituons à P, a ou — À TP 
à 9,22 ctà 6, o, en nous souvenant que P lui-mème fait partie de la 


charge de À, nous trouvons pour le coefficient de capacité de A 





$=æ 


1 
Ja À > sinh(sæ—2)’ 


#=0o 
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pour le coefficient d’induction de A sur B ou de B sur A 


s=e 


I 
gao= — À > snhsw 


s=b 


De mème, en supposant B au potentiel unité et À au potentiel zéro, 
nous pouvons déterminer la valeur de g,,; nous trouvons avec notre 
notation actuelle 


$ = 
I 
go À D sinh(B+sw) 
$ =0 


Pour calculer ces quantités en fonction des rayons a et b des sphères 
et de la distance c de leurs centres, nous remarquerons que, si 


at+ bt+ct— 2b1ct— 2cta— 2atbt, 


nous pouvons écrire 








. K . K K 
sinha=— sinhf — bc’ sinho= 
2+ at— pt 24 b2— at 2_a— ht 
cosh x — a+ ab, cosh B — +b'— a > coshw — a, 
2ca 2 cb 2 ab 


et, nous servant de la relation 


sinh(x+ 8) = sinhacoshB-;coshzsinh8, 
cosh(a+ 8) — coshzxcoshf — sinhzsinh8. 


De cette manière, ou bien en calculant directement les images suc- 
cessives par la méthode indiquée dans le Mémoire de Sir W. Thomson, 
nous trouvons 


ab a b? 
Ta ET ap Ta Bracxe- ba)" 
ab a? b1 a3 b3 
Tab ET Gear br) cçe— ar bi+abjer— ab ab) 
ab? a? b3 





ba dead) * 

171. Nous avons alors les équations suivantes pour déterminer les 
charges E, et E, des deux sphères, quand elles sont portées aux po- 
tentiels V, et V,, 

Ec = Va Jaa Tr Ve Zab; 
Es = Va ab + Vs qbe. 
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Si nous posons 


I 
Jaaqbb— qà = D = D’ 


et 
Pau= 9voD', Pab=—Qub D’, Po = aa D’, 
d’où 
PaaPbb— päs= D, 
les équations qui déterminent les potentiels en fonction des charges 


sont 
Va = Paa Es + Pab E;, 


Vo = Pab Ea + pes Eb, 
OÙ Paas Pas et Pse Sont les coefficients de potentiel. 
L'énergie totale du système est, d’après Le $ 85, 
Q = (Eu Va + Es Vo), 
— 1(V2 Jau+ 2 Va VbGab + Vi qbb) 
= 3(E2 Paa +2E, Es Pub + E por). 


La répulsion qui s'exerce entre les sphères est donc, d'après les $$S 92 
et 93, 





F— (va ua +aVaVo LT + Vi ape) 








dc de 
dPaa dPab dpbs 
—= +62 Le + 2E Es de + E; Je )» 


c étant la distance des centres des sphères. 

De ces deux expressions de la répulsion, la première, qui est expri- 
mée en fonction des potentiels des sphères et des variations des coef- 
ficients de capacité et d’induction, est la plus commode pour les 
calculs. 

Nous devons donc différentier les g par rapport à c. Ces quantités, 
qui sont exprimées en fonction de #, «, B et w, doivent ètre différen- 
tiées, en supposant @ et b constants. Nous avons les équations 


Æ = —asinha=bsinh8 — —c sinha.sinhp. 
sinhw 
nous en tirons 
dk __coshacoshà 
de sinhw 
da : sinhz+cosh8 
de  _ ÆAsnhw ? 
d3 __cosha sin h8 
de  ksinhs ? 


u 


S 
| 
Del = 
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d'où il vient 


sS= 


dqaa __ CoShxcosh$ qua y (sc + beush$)cosh(sm — 2) 





— — 














de sinhw k csinh?(sm -- 1) 
$=0 
sS= 
dqar __ coshacosh3 gas scoshsm 
dc sinhw k 7 am Sinhisw ” 
S=TtT 
f= 
dqss __ coshacosh$ gs Qt (sc—--acoshzæ)cosh(sm — 3) 
de  sinhæ D csinht(3—+ sw) 
S=0 


Sir W. Thomson a calculé la force qui s'exerce entre deux sphères 
de mème rayon, séparées par une distance moindre que le diamètre 
de chacune d'elles. Pour des distances plus grandes, il n’est pas nèces- 
saire d'employer plus de deux ou trois images successives. 

La série des coefficients différentiels de 4, par rapport à c, s'obtient 
aisément par différentiation directe. 


daa 2atbc 2abic(ac?--260%— a?) 

de 7 (et— br} ET: 2 Di acte a—bt— ab TT" 
dar __ab aib?(3c?— ai— bt) 

"de 7 ct c'(ci— a—b) 


ab3[(5c— a2— b1)(ct— a — br) — atb:] 
c'(c?— at— bi+ ab}(e2-- a b— ab} 
dqbb 2abte. a Be(ocr— ou? -b?) 
dc (AR  (ea— at bep @&- be) 


Distribution électrique sur deux sphères en contact. 


175. Si nous supposons les deux sphères au potentiel unité, sans 
influence d'aucun autre point, et si nous transformons le système par 
rapport au point de contact, nous aurons deux plans parallèles, aux 


1 
distances a et _ du point d’inversion, soumis à l'influence d’une 
unité d'électricité placée en ce point. 

Il y aura une série d'images positives, toutes égales à l'unité, à des 
distances s (2 =- 5) de l’origine, s étant un nombre entier quelconque 


compris entre — æ et + . 
Il ÿ aura aussi une série d'images négatives toutes égales à —1, 
dont les distances à l’origine, comptées dans le sens de a, sont 


Luis +3) 
a a bd 
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Si ce système est transformé de nouveau et ramené à la forme de 
deux sphères en contact, nous avons une série correspondante d'images 


négatives, dont les distances au point de contact sont de la forme 
I 


s(! +3) 
"Va °b 
B. La charge de chaque image (le potentiel des sphères étant égal à 
l'unité) est numériquement égale à sa distance au point de contact et 
est toujours négative. 

11 y aura aussi une série d'images positives, dont les distances au 


point de contact, mesurées dans la direction du centre de À, sont de 


| I I ° 
ats(a +3) 

Lorsque s est zéro ou un entier positif, l'image est intérieure à la 
sphère A. 

Si s est un entier négatif, l'image est dans la sphère R. 

La charge de chaque image à pour mesure sa distance à l’origine et 
est toujours positive. 

La charge totale de la sphère A est donc 


» où s est positif pour la sphère À et négatif pour la sphère 


la forme 


$— © b $ -: © 
, u [ «a LN 1! 
EL, = Ÿ — y; —e 
ai 1. s(! 1 a--b s 
*-:9 à : a 5) $S=I 


Chacune de ces séries est infinie, mais, si nous les combinons sous la 
forme 


Ex — S EE ——— a? Ù 
dé sia-- bifsta-: b1— a| 
sS=1 


la série devient convergente. 
De même, pour la charge de la sphère B, 


E,— LS ab _. ab Y 1, 
aœds(a- b)—b  a--b $ 


ù ab® 


_ dm S(a+b)|sta—b).-b] 
$=1 





L'expression de E, est évidemment égale à 


b 
b lOa+b "— 
a f TH, 
9 





a+, 1 — 0 
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qui est la forme sous laquelle Poisson avait donné ce résultat. 
On peut aussi montrer (LEGENDRE, 7raité des fonctions elliptiques, 
t. Il, p. 438) que la série E, qui précède est égale à 


y b ) ab 
ATT (7 a+b’ 


où ÿy—0,97712, et où W(xr) — _ logrT(1+r). 

On a dressé une table des valeurs de Y. (Voir Œuvres de Gauss, 
t. [IL, p. 161-162.) 

Si l’on désigne un instant —. par +, la différence entre les charges 


E, et E, est 
ab 


a + b 





d 
— 7x logr(r)T(1— zx) x 
= La log sinrzxz 28 
— 4x ©° a + b 


ab Tr b 


= —— Ccot——: 
a + b a + b 


Si les sphères sont égales et au potentiel unité, la charge de cha- 
cune est 


$ = 
I 
Es a > 25(25 —1) 


_ 1,1 
= a (1 1+i—t....) 


== a loge2 — 0,69314718a. 


Si la sphère A est très petite par rapport à la sphère B, la charge 
de À est approximativement 


ou 


La charge de B est à peu près la même que si A était enlevé, ou 
Es = 6. 


La densité moyenne sur chaque sphère s'obtient en divisant la charge 
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par la surface; on obtient ainsi 


: Ec Tr 
= Se ZT = > y 
#7 4rat  24b 
E, I 
ET Tri irb” 
r2 
Se — 6 b 


Donc, si une très petite sphère est mise en contact avec une très 
grande, la densité moyenne sur la petite sphère est égale à celle de la 


grande sphère multipliée par = ou 1,644936. 


Application de l'inversion electrique au cas d'une calotte sphérique. 


176. Un des plus remarquables exemples de la puissance de la mé- 
thode des images électriques est l'étude faite par Sir W. Thomson de 
la distribution sur une calotte sphérique. Les résultats de cette étude 
furent communiqués sans démonstration à M. Liouville et publiés 
dans son journal en 1845. Le travail complet est donné dans le /?eprint 
of Electrical papers de Thomson, art. XV. Je ne sache pas qu'aucun 
autre mathématicien ait résolu le problème de la distribution sur une 
portion limitée de surface courbe. 

Comme je me propose d'exposer la méthode plutôt que de vérifier 
les calculs, je ne m’étendrai point sur les considérations géométriques 
ni sur l'intégration, et je renvoie le lecteur à l’'Ouvrage de Thomson. 


Distribution sur un ellipsoide. 


177. On démontre, par une méthode bien connue (!}, que l’at- 
traction d'une couche limitée par les surfaces de deux ellipsoïdes sem- 
blables, semblablement placés et concentriques, est telle qu'il n’y a 
point d'attraction résultante sur un point intérieur à la couche. Si 
nous supposons que l'épaisseur de la couche décroisse indéfiniment, 
en même temps que sa densité augmente, à la limite nous arrivons à 
concevoir la densité comme variant proportionnellement à la perpen- 
diculaire abaiïssée du centre sur le plan tangent, et, puisque dans 
cette distribution superficielle l'attraction sur un point intérieur à 
l’ellipsoïde est nulle, l'électricité ainsi distribuée sur la surface est en 
équilibre. 





(') Tuousox et Tur, Vatural Philosophy, $ 150 de cet Ouvrage. 
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Donc la densité, superficielle en un point d'un ellipsoïde non soumis 
à des influences extérieures, est proportionnelle à la distance du centre 
au plan tangent. 


Distribution sur un disque. 


En faisant deux axes de l’ellipsoïde égaux et faisant tendre Île troi- 
sième vers zéro, nous arrivons au Cas d’un disque circulaire, et nous 
avons l'expression de la densité superficielle en un point quelconque P 
d'un tel disque chargé au potentiel V, sans être soumis à aucune in- 
fluence intérieure. Si cest la densité superficielle sur une des faces 
du disque, et si — KPL est une corde menée par le point P, 

v 
271 VKP.PL 


SG =- 








Application du principe de l'inversion électrique. 


178. Prenons pour centre d’inversion un point quelconque Q, et 
soit R le ravon de la sphère d’inversion. Le plan du disque devient 
une surface sphérique passant par Q, et le disque lui-:mème devient 
une portion de sphère limitée par un cercle. C'est cette portion que 
nous appellerons la calotte. 

Si S' est le disque électrisé au potentiel V' et soustrait à toute 
influence extérieure, son image S sera un segment de sphère électrisé 
par l'influence d’une quantité d'électricité V'R placée en Q. 

La méthode d’inversion nous donne donc la solution du problème 
de la distribution électrique sur une calotte sphérique ou sur un disque 
plan soumis à l'influence d'un point électrisé placé sur le prolonge- 
ment de la surface de la sphère où du plan. 


Influence d'un point électrisé situé sur la partie non employée 
de la surface sphérique. 


La solution se déduit des principes géométriques et de la méthode 
d'inversion exposés plus haut. 

Soit C le point central ou le pôle de la calotte S, et soit a la dis- 
tance de C à un point de l’arête circulaire du segment. Si une quan- 
tité g d'électricité est placée en un point Q de la surface de la sphère 
prolongée, et si le segment S est maintenu au potentiel zéro, la den- 
sité os en un point quelconque P de la surface de la calotte est 
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CQ, CP et QP étant les lignes droites qui joignent les points C, Q et P. 

Il est à remarquer que cette expression ne dépend pas du rayon de 
la sphère à laquelle est emprunté le segment. Elle s'applique donc 
sans changement au cas d’un disque plan. 


Influence d'un nombre quelconque de points électrisés. 


Considérons maintenant la sphère comme divisée en deux parties : 
le segment sphérique sur lequel nous avons déterminé la distribution, 
et que nous appellerons la calotte, et le reste de la surface la partie 
non utilisée, sur laquelle est placé le point agissant Q. 

Si un nombre quelconque de points agissants sont répandus sur le 
reste de la sphère, la charge induite par eux sur un point quel- 
conque de la calotte peut s'obtenir en additionnant les densités induites 
par chacun d'eux séparément. 


179. Supposons tout le reste de la surface de la sphère couvert 
d’une charge uniforme de densité : ; la densité en un point quelconque 
de la calotte s'obtiendra par une simple intégration étendue à la sur- 
face ainsi électrisée. 


Nous obtiendrons ainsi la solution pour le cas où la calotte est au 
potentiel zéro, et soumise à l'influence du reste de la sphère couvert 
d’une couche fixe de densité : 

Isolons maintenant tout le système, et mettons-le à l’intérieur d’une 
pere re de diamètre /, couverte d’une couche fixe d'électricité de den- 
sité 5 

Il n'y aura point de force résultante à l'intérieur de cette sphère ; 
la distribution ne sera donc pas changée sur la calotte, mais le po- 
tentiel de tous les points intérieurs à cette sphère sera accru d'une 
quantité V, telle que 

V=arp/. 


Donc le potentiel deviendra V en tous les points de la calotte. 
Supposons maintenant que cette sphère soit concentrique à celle 
dont fait partie la calotte, et que son rayon dépasse celui de cette der- 
nière sphère d'une quantité infiniment petite. 
Nous avons alors le cas d’une calotte maintenue au potentiel V, et 
soumise à l'influence du reste de la sphère chargé d’une charge fixe 
dont la densité superficielle est p + £'. 


180. Nous n'avons plus alors qu’à supposer p + p' égal à zéro, et 
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nous avons le cas d’une calotte maintenue au potentiel V et soustraite 
à toute influence extérieure. 

Soit s la densité en un point donné sur l’une ou l’autre des surfaces 
du segment, celui-ci étant au potentiel zéro et soumis à l'influence du 
reste de la sphère chargée à la densité p. Si le segment est maintenu 
au potentiel V, il faudra augmenter la densité sur l'extérieur du seg- 
ment de la densité p' de la sphère enveloppante supposée. 

Le résultat de cette analyse est que, si f est le diamètre de la sphère, 
a le rayon du segment, r la distance de P au pôle du segment, la 
densité superficielle sur la surface intérieure du segment est 


M (VÉS 


27 f ai— rà 


et la densité superficielle au même point, mais à l'extérieur du seg- 
ment, est 


G — 





—— tang—! pu 


7, 


TT à 

Pour calculer ce résultat, on n'a pas à faire d'opération plus com- 
pliquée qu’une simple intégration étendue sur une fraction de sur- 
face sphérique. Et pour achever la théorie de la distribution sur un 
segment de sphère, nous n'avons plus à introduire d'autre considéra- 
tion géométrique que celle de l’inversion dans lessur faces sphériques. 


181. Soit à trouver la densité superficielle en un point d'un seg- 
ment soumis à l'influence d’une charge qg placée en un point Q non 
situé sur le prolongement de la surface sphérique. 

Transformons le segment par rapport à Q, le rayon de la sphère 
d'inversion étant égal à R. Le segment S se transforme en son imageS’, 
et le point P a pour image P’. Nous avons alors à déterminer la den- 
sité 5’ au point P’, le segment $’ étant maintenu à un potentiel V' tel 
que g = V'R, et soustrait d’ailleurs à toute influence extérieure. 

La densité s au point P du segment primitif est alors 





ce segment étant au potentiel zéro et soumis à l'influence d’une quan- 
tité g d'électricité placée en Q. 

Le résultat de cette opération est le suivant : 

Supposons que la figure représente une section menée par le centre 
O de la sphère, le pôle C du segment et le point agissant Q; D est un 
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point qui, dans la figure transformée, répond au pôle non occupé, du 
côté de la base du segment ; il peut être obtenu par la construction 
suivante : 

Menons par Q les cordes EQE' et FQF’. Alors, si nous supposons 
que le rayon de la sphère d’inversion est une moyenne proportionnelle 


Fig. 16. 





entre les segments que le point Q détermine sur la corde, E’F' sera 
l’image de EF. Prenons le milieu D' de l’arc F'CE', de façon que 
F'D'=—F'E', et menons D'QD qui rencontre la sphère en D; D est le 
point cherché. De même, par O, centre de la sphère, et par Q, me- 
nons HOQH/', qui coupe la sphère en IF et en H'. Alors, si P est un 
point du segment, la densité superficielle en P, du côté du segment 
qui est séparé de Q par le reste de la surface sphérique, densité due 
à l'induction d’une charge g placée en Q, sera 


1© | 


1 
f r  —- \ .—— 9 N 
g QU.QH' [PQ ( De) ane E ( CD — &) | 
1 23 | — ans | TZ 
2 pypQ [PQ \ a CP” 7 [PR cr 
a désignant la corde menée du pôle C à la base circulaire du segment. 
Du côté le plus voisin de Q, la densité superficielle est 


H.QH' 
+ SU. 
2% IH". PQ 


LU 
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CHAPITRE XII. 


THÉORIE DES FONCTIONS CONJUGUÉES A DEUX DIMENSIONS. 


182. Il n’y a qu’un nombre très restreint de cas véritablement in- 
dépendants, pour lesquels ait été résolu le problème de l'équilibre 
électrique. La méthode des harmoniques sphériques a été appliquée 
aux conducteurs sphériques; les méthodes des images électriques 
et de l'inversion sont encore plus puissantes dans les cas où elles 
peuvent s'appliquer. Mais, à ma connaissance, le cas des surfaces du 
second degré est le seul où l’on connaisse à la fois les surfaces équi- 
potentielles et les lignes de force, lorsque ces lignes de force ne sont 
point des courbes planes. 

Mais il y a une classe de problèmes très importants dans la théorie 
de l'équilibre électrique et dans celle de la conduction des courants, 
où l’on n’a à considérer qu’un espace à deux dimensions. 

Par exemple, si dans toute la partie du champ électrique que l’on 
considère, et au delà encore, les surfaces de tous les conducteurs 
sont engendrées par le mouvement de lignes droites parallèles à l’axe 
des :, et si la partie du champ où il cesse d’en être ainsi est si éloi- 
gnée de la partie considérée que l'on puisse négliger l’action élec- 
trique de cette partie éloignée, l'électricité se distribue uniformément 
tout le long des génératrices; et si nous considérons une partie du 
champ limitée par deux plans perpendiculaires à l’axe des 3 et distants 
de l'unité de longueur, le potentiel et la distribution électriques seront 
des fonctions de x et y seulement. 

Soient p dx dy la quantité d'électricité répandue dans un élément 
ayant dx dy pour base et l'unité pour hauteur, et 5 ds la quantité ré- 
pandue sur un élément de surface dont la base est l'élément linéaire ds, 
et dont la hauteur est égale à l'unité. 

L'équation de Poisson peut s'écrire 

JV PV 


der dy? FAITS — 0; 
ce qui se réduit, s'iln'y a point d'électricité libre, à l'équation de Laplace 


BV OV 
et Ÿ ge — 
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Le problème général de l'équilibre électrique peut s'énoncer comme 
il suit : 

Étant donné un espace continu à deux dimensions limité par des 
courbes fermées C;, C:,..., trouver la forme d’une fonction V telle que, 
sur ces limites, elle prenne les diverses valeurs V,, V,, ... constantes 
pour chaque limite; et que dans l'étendue de cet espace V soit fini, 
. continu, n’ait en chaque point qu’une valeur unique et satisfasse à 
l'équation de Laplace. 

Je ne sache pas que l’on ait donné aucune solution parfaitement 
générale, mêmeé de la question ainsi limitée; mais la méthode de trans- 
formation qui est donnée au $ 190, et peut s'appliquer à ce cas, est 
bien plus puissante que toute méthode connue pouvant s'appliquer à 
l’espace à trois dimensions. 

La méthode repose sur les propriétés des fonctions conjuguées de 
deux variables. 


Définitions des fonctions conjuguées. 


183. On dit que deux quantités 2 et 3 sont des fonctions conjuguées 


de ret y, si a+ —18 est une fonction de x + — 1 y. De cette dé- 
finition, il résulte que 


0x 03 0x 03 | 
cu) de — 0? g do 
x 034 028 028 
(2) Te pt 


Donc les deux fonctions satisfont à l'équation de Laplace. 
On a aussi 


0x 93 92 03 92 \? 92? 93° 2 99\2 
(3) — — - - LL — . —— .—— — — + — — R2. 
Or dy dy 0x or dy or dy 
Si æ et y sont des coordonnées rectangulaires, si ds, est l’arc in- 


tercepté sur la courbe 8 — const. par les courbes x el x + dx, et si ds, 
est l'arc de x compris entre les courbes 8 et 8 + d3,on a 


ds; … ds: I 


(4) da dÿ 





et les courbes se coupent orthogonalement. 

Si nous supposons que le potentiel V=—V,- £a, { étant une cer- 
taine constante, V satisfait à l'équation de Laplace, et les courbes (a) 
sont des courbes équipotentielles. Les courbes (8) sont des lignes de 
force, et l'intégrale de R prise pour une unité de longueur de base sur 

Tr. d'Élect. et de Magn., 1. 22 
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une surface cylindrique qui se projette sur le plan des y suivant la 
courbe AB est égale à Æ(38— 3,1), où B, et 8 sont les valeurs de 8 
aux extrémités de la courbe. 

S1 l’on trace dans le plan une série de courbes correspondant à une 
série de valeurs de x en progression arithmétique, et une autre série 
correspondant à des valeurs de 8 présentant la même différence, ces 
deux stries de courbes se coupent orthogonalement en tous leurs points 
de rencontre; et si la différence commune est assez petite, à la limite 
les éléments en lesquels est divisé le plan seront de petits carrés dont 
les côtés auront, dans les différentes parties du champ, des directions 
et des grandeurs différentes, ces grandeurs étant inversement propor- 
tionnelles à R. 

Si deux ou plusieurs des lignes équipotentielles « sont des courbes 
fermées comprenant entre elles un espace continu, on peut les 
prendre pour surface de conducteurs aux potentiels (V,.i Az), 
(Vo+ K2)..... La quantité d'électricité répandue sur l'élément de 
ces courbes, qui est compris entre les lignes de force B, et $., est 


k 
ee (B2— PB). 

Le nombre des lignes équipotentielles comprises entre deux con- 
ducteurs indique donc la différence de leurs potentiels, et le nombre 
des lignes de force qui partent d’un conducteur indique la quantité 
d'électricité qui le charge. 

Nous allons maintenant établir quelques-uns des principaux théo- 
rèmes relatifs aux fonctions conjuguées, et, pour les démontrer, nous 
nous servirons soit des équations (1), qui contiennent les coefficients 
différentiels, soit des définitions primitives, où l’on fait usage de sym- 
boles imaginaires. 


184. Tnéorème Ï. — St x et y’ sont des fonctions conjuguées par 
rapport à x et y, et si x" et y’ sont d’autres fonctions conjuguées 
par rapport à x et à y, les fonctions x'-:- x" et y‘ - y” seront aussi 
conjuguées par rapport à x et y. 


En effet, 
0x" dy" dx” dy” 
dx dy dr dy? 
d'où 
dx'+z) dy +7) 
de dy 
De même, 
0x’ dy ox dy”. 


dy dx” dy 0x ° 
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dr — 7°) d0(3"-- 7") 


0y ir 


c'est-à-dire que 2° x" et y'+ y” sont des fonctions conjuguées par 
rapport à .r et 7. 


Représentation graphique d'une fonction qui est la somme de deux 
fonctions données. | 


Soit une fonction (2) de x et de y, représentée graphiquement par 
une série de courbes tracées dans le plan des x}, chacune des courbes 
correspondant à une valeur particulière de + prise dans une série de 
valeurs croissant d’une quantité constante c. 

Soit une autre fonction (3) de :r et y, représentée de même par une 
série de courbes correspondant à des valeurs de $ qui diffèrent de la 
même quantité constante ©. 

Pour représenter de la même manière la fonction (x + 8), il faudra 
tracer une série de courbes passant par les intersections des deux pre- 
mières séries : de l'intersection des courbes z et 8 à celle des courbes 
x--èetÿ--9, puis à celle des courbes x + 28 et $ — 26, et ainsi de 
suile. En tous ces points, la fonction aura la même valeur 2 -+ 8. La 
courbe suivante passera par les intersections de x et $ + 6, x + ô et 5, 
x -- 28 et 8 — 5, et ainsi de suite, et la fonction qui correspond à cette 
courbe est x + 3-1 à. 

De cette facon, étant tractes la série des courbes z et la série des 
courbes 5, on peut construire la série x -- 3. 

Ces trois séries de courbes peuvent être tracées à part sur trois 
feuilles différentes de papier transparent; et, lorsque la première et 
la seconde sont convenablement superposées, on peut tracer la troi- 
sième. 

Les fonctions conjuguées pouvant ainsi être combinées par add:i- 
tion, nous avons le moyen de tracer sans peine les figures répondant 
à bien des cas intéressants, dès l'instant que nous savons tracer les 
figures pour les cas simples dont ils sont formés. Mais le théorème 
suivant nous fournit une méthode bien plus puissante pour transfor- 
mer les solutions. 


185. TuéorÈxe IT. — St x" et y” sont des fonctions conjuguées pur 
rapport aux variables x' et y”, et si x' et y' sont des fonctions con- 
juguées par rapport à x et à y, x" et y" sont conjuguées par rap- 
portä xel y. 
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En effet, 
0x" _ ox" dx" dx" dy 
or 0 0x dy dr’ 
_Y y, 0% 


dy dy 0x dy’ 
. 
dy 3 
et 
a don 
dy Ôx" 0y dy" dy 


— un Qu D Os mt mn 


et ce sont là les conditions pour que x” et y” soient conjuguées de x 


et y. 
On peut aussi le voir d’après la définition primitive des fonctions 


conjuguées. Car z'+W—17" est une fonction de z'+W— 17", et 
x'+V—1y' est une fonction de x +W— 17. Donc, z'+#—17y" est 
une fonction de z +W—1 y. 

De mème, on montrerait que, si x’ et y’ sont des fonctions conju- 
guées de x et y, æ et y sont des fonctions conjuguées de :r' et y’. 

Ce théorème peut recevoir l'interprétation graphique suivante : 

Prenons x’ et y’ pour coordonnées rectangulaires, et traçons sur le 
papier les courbes qui répondent à des valeurs en progression arith- 
métique de x” et de y”. Nous avons ainsi un double système de courbes 
qui partage le papier en petits carrés. Traçons aussi sur le papier des 
lignes droites horizontales et verticales, également espacées, et in- 
scrivons auprès de ces lignes les valeurs correspondantes de x' et y’. 

Prenons maintenant une autre feuille de papier, sur laquelle x et 
sont pris pour coordonnées rectangulaires, et sur laquelle on trace un 
double système de courbes z’ et y”, chacune des courbes portant l'in- 
dication des valeurs correspondantes de x’ et y’. Ce système de coor- 
données curvilignes correspondra, point pour point, au système de 
coordonnées reclilignes x’ y’ de la première feuille de papier. 

Si donc nous prenons un nombre quelconque de points sur la 
courbe x” de la première feuille, et si nous notons les valeurs de 2” 
el y’ en ces points; et si nous marquons les points correspondants sur 
la seconde feuille, nous obtiendrons autant de points de la courbe 
transformée x”. Si nous faisons de même pour toutes les courbes x”, 
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y” de la première feuille, nous obtiendrons sur la seconde une double 
série de courbes x”, y” de forme différente, mais possédant la même 
propriété de parthger le papier en petits carrés. 


186. Taéorkye III. — Sz V est une fonction de x' et de y', et six’ 
et y' sont des fonctions conjuguées de zety,ona 


MICRO CEE 


l'intégration étant effectuée entre les mêmes limites. 


En effet, 


OV. OV ox. OV dy 
0x Ur 0x dy! dx” 
03V __ AV /dr'\1 dV oz’ dy 03V /dy 
ox? ox’? (TE) +2 ? 0x 0y V4 dx dx  oy'i (Z) 
OV dir" OV dy’ 
x 071 dy ort? 
OV _ AV /or'\! DV_ ox dy. V/fdy 
me (9) y oo (y) 
LV DE OV 
Üx" dy? dy 


Additionnant ces deux dernières équations, et nous rappelant les 
conditions (1) relatives aux fonctions conjuguées, nous trouvons 


AMV AV  dV ( ) wY oV =) 9y' } | 
EE > = — — + | — + —;% D + 
or? y? ur"? 0x dy 0y* ( 0x ( dy 
= (2x Vo! x ( y" Or dr ) 


5 g)\or à 0 vx 


d'où 
02 V n JV PV. dJV\/ox' dy 0x" dy" 
SJ ra as) = [fus a) à ed 
o2V d2V , 
= ff Qs+ gs) dr. 


Mais, si V est un potentiel, on a, d’après l'équation de Poisson, 


PV 02V 
dm + ge ti 


, 


Rp 


et le résultat peut s’écrire 


Jf eas dy = [ [ v dr dy 
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c’est-à-dire qu'il y a la même quantité d'électricité dans les pm 
correspondantes des deux systèmes, si les coordonnées d'un sy— 
sont des fonctions conjuguées des coordonnées de l’autre système 


Théorèmes additionnels relatifs aux fonctions conjuguées. 


187. Taéorèue IV. — Sir, et y,, x, et y, sont des fonctions 
Juguées par rapport à ret y,etsti 


X = Tits— Vide Y = La + LeYi 
X et Y sont des fonctions conjuguées de x et y. 
En effet, 


X +- ÿ—:1 Y — (ri + V—171)(ran- V-=173). 


Tuéorëme V. — Si est une solution de l'équation 


22 91 
— + — —=0 
or? dy? ’ 
et si l’on pose 
0 
JP \? db \? or 
€ — œ — — == — o—l ——. 
2R = log | (5) +(S) l 6 ang! 7 
dy 


R et 8 sont des fonctions conjuguées de x et y. 


. . , oD 0 ,. 
En effet, R et 8 sont des fonctions conjuguées de se de Ta les- 


quels sont des fonctions conjugutes de x et y. 


EXEMPLE I. — Inversion. 


188. Comme exemple de la méthode générale de transformation, 
prenons un cas d'inversion à deux dimensions. Soient O un pont fixe 
dans un plan ; OA une direction fixe; et soient r — OP — ael,0— AOP: 
enfin, x et y les coordonnées de P par rapport à O : 


p = log = Vr'+ri, 0=tang-! L. 
x = aep cos, y = aePsiné. 


e et Ô sont des fonctions conjuguées de x et y. 
Si »'—= net 0'— 70, 0’ et 0’ seront des fonctions conjuguées de ? 
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el 6. Dans le cas où 7 = — 1, nous avons 
, ? a? L 
(6) r=--s (0: — 06, 
r 


ce qui correspond à l'inversion ordinaire combinée avec une rotation 
de 18° de la figure autour de OA. 


Inversion des figures à deux dimensions. 


Dans ce cas, si r et r’ représentent les distances des points corres- 
pondant au point O; c et e’ les charges totales d’un corps; S et S’ les 
éléments de surface; V et V' les éléments de volume; 7 et s’ les den- 


silés superficielles ; 5 et :’ les densités de volume; © et &’ les poten- 
els correspondants dans les deux systèmes, 
OS at rt Va re’ 
(7) r > PEU OV rs 7 e 
/ | g' r? a? p r* at 
IT En? Sem Sol. 
3 a r'° p a* r 
ExEMPLE Il. — Images électriques dans les figures à deux dimensions. 


189. Soit À le centre d'un cercle de rayon AQ — b; soit E la 
charge en À; le potentiel en un point quelconque P est 


b 


(8) d — 2E log AP? 





et si ce cercle est la section d'un cylindre conducteur creux, la den- 





* 
* 
# 


sité superficielle en un point quelconque Q est — EU 


Transformons le système par rapport à O, posant 


# + b 
nous avons alors en A’ une charge égale à celle de A, avec AA' — a 
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La densité en Q' est 
——--9 
E b?-—- AA 


= —  ————_———— , 
2 


27 bd A'Q 


et le potentiel en un point P' intérieur au cercle est 


b'— D — 2E(logb — log AP) 
(9) 


— 2E(logOP'— log A'P'— logm). 


Cette distribution équivaut à la combinaison d'une charge E en A'et 
d'une charge — E en O, image de A’ par rapport au cercle. La charge 
idéale de O est égale et contraire à celle de A’. 

Si le point P’ est défini par ses coordonnées polaires rapportées au 
centre du cercle, et si nous posons 


p= logr—logb et po logAA'— logb, 
nous avons 


(10) AP'=— bep, AA'—bef,, AO — be-Po, 
et le potentiel au point (p,6) est 


db — Elog(e-?Po— 2e-PoeP cos0 + etP) 
( -- E log(e?Po — 2eP0eP cosÔ + ep) + 2E po. 


(1) 


C'est là le potentiel produit au point (p, 8) pour une charge E placée 
en (Po, 0), sous la condition que + — o quand p — 0. 

Dans ce cas, p et 0 sont les fonctions conjuguées de l'équation (5); 
p est Le logarithme du rapport du rayon vecteur d’un point au rayon 
du cercle, et 0 est un angle. 

Le centre est le seul point singulier dans ce système de coordon- 


nées, et l'intégrale de ligne IE ds prise le long d'une courbe fermée 


est o ou 27, suivant que la courbe fermée renferme ou non le centre. 


ExempceE III. — Transformation du cas précédent par Neumann (!:. 


190. Soient « et 8 deux fonctions conjuguées quelconques de x et 
J, telles que les courbes « soient des lignes équipotentielles, et les 
courbes (8) les lignes de force dans un système formé d’une demi- 
unité d'électricité placée à l’origine, et d’un système électrisé disposé 
d’une manière quelconque à une certaine distance de l'origine. 


(!) Journal de Crelle, 1861. 
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Supposons que la courbe pour laquelle le potentiel est «, soit fermée, 
et telle qu'aucune partie du système électrisé, sauf la demi-unité 
placée à l'origine, ne soit comprise dans la courbe. 

Alors toutes les courbes (x) comprises entre celle-ci et l'origine se- 
ront des courbes fermées entourant l’origine; et toutes les courbes (8) 
se rencontrent à l'origine et coupent orthogonalement les courbes (2). 

Les coordonnées d'un point quelconque intérieur à la courbe (x) 
seront déterminées par les valeurs de x et 3 en ce point; et si le point 
se déplace dans le sens positif sur une des courbes (2), la valeur de (3) 
augmentera de 27 à chaque révolution complète. 

Supposons maintenant que la courbe (x,) soit la section de la sur- 
face intérieure d'un cylindre creux de forme quelconque, maintenu 
au potentiel zéro, et soumis à l'influence d’une charge répandue avec 
une densité linéaire Ë sur une ligne droite se projetant à l’origine; 
nous pouvons alors ne point con$idérer le système électrisé extérieur, 
et nous avons pour le potentiel en un point quelconque (x) intérieur 
à la courbe 


(12) G::2E(Xx— %). 


et pour la quantité d'électricité qui est répandue sur la partie de la 
courbe x, comprise entre les points correspondant à 3, et f,, 


(13) Q= = EC Be 


Si, par cette méthode ou par toute autre, nous avons déterminé lÎa 
distribution du potentiel dans le cas d'une courbe de section donnée, 
et d'une charge placée en un point donné pris pour origine, nous 
pouvons passer au cas d'une charge placée en tout autre point, par 
une simple application de la méthode sénérale de transformation. 

Soient 2, et 3, les valeurs de x et 3 au point où est placée la charge; 
substituant dans l'équation (11) 3 — x, à 5, 3--8, à 0, nous trou- 
vons pour le potentiel d'un point quelconque, dont les coordonnées 
sont x el à, 


e- E log[r— 2e2r%:2% cost 8 — By. c225%—2%)] 


- Élogfr -2e%-%cos($ — 3) — et2-4)] — 2 Ex -- 20). 


Cette expression du potentiel se réduit à zéro quand 2 -= 2,; elle est 
finie et continue à l'intérieur de la courbe x, sauf au point (z,,8;), 
pour lequel le second terme devient infini; et, dans son voisinage im- 
médiat, elle à pour valeur limite — 2Elog7", où r' est la distance à 
ce point. 
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Nous sommes donc en mesure d'obtenir la solution du problème de 
Green relatif à la charge d’un point quelconque intérieur à une 
courbe fermée, si nous connaissons la solution pour un autre point. 

La charge induite sur l'élément de la courbe 2, qui est compris 
entre les points 8 et 3 -- 43, par une charge E placée au point (2,, 4). 
est, en cmployant la notation du $ 183, 


EF 


où ds, est mesuré vers l'intérieur et où l’on fait x. 2, apres la diflé- 
rentialion. 
Ceci devient, d'après l'équation (4) du $ 183, 


c’est-à-dire 
E 1- pi%-%) 


27 1--26t 4-2 COS( 3 — 81) ce A TX es. 

Au moyen de celte expression, nous pouvons trouver le potentiel en 
un point quelconque (z,, 8,) intérieur à la courbe fermée, lorsqu'on 
donne en fonction de 8 la valeur du potentiel en chaque point de Ja 
courbe fermée, et qu'il n’y a point de charge à l’intérieur de la courbe 
fermée. 

En effet, d'après le $ 86, la partie du potentiel de (2,,3,) qui est 
due à ce qu'une partie d3 de la courbe fermée est maintenue au po- 
tentiel V, est 7 V, # étant la charge induite sur 43 par une unité 
d'électricité placée en (2,, 3,). Done, si V est le potentiel en un point 
de la courbe fermée, potentiel exprimé en fonction de 3, et si est le 
potentiel au point (z,,8;,) intérieur à la courbe fermée, celle-ei ne 


renfermant d'ailleurs aucune charge, 


2 one 
(16) p J [ 10 —e2%-2% )V 43 
2T 1-26 Ti cost — 5) —- eh 2 


Lo 


ExEMPLE IV. — Distribution près de l’arète d'un conducteur formé 
de deux faces planes. 


191. Daus le cas d'une face plane conductrice indéfinie, chargée 

l D 
d'électricité avec une densité superficielle 3,, nous avons trouvè pour 
le potentiel, en un point situé à une distance y du plan, 


V:-C— 7307. 


C étant la valeur du potentiel sur le conducteur mème. 
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Prenons pour axe polaire une ligne droite du plan, ct passons aux 
coordonnées polaires : nous trouvons pour le potentiel 


V—=C— jr7ac?sinb; 


et pour la quantité d'électricité répandue sur un parallélogramme dont 
Ja base est égale à l'unité, et dont la hauteur, mesurée à partir de 
l'axe, est ac, 

E - Foae?. 


Faisons maintenant 2 =: 25,0 -- n0': puisque o’ et 9’ sont conjugués 
5 ) u J D 
par rapport à p et 0, les équations 
V=-C _irzaerf'sinn, 
E - Foaenê! 


représentent une distribution possible des charges et des potentiels. 
Si nous posons 7 pour ae’, r sera la distance à l’axe; nous pouvons 
aussi mettre 0 au lieu de 9’ pour l'angle. Nous aurons 


H 





r ‘ 
V—= C--iT50- sin n0, 
an) 
4 pr" 
E =- To ———"* 
an—i 


V'est égal à C toutes les fois que #0 =_ + ou un multiple de +. 

Supposons que l’arète soit un angle saillant du conducteur, où l'in- 
clinaison des faces est +. Alors l'angle du diélectrique est 27 — 2, et, 
pour 0 — 27 —. 2, le point est sur l’autre face du conducteur. Nous de- 
vons donc faire 





H2R—-A)-T OU = ———: 
27 — 24 
Alors 
Li 

r'\T -2 70 
V=z:C - {774 |: s ) 
a 2T--2 

us 





E — na(z) . 


La densité superficielle s, à une distance quelconque r de l’arête, est 


27 
dE = (2 27 2 

FT = = = — — 3 _ . 
dr ar —24 °\a 


Si l'angle est saillant, x est plus petit que r, et la densité superficielle 
varie en raison inverse d'une certaine puissance de la distance à l'arète ; 
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de sorte que, sur l’arête même, la densité devient infinie, et cela bien 
que la charge totale évaluée depuis l’arête jusqu'à une distance finie 
quelconque soit toujours finie. 

Ainsi, quand « — 0, l'arête est infiniment aiguë, semblable à la sec- 
tion d’un plan mathématique. Dans ce cas la densité varie en raison 
inverse de la racine carrée de la distance à l’arête. 


Si a => l'arête est semblable à celle d’un prisme équilatéral, et la 
densité varie en raison inverse de la puissance ? de la distance. 

Si 4 — _ l’arête forme un angle droit, et la densité est en raison 
inverse de la racine cubique de la distance. 


Si = 57, l’arête est semblable à celle d’un prisme hexagonal, et 


la densité est en raison inverse de la racine quatrième de la distance. 
Si «a — =», l’arête disparaît, la densité est constante. 


PA 
Si a — 3 r, l’arête est semblable à l'intérieur d’un prisme hexagonal, 


et la densité est directement proportionnelle à la racine carrée de la 
distance. 


. 3 A . . 
Si « — 3 l’arête est un angle droit rentrant, et la densité est pro- 
portionnelle à la distance à l’arête. 


. 5 A s 
Si à — 37 l’arête est un angle rentrant de 60°, et la densité est pro- 


portionnelle au carré de la distance à l'arète. 

En réalité, dans tous les cas où la densité devient infinie en un point 
quelconque, il ÿ a décharge électrique dans le diélectrique en ce point, 
ainsi qu'il a été expliqué au & 55. 


ExemPie V. — Ellipses et hyperboles. 


192. Nous avons vu que si 
(1) Ti —=e?cosY, J1—e?sinY, 
x et y sont des fonctions conjuguées de & et Ÿ. 

De mème, si 
(2) Ti= 67? cosŸ, ÿY:— —e-?sin, 
æ3 et y, sont des fonctions conjuguées. Donc, si 
2T — Ti+is — (ef+e-F)cosé, 
2Y —ÿYi-rJa=(e?—e-?)sinY, 
æ et y sont des fonctions conjuguées de + et y. 


(3) 
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Dans ce cas, les points pour lesquels © est constant sont sur l’el- 
lipse dont les axes sont e? + e-? et e? — e-?. 

Les points pour lesquels Ÿ est constant sont sur l’hyperbole dont 
les axes sont 2 cos et 2 sind. 

Sur l'axe des x, entreæ=-—1etx—+1, 


(4) © —0, 4% — arc cosr. 


Sur l'axe des x, de part et d'autre de ces limites, nous avons de 
chaque côté 


o —log(r+yzii), 


T1 dL—o 
TI V=Tr o = log(ÿzt—1— 7x). 


(5) 


Si donc vw est la fonction potentielle, et ÿ la fonction d'écoulement, 
nous avons le cas d’un écoulement d’électricité s'effectuant du côté 
positif vers le côté négatif de l'axe des x, à travers l’espace compris 
entre les points + 1 et — 1, les parties de l’axe situées au delà de ces 
points étant imperméables à l'électricité. 

Puisque, dans ce cas, l’axe des y est une ligne de flux, nous pouvons 
le regarder comme étant aussi imperméable pour l'électricité. 

Nous pouvons donc considérer les ellipses comme étant les sections 
des surfaces équipotentielles dues à un conducteur plat, de longueur 
infinie, de largeur 2, et chargé d’une demi-unité d'électricité par unité 
de longueur. 

Si nous prenons Ÿ pour fonction potentielle, et # pour fonction 
d'écoulement, le cas devient celui d’un plan infini, dans lequel on au- 
rait enlevé une bande de largeur 2. D'un côté, le plan est au poten- 
tiel +; de l’autre, il est an potentiel zéro. 

Ces cas peuvent être considérés comme des cas particuliers des sur- 
faces de second degré, étudiées au Chapitre X. La forme des courbes 
est donnée sur la PI, 4. 


Exeuvze VI, — PI, FI. 


193. Considérons maintenant 2’ et y’ comme des fonctions de x et 
y définies par les équations 


S IR 


(6) r'=blogyr?+y?, "= barctang—; 
z' et y’ seront aussi des fonctions conjugées de » et Ÿ. 

On donne à la P{. .F/ les courbes qui résultent de la transforma- 
tion de la P{. Æau moyen de ces nouvelles coordonnées. 

Si r'et y’ sont des coordonnées rectangulaires, les propriétés de 
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PI. XI. 





















































Lignes de force près du bord d'une plaque. 
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l'axe des :r dans la fs. 1 appartiendront, dans la fig. 2, à une série 
de lignes parallèles à &', pour lesquelles y’ =: bn'#, n' étant un nombre 
entier quelconque. 

Sur ces lignes, les valeurs positives de +’ correspondent aux valeurs 
de :r plus grandes que l'unité, et nous avons vu que l'on a pour ces 


valeurs 


‘ Jr” 
(7) V=nT, © done Var or, 


Les valeurs négatives de z’ sur ces mêmes lignes correspondent aux 
valeurs de + plus petites que l'unité, pour lesquelles nous avons vu 


que l'on a 


r” 


= 


(8) m--0, % —arccosr = arccose 


Les proprictés de l’axe des y de la fg. 1 appartiennent, dans la fig. 2, 
à une série de lignes parallèles à x’, pour lesquelles on a 


(9) >= 0br(n' +14). 


La valeur de % le long de ces lignes est 4 =:r(r — 1) pour tous 
les points, positifs ou négatifs, et 


x ar 
(ro) gclog(y--vyri log (et ue Ve bu ). 


Les courbes pour lesquelles & et Y sont constantes peuvent être tra- 

cées directement, d’après leurs équations 
240 log£(e?-r e-29 + 2 cos24). 
J':= btang”! (TL lang ) - 

Comme la figure se reproduit pour des valeurs de y’ différant entre 
elles de 7 b, il suffit de la tracer dans un de ces intervalles. 

Il y à deux cas, selon que e ou Ÿ change de signe avec y’. Supposons 
que ce soit z qui change de signe. Alors toute courbe pour laquelle & 
est constant est symétrique par rapport à l'axe des x’, et le coupe 
orthogonalement en un point situé du côté négatif. Si nous partons 
de ce point, pour lequel # :-:0, et si nous faisons croître #, la courbe, 
d'abord orthogonale à l’axe, s’infléchit peu à peu, et finit par devenir, 
pour de grandes valeurs de #, parallèle à l'axe des x'. Le côté positif 
de l'axe des r' appartient au système et correspond à 4 — o; et quand 
"=" 2$rb,% = ir. Les figures pour lesquelles 4 a des valeurs con- 


stantes, comprises entre o et1r, forment donc un système de courbes 
qui comprennent le côté positif de l'axe de x. 
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Les courbes pour lesquelles + a des valeurs constantes coupent or- 
thogonalement le système , et les valeurs de » varient de —æ à --. 
Pour toutes celles de ces courbes » qui sont menées au-dessus de l'axe 
des x, la valeur de # est positive; le long de la partie négative de l'axe 
des x’, sa valeur est zéro; enfin, pour toute courbe située en dessous 
de l’axe des zx’, sa valeur est négative. 

Nous avons vu que le système Ÿ est symétrique par rapport à l'axe 
des r. Soit PQR une courbe quelconque coupant ce svstème orthogo- 
nalement, et se terminant, en P et en R, sur les courhes »"  _!+0. 
le point Q étant situé sur l'axe des .r”. La courbe POR est symétrique 
par rapport à l'axe des 2’; mais, si la valeur de » le long de PQ est c, 
elle sera — c le long de OR. On se rend compte de cette disconti- 
nuité de # par une distribution électrique du genre de celle qui sera 
discutée au $ 195. 

Si maintenant nous supposons que ce sait #, elnone, qui change de 
signe avec }”, les valeurs de & varient de o à œ. Pour 5:=0, nous 
avons la partie négative de l'axe des æ; pour e :_æ, nous avons une 
perpendiculaire à l’axe des æ’ située à une distance infinie. Le lon 
d’une ligne POR quelconque comprise entre les deux précédentes, la 
valeur de ç est constante et positive. 

Toute valeur ÿ subit un brusque changement au point où la courbe 
pour laquelle 4 est constant coupe la partie négative de l'axe des 7’ : 
le signe de % change. On verra au $ 197 la signification de cette discon- 
tinuité. 

Les lignes, que nous venons d'apprendre à tracer, sont représentées 
sur la PL. ÆZ, réduite aux deux tiers du diagramme : Le tiers supé- 


rieur est à supprimer. 


19%. Si nous considérons & comme la fouuction potentielle et & 
comimne Ja fonction d'écoulement, le cas actuel est celui d'une bande 
de métal infiniment longue, de largeur +4, présentant à partir de 
l'origine et sur une longueur indéfinie dans le sens positif une cloi- 
son non conductrice, qui partage la partie positive de Ja bande en 
deux canaux distincts. Nous pouvons supposer que cette séparation 
soit produite par une coupure très étroite pratiquée dans la bande 
métallique. 

Si l'on fait circuler un courant électrique, entrant par Fune de ces 
parties et sortant par l’autre, l'entrée et la sortie seront à une dis- 
lance infinie du côté positif de l’origine, et les fonctions z et 4 don- 
neront la distribution du potentiel et du courant. 

Si, au contraire, nous prenons Ÿ pour le potentiel et pour la fonc- 


TR 
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tion d'écoulement, nous nous trouverons dans le cas d’un courant ayant 
pour direction générale celle de l'axe des y”, et circulant à travers 
une feuille métallique dans laquelle on aurait pratiqué un certain 
nombre de coupures non conductrices, parallèles à l’axe des x’, et 
s'étendant de l'axe des y’ à l'infini, dans le sens négatif. 


195. Nous pouvons appliquer ces résultats à deux cas importants 
en électricité statique. 

1° Soit un conducteur en forme de feuille plane, présentant une 
arète rectiligne, et illimité partout ailleurs. On le met dans le plan 
des .r5, du côté positif de l’origine, et l'on place parallèlement, à une 
distance À 7 d de chaque cèté de ce plan, deux plans conducteurs in- 
définis. Alors, si % est la fonction potentielle, sa valeur est zéro pour 
le conducteur du milieu, et 7 pour les deux autres plans. 

Considérons la quantité d'électricité qui se trouve sur la partie du 
conducteur central, qui s'étend sur une hauteur 1 dans le sens de 3, 
et sur une longueur de z’— a à partir de l'origine. 

La quantité d'électricité qui existe sur la partie de cette bande qui 


L] Ï 
est comprise entre r, et .r, est Tz (Sa — 91). 


Donc, depuis l’origine jusqu’à x°— a, la quantité d'électricité est 

( ad / 24 ‘ 

5 b d } 

(11) E — — log Le —\ e” —1, 


ce qui devient, si a est grand comparativement à b, 


à 


| . 7 a + blog.2 
(121 E == b 777  re*, 


L 

— log2e 
Donc la quantité d'électricité, répandue sur un plan limité par une 
arêtle rectiligne, est plus grande que si l'électricité avait été distribuce 
avec une densité uniforme égale à celle qui existe à une certaine dis- 
tance de l'arète; la quantité existante est égale à celle qui, pour la 
même densité uniforme, serait répandue sur un plan s'étendant sur 
une largeur blog.2, au delà de la limite actuelle du plan. 

Gette distribution uniforme imaginaire est figurée par les lignes 
pointillées de la PL .FZ. Les verticales représentent les lignes de 
force; les horizontales, les surfaces équipotenticiles, en supposant 
la densité uniforme sur les deux plans prolongés à l'infini dans toutes 
les directions. 


196. Les condensateurs électriques sont quelquefois formés d'un 
Tr. d'Élect. et de Magn., 1. 2) 
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plateau placé à égale distance de deux autres plateaux parallèles s'é- 
tendant de tous les côtés beaucoup plus loin que le plateau du milieu. 
Si le rayon de courbure de la ligne qui limite le plateau du milieu est 
grand, relativement à la distance des plateaux, nous pouvons consi- 
dérer cette courbe comme une ligne droite, et approximativement 
calculer la capacité du condensateur, en supposant que la surface du 
plateau du milieu soit augmentée par une couronne de largeur uni- 
forme régnant tout autour de la courbe limite, et en supposant éga- 
lement que, sur le plateau ainsi accru, la densité superficielle soit 
uniforme et égale à ce qu’elle est sur les parties éloignées de la courbe 
limite. 

Ainsi, si S est l'aire véritable du plateau, L sa circonférence, B la 
distance des grands plateaux, nous avons 


(13) b = = B, 


et la largeur de la couronne additionnelle est 





(14) — Re B, 
de sorte que l'aire augmentée est 
(15) s'= 5 + l0Re2 py. 


La capacité du plateau du milieu est donc 


(16) == (pt+Laloa). 


27 B 2T 


Correction pour l'épaisseur du plateau. 


Comme le plateau du milieu a généralement une épaisseur que l'on 
ne peut négliger devant la distance des plateaux, on obtient une 
présentation plus exacte des faits dans le cas actuel, en supposant que 
la section du plateau intermédiaire correspond à la courbe & = Ÿ: 

Le plateau aura, à une certaine distance du bord, une épaisseur à 
peu près uniforme $ — 2b4"', mais sera arrondi vers le bord. 

La position effective du bord du plateau s'obtient en faisant 1 
d'où 


1-0, 


(15) æ'= b log.(cosŸ'). 


, . rl 
La valeur de 4’ sur ce bord est zéro, et, au point pour lequel  =°* 
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elle est 
a-: blog, 
b 


Donc, la quantité d'électricité répandue sur le plateau est la même 
que si l'on avait ajouté à ce plateau une couronne de largeur 


B T. 
[ logea 4. loge ( cos = ) | 


A 


ou 


B T3 * 
(18) = loge ( 2 cos BJ’ 


* 
\ 


la densité étant supposée avoir en tous les points la valeur qu'elle à 
une certaine distance du bord. 


Densité près des bords. 


La densité superficielle en un point quelconque du plateau est 





Tr 
7, y 
(19) LL | e = — (r Le D + e 4 
9 7 da 470 2 EMA 8 


La quantité entre parenthèses tend rapidement vers l'unité, quand zx’ 
croit, de sorte que, à une distance du bord égale à n fois la largeur de 
la couronne 2, la densité effective excède la densité normale d'environ 


l e ,° 
—— de la densité normale. 
2 


De mème, nous pouvons calculer la densité sur les plans indéfinis 


b 


(20) ad Ja 


V ep +; 


Quand xz'— 0, la densité effective est à la densité normale dans le rap- 
nn 
portde2 *àr. 


Du côté positif, à une distance égale à 7 fois la largeur de la cou- 
e ’ e , . NN °. . e I 
ronne, la densité est inférieure à la densité normale d’environ n° 
Du côté négatif, à une distance égale à 7 fois la largeur de la cou- 
…., 1. 7 
ronne, la densité est environ A de la densité normale. 


Ces résultats montrent quel degré d’exactitude on peut attendre, si 
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l’on applique cette méthode à des plateaux d’étendue limitée, en pré- 
sentant des irrégularités dans le voisinage des bords. La mème distri- 
bution s’établirait dans le cas d'une série illimitée de ces plateaux 
équidistants, dont les potentiels seraient allernativement + V et — Y. 
Dans ce cas, nous devons prendre la distance des plateaux égale à B. 


197. 2° Le second cas que nous étudierons est celui d'une série in- 
finie de plans parallèles au plan des .r3, distants les uns des autres 
de B—-rb, et tous coupés par le plan des y3, de manière à ne s’é- 
tendre que du côté négatif de ce plan. Si nous prenons + pour fonc- 
tion potentielle, nous pouvons regarder ces plans comme des conduc- 
teurs au potentiel zéro. 

Considérons les courbes le long desquelles © est constant. Pour 


y'= nb, c'est-à-dire sur le prolongement de chacun des plans, nous 


avons 

(21) T' = blog L(e? + e-?). 

Pour }'= (a + {)rb, c'est-à-dire dans les positions intermédiaires, 
(22) z'= blogi(e? — e-?). 


Donc, quand & est grand, la courbe pour laquelle & est constant est 
une ligne onduleuse dont la distance moyenne à l'axe des y’ est ap- 
proximativement 


(23) a = b(e—loge2:. 


L'amplitude des ondulations de chaque côté de cette ligne est 


e?-:- ee 
(24 ) +0 log Des" 

Quand & est grand, cette expression devient be-*?, de sorte que la 
forme de la courbe se rapproche d’une ligne droite parallèle à l’axe 
des 7’, à une distance a de l'axe, du côté positif. 

Si nous supposons un plan z'— a maintenu à un potentiel constant, 
tandis que le système des plans parallèles est maintenu à un potentiel 
différent, Le — a + b log.2, et, par suite, la densité superficielle de la 
charge induite sur ce plan est égale à la densité de la charge qui y 
aurait été induite par un plan parallèle, porté au mème potentiel que 
la série des plans, et placé à une distance blog.2 plus loin que le 
bord de ces plans parallèles. 

Si B est la distance de deux plans de la série, B — +, et la distance 
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additionnelle est 


(25) 1 — Bl08e2, 
T 





198. Considérons maintenant l’espace compris entre deux surfaces 
équipotentielles, dont l’une est formée par une série d’ondulations 
parallèles, tandis que l’autre, correspondant à une grande valeur 
de », peut être considérée comme sensiblement plane. 

Si D est la hauteur d'une ondulation, comptée de son point le plus 
haut à son point le plus bas, nous trouvons pour valeur correspon- 
dante de ®, 





D 

R 1 et +1 
(26) S — = log m 
2 D 

e"—: 


La valeur de x’ au sommet de l'onde est 
blogi(e? +—e-?). 


Donc (!), si À est la distance du sommet des ondes au plan opposé, la 
capacité du système formé de la surface plane et de la surface ondulée 
est égale à celle d’un système de deux plans à la distance À + 2’, où 


,  B 
(28) d'— — log, —.. 
T RG 
1-—e 
199. Si dans un conducteur, dont le reste de la surface est plane, 
on pratique un seul sillon de cette forme, et si‘l'autre conducteur est 
un plan à la distance A, la capacité de chaque conducteur diminue par 


(*) Soient le potentiel du plan et © celui de la surface ondulée. La quantité 
I 





d'électricité répandue sur l'unité de surface du plan est + Donc la capacité 


de 


est égale à 
' : Ù 
4Tr0(D— >) "Ar(A+a) 


d’où 
A+zx'—=—b(b—>»); 
mais 
A+blogi(et—e-t) = b(—]log2), 
d’où 
a'= -— bo + b[loga + log L(er+ e-?)] = b log(1+ 67%) = b log —"—, 
ie d 


d’après (26). 
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rapport à l’autre. Mais la diminution ainsi produite est inférieure à 
la ième partie de la diminution produite par x rainures semblables 
faites côte à côte; en effet, dans ce dernier cas, la force électrique qui 
agit entre les conducteurs est moindre que dans le premier cas, de 
sorte que l'induction à la surface de chaque sillon est réduite par l’in- 
fluence des sillons voisins. 

Soient L la longueur, B la largeur, D la profondeur du sillon; la 
capacité d’une aire S prise dans le plan opposé au sillon sera 


S — LB , LB S LB x 


1TÀ h 


———————— —— 


(29) | 4F(A x) = AT 4TA A-x 


Si À est grand relativement à B ou à z', la correction devient, en vertu 
de l'équation (28), 


4 BR? » 
FE 
1 :..e 


Pour une fente de profondeur infinie, la correction devient, en fai- 
sant D infini, 

L B? 

(31) 47: A2 lou, 2. 

Pour trouver la densité superficielle sur la série des plans parallèles, 
nous devons calculer 











1 OÙ 
= — : pour s — 0, 
ja NE 
soil 
l I 
3: I -— , —— ° 
( 2) IT b LM 


La densité moyenne sur le plateau plan situé à une distance À des 


»” s _ I * . 
bords de la série de plans parallèles est & TU Donc, à une dis- 
É 


tance n2 du bord d’un de ces plans, la densité surperficielle est 

I ” 
——— de cette densité moyenne. 
Var —: . 


200. Cherchons maintenant à déduire de ces résultats la distribu- 
tion électrique dans le système obtenu en faisant tourner le plan de 


la figure autour de l'axe 3° ——R. L'équation de Poisson prend la 
forme 

AV PV I V 
(33) + 172 = 0 
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Supposons que V soitici la fonction + donnée au $ 193, et déterminons la 
valeur de p d'après cette équation. Nous savons que les deux premiers 
termes disparaissent et, par suite, 


I I d9 
(34)  — 17 R -- y" y" 
Si nous admettons qu’en outre de la densité superficielle déjà étudiée 
l'électricité soit distribuée dans l’espace d’après la loi qui vient d’être 
établie, la distribution du potentiel sera représentée par les courbes 
de la PL. FT. 


.  , , 0 2 k 
Or on voit aisément sur cette figure que, en général, pe Cst très 
( # 


petit, sauf sur les bords des plateaux; la nouvelle distribution peut 
donc ètre représentée approximativement par ce qui existe effective- 
ment, c'est-à-dire une certaine distribution superficielle sur les bords 
des plateaux. 


Si donc nous prenons l'intégrale / {2 dx'dy" entre les limites »'— 0 


— 
tv 


er b, de .z'—— à z'—+, nous aurons la charge addi- 


tionnelle totale qui résulte pour une des faces du plateau de sa 
courbure. 


. dg dy 
Puisque - ‘, —— -<, nous avons 
y ar 
n +æ@ +2 
I I 0 , 
food) Rire 
»" . » T ? { 
(35), ° + x al 
I l I J" ‘ 
- ! Û \ —— 
= - (ob = = 2— —1): 
| ÿR Rey Te se ( p —!) 


Intégrant par rapport à x’, nous avons 


B 
| OP uso 19R=+B, »R+B 
(36) IE ed = os ls —— 
2 
(37) == 1 B 1 Br... 


7 32 R 7 192 R*° 


C’est là la moitié de la quantité totale d'électricité que nous devons 
supposer répandue dans l’espace voisin des bords des plateaux cylin- 
driques, pour chaque unité de circonférence. Et puisque c'est seule- 
ment près des bords des plateaux que cette densité est appréciable, 
nous pouvons, sans modifier sensiblement son action sur la surface 
plane opposée, supposer toute la charge condensée à la surface du 


Le 


et LLIE Tr 
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plateau; et, en calculant l'attraction qui agit entre cette surface et la 
surface cylindrique, nous pouvons supposer que cette électricité ap- 
partient à la surface cylindrique. 

S'il n’y avait pas de courbure, la charge superficielle de la surface 
positive du plateau aurait été, par unité de longueur, 


Donc, si nous y ajoutons toute la distribution précédente, il faut mul- 
 !: 1 B . 
tiplier cette charge par le facteur (+ 3 R) pour avoir la charge to- 


tale de la face positive. 
(*) Dans le cas d’un disque de rayon R placé à égales distances de 


(*) Lorsque nous avons évalué, au $ 209, la distribution totale dans l’espace, il 
aurait peut-ètre été plus exact de prendre. pour la représenter, l'intégrale 


ff? 27(R--1")dr'di. 


. B . , . , , D e 
ce qui donne — KR Pour chaque unité de circonférence comptéce sur l'arète de 


1 
32 
rayon R. On arrive ainsi à la même correction que dans le texte. 

On peut aussi traiter comme il suit le cas du disque. 

Faisons tourner la figure du $ 195 autour d'une perpendiculaire aux plateaux, 
à une distance — R du bord du plateau du milicu. Ce bord décrira donc un cercle 
qui sera le bord du disque. Comme au $ 200, nous partons de l'équation de 


Poisson, qui est, dans ce cas, 


Supposons maintenant que V soit égal à la fonction potenticlle % du $ 195. Cela 
revient à supposer cntre les plateaux unc distribution électrique dont la densité 
de volume p est 

1 (Le 
R—z' 0x 


B 
+ R 

2 f [ 627r(R— 7) dr' dr. 
“0 —æ 


Si R est grand relativement à la distance des platcaux, on verra, en examinant 
les lignes du potentiel de la P[. 47, que ce résultat est sensiblement égal à 


/ 
‘| 





La quantité totale est 


mn + 0% 
J JS. Or dx' dy. 
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deux plans parallèles indéfinis distants l’un de l’autre de B, on trouve, 
pour la capacité du disque, 


R?. à log. 2 l 


(38) ++ R+;B. 





Théorie de l'anneau de garde de Thomson. 


201. Dans certains électromètres de Sir W. Thomson, une grande 
surface plane est maintenue à un certain potentiel; à une distance a 
de cette surface est un disque plan de rayon R, entouré par un grand 
anneau plan percé d'une ouverture circulaire de rayon R', concentrique 
au disque. Cet anneau porte le nom d'anneau de garde: ainsi que le 
disque, il est maintenu au potentiel zéro. 

On peut considérer l'intervalle compris entre le disque et l'anneau 
comme un sillon circulaire de profondeur infinie et de largeur R'—R. 
Nous poserons R'— R — B. 

Alors la charge que prendra le disque sous l'influence du pla- 


teau chargé au potentiel unité sera, en supposant la densité uni- 
R2 


forme, — 44 





c’est-à-dire 
1 
— = TB. 
8 . 
Et la distribution superficielle totale est, en ÿ comprenant les deux faces du 


‘disque, 


«0 
R 
= - f CET LE 2 
0 
R?7 B ; L \ 
ET — R log,2 + = (lo, —3F+ ‘) 


Si donc la distribution qui existe dans le volume compris entre les plateaux est 
supposée condensée sur le disque, et si la différence des potentiels des plateaux 


ct du disque est = l'expression de la capacité devient 


R? log,2 
D *? = Rey B— (logs —5r+r)B, 


résultat qui diffère de celui qui est donn* dans le texte d'environ Z' 
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La charge qui existe sur une des faces d’un sillon rectiligne de lar- 
seur B, de longueur 27kR et de profondeur infinie, peut être évaluée 
d’après le nombre des lignes de force qui partent du grand plateau 
et viennent rencontrer cette face du sillon. En se reportant au $ 197 et 
à la note, on voit que cette charge est 


I I , 
> LB 4rb L] 
c'est-à-dire 
I I 
{ RB À — 2 ? 


puisque, dans le cas actuel, D-.1,%:::0, et, par suite, b :: À + x’. 


Mais, puisque le sillon n’est pas rectiligne et que son rayon de 
. de 1 B 
courbure est R, il faut multiplier par le facteur Ci PT }- 


La charge totale du disque est donc 


R? 1 RB /  B: 
(39) a 4x xl Tan) 
0) MUR LES 
4 BA BA A —x 


et la valeur de z/ ne peut èlre supérieure à 


B los, 2 
Te, 


soit environ 0,22B. 

Si B est petit en comparaison de À ou R, cette expression donnera 
une approximation suffisante de la charge du disque pour une difté- 
rence de potentiels égale à l'unité. Le rapport de A à KR peut être 
quelconque, mais il faut que les ravons du grand plateau et de Fan- 
neau de garde excèdent R de plusieurs fois la grandeur de A. 


ExEupLE NI. -— PI. VIT. 


202. Ielmholtz, dans son Mémoire sur le Mouvement discontinu 
des fluides (1), a montré l'application de plusieurs formules, où les 
coordonnées sont exprimées en fonction du potentiel et de sa fonction 
conjuguée. 

Une de ces formules peut être appliquée au cas de la charge d'un 


ee 


(') Aonigl. Akad. der Wissenschaften, Berlin, 23 avril 1868. 
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Lignes de force entre deux plaques. 
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plateau de grandeur finie, placé parallèlement à une surface plane 
infinie, reliée à la terre. 
Puisque 
T1 A9, Yi AY, 
et aussi 
Ti= Ae?cosd, y,=-: Ae? sind 


sont des fonctions conjuguées de © et de #, les fonctions formées en 
additionnant x, et z;, ÿ. et y, seront aussi conjuguées. Donc 


x — A+ Ae? cosŸ, 
J == Ag + Ae?sinY 


sont des fonctions conjuguées de © et 4, et » et ÿ sont des fonctions 
conjuguées de x et y. 

Supposons que x et y soient des coordonnées rectangulaires, et 
soit #4 le potentiel : alors £e est conjugué de #4, À étant une con- 
stante quelconque. 

Posons 4 — +, alors y — Ar, x — Ayo — et). 

Si © varie de — æ à o, puis de o à + æ , r varie de — æ à — À et 
de — À à --æ. Donc la surface équipotentielle, pour laquelle 4 — +, 
est un plan parallèle à x, situé à une distance b — rA de l’origine, et 
s'étendant de —œ à r — — A. 

Considérons la partie de ce plan qui s'étend depuis 


æ——(A a) jusquà x —— A, 
et de 
3=0 jusqu'à 3 — c, 


et supposons que sa distance au plan des 3 soit y — b — 4r et que 
son potentiel soit V — #4 — Ar. 

La charge électrique de la partie de plan considérée s'obtient en 
déterminant les valeurs de © à ses extrémités. Nous avons donc à tirer 
® de l’équation 

æ=—(AÀ—+a)=A(o—e?); 


& aura une valeur négative +, et une valeur positive w,, et sur le bord 
du plan, où x = — À, o — 0. 
Donc la charge sur un des côtés est 


et sur l’autre 
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Ces deux charges sont positives, et leur somme est 


CK(pa— 1) 
4T 


Si nous supposons que & soit grand relativement à À, 


T1+ 
a _T_+e A .… 
P——xA—ITe , 
, 
— a ] a ‘ 
a= lg[T +l—-— o8 (7 + I-r ….)]: 


Si nous négligeons les termes exponentiels de +,, nous trouvons que 
si, sur la surface négative, la densité était uniformément égale à ce 
qu'elle est à une certaine distance des bords du plan, la charge de 
cette surface serait inférieure à ce qu’elle est en réalité, d’une quan- 


b , ” 
tité égale à la charge d’une bande de largeur = chargée à cette densité 


uniforme. 
La capacité totale de la partie du plan considérée est 


Ce 
C — Fri (ga — 1). 

La charge totale est CV, et l'attraction vers le plan indéfini, qui a 
pour équation y — o et-pour potentiel ÿ — o, est 





a 
— a 
.…. 0G ac A 7 
TN No: TT ane TT 
À °A 
NV: … bd b? a . à 


Les lignes équipotentielles et les lignes de force sont figurées à la 
PI. II. 


ExEMPLE VIII. — Théorie d'un grillage de fils parallèles (P{. 4II1). 


203. Dans plusieurs instruments électriques, on emploie un grillage 
de fils métalliques parallèles, pour empècher certaines parties de l'ap- 
pareil d’être électrisées par induction. Nous savons que, quand un 
conducteur est entièrement entouré par un vase métallique au mème 
potentiel que lui-même, il ne peut être soumis à l'induction d’aucun 
corps électrisé extérieur au vase; mais on ne peut voir le conduc- 
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teur, s’il est entièrement entouré de métal, et c’est pourquoi on laisse, 
dans certains cas, une ouverture que l’on couvre d’un grillage de fils 
métalliques fins. Examinons quel effet produit ce grillage pour dimi- 
nuer l'induction électrique. Nous supposerons le grillage formé d'une 
série de fils parallèles, situés dans un mème plan, à intervalles égaux, 
le diamètre des fils étant petit relativement à leur écartement, et, au 
contraire, la distance au grillage des corps électrisés d’une part, du 
conducteur protégé d'autre part, étant considérable relativement à 
l’écartement des fils. 


204. À la distance 7’ de l'axe d’un fil rectiligne de longueur indé- 
finie, chargé d'une quantité d'électricité À par unité de longueur, le 
potentiel est 


(1) V——2Àlogr'-..0C. 


Nous pouvons exprimer ce potentiel au moyen de coordonnées po- 
laires, dont l'axe est à une distance du fil égale à l'unité. Nous devons 
faire, dans ce cas, 


(2) r°—r—2rcos8 — 1, 


et, si nous supposons que l’axe lui-mème soit aussi chargé d'électricité 
à la densité linéaire À’, nous trouvons 


(3) V=—Àlog(r— 2rcos0-:- 7?) — 2X'logr + C. 


Si maintenant nous faisons 
(4) r = € ’ 0 --- ——, 


d’après la théorie des fonctions conjuguées, 


( 272 2KT HS Ir . 
(5)  V-:--) lou (: —e “cos no ie “ ) — al loge“ :i-C, 
où r et 7 sont des coordonnées rectangulaires. Et telle sera la valeur 
du potentiel dù à une série infinie des fils métalliques fins, parallèles 
à l’axe des 3 situés dans le plan des æ3, et passant par des points de 
l'axe des x, pour lesquels x est un multiple de a. 
Chacun de ces fils est chargé à la densité linéaire à. 


Le terme où paraît À’ représente une charge produisant, dans la di- 
# 


rection des y, une force constante ——. 


La forme des surfaces équipôtentielles et des lignes de force est 
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donnée à la PI. ÆJIT, pour }'— 0. Près des fils, les surfaces équipo- 
tentielles sont presque cylindriques : nous pouvons donc regarder la 
solution comme approximativement vraie, quand les fils sont des cy- 
lindres ayant un diamètre fini, mais petit relativement à leur inter- 
valle. 

À une certaine distance des fils, les surfaces équipotentielles pren- 
nent des formes de plus en plus voisines des plans parallèles au plan 
du grillage. 

Si dans l'équation nous faisons y — b,, quantité considérable rela- 
Livement à a, nous trouvons approximativement 


tb 
ts * LS - 
lin )+C. 





(6) Vi=— 


Si maintenant nous faisons y —— b,, où b, est une quantité positive 
très grande relativement à @, nous trouvons, approximativement. 


(5) Vo 2= 47°: h'=-C. 


Si c est le rayon des fils du grillage, c étant petit relativement à 4, 
nous pouvons trouver le potentiel du grillage lui-même, en supposant 
que la surface du fil coïncide avec la surface équipotentielle qui coupe 
le plan des æs à une distance c de l’axe des 5. Pour trouver le poten- 
tiel du grillage, nous faisons donc r — c et y — 0, d'où 





(8) V2) 1logasin e + C. 


205. Nous avons maintenant obtenu des expressions qui représen- 
tent l’état électrique d’un système formé d'un grillage de fils dont 
le diamètre est petit relativement à leur écartement, et de deux sur- 
faces planes conductrices situées de part et d'autre du grillage, à des 
distances considérables relativement à l’'écartement des fils. 

La densité superficielle 3, sur le premier plan se tire de l'équa- 


tion (6), 


(9) A1T71 = = — | (À _—:— Mi: 


(10) 1772 — = 2: | ?. 
Si maintenant nous posons 


a . RC 
(11) 2=— À loge(asin ) 


THÉORIE D'UN GRILLAGE DE FILS PARALLÈLES. 369 


et si nous éliminons À et }’ entre les équations (6), (3),(8),(9),(r10), 
nous trouvons 


b b r b Le De 
(12) TOURS )=Vi(re 2) Vi x 
(13) és ( bb. 2) Vi (: 2) VV 


Si les fils sont infiniment fins, + devient infini, et les termes où il 
figure en dénominateur disparaissent, de sorte que le cas se ramène 
à celui de deux plans en présence, sans grillage interposé. 

Si le grillage est en communication métallique avec l’un des plans, 
soit avec le premier, V :-= V,, et le second membre de l'équation en s 
se réduit à V,- -V,. Donc la densité o,, qui est induite sur le premier 
plan quand le yrillage est interposé, est à la densité qui aurait été in- 
duite en l'absence du grillage, le second plan étant dans les deux cas 
__Dibs 
2(O1-- 02) 

Nous serions arrivés à la mème valeur de l'effet produit par le 
grillage pour diminuer l'influence électrique de la première surface 
sur la seconde, si nous avions relié le grillage à cette seconde surface. 
Cela est évident, puisque b, et b, figurent de la même manière dans 
l'expression. C’est aussi une conséquence directe du théorème dé- 
montré au $ 88. 

L'induction d’un des plans électrisés sur l’autre à travers le grillage 
est la mème que si, le grillage étant enlevé, la distance des plans était 
D; D. 


maintenu au même potentiel, comme : est à 1 + 





portée de b,-- bs à D, + b; + 


Si les deux plans sont maintenus au potentiel zéro et que le grillage 
soit porté à un potentiel donné, la charge du grillage est à la charge 
que prendrait une surface plane de même aire comme D, 0, est à 
b,b:-- 2(b,-+ b:). 

Ces résultats ne sont approchés que si D, et b, sont grands relative- 
ment à «, et si x est grand relativement à c. La quantité x est une lon- 
“ueur qui peut avoir une grandeur quelconque. Elle devient infinie 
quand c décroît indéfiniment. 

Si nous supposons € — À a, il n’y aura plus d'ouvertures entre les 
ils du grillage, et, par suite, pas d’induction à travers. Nous devons 
donc avoir, dans ce cas, 2 := 0. Or la formule (11) donne 


a 
A — —- - loge = — 0,11. 


27 


ce qui est évidemment faux, car, en aucun cas, un grillage ne pour- 
Tr. d'Electr. et de Magn., 1. 24 
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rait changer le signe de l'induction. Mais il est facile d'atteindre un 
degré d'approximation plus élevé, dans le cas d'un grillage à fils cy- 
lindriques. Je n'indiquerai que la marche à suivre pour arriver à ce 
résultaL. 


Méthode d'approximation. 


206. Puisque les fils sont cylindriques et que sur chacun d’eux la 
distribution est symétrique par rapport à un diamètre parallèle aux à, 
le véritable développement du potentiel est de la forme 


(14) V= Glogr + EC;ri cost, 


où r est la distance d'un des fils à l'axe, et 0 l'angle de r avec 3. 
Puisque le fil est un conducteur, V doit être constant quand on fait 7 
égal au rayon. Donc les coefficients de tous les cosinus multiples de 6 
doivent s’annuler. 

Pour abréger, prenons de nouvelles coordonnées £, r,. ..., telles 
que 


(15) af=2r2, ar =2T), ap=aorr, añ—=o2rb, ..…, 
et soit 
(16) Fg = log(ent8 + e- M+f} — 2 cost). 


Si nous faisons 


(17) V= AFF _.— À: dr = A» _—. ji 


nous pourrons, endonnant des valeurs convenables aux coefficients À. 
exprimer tout potentiel qui est fonction de 7, et de cos ë, et qui ue de- 
vient infini que pour x, + 5 =-0 et COS £ = 1. 

Si 8 — o, le développement de F en fonction de x et 6 est 


(18) F,==2log5-:-Lptcos20 - 1, p*cos40 - ..... 
l'our des valeurs finies de $, le développement de F est 


| une 0 6 
(9) Fg=3-ralog(i—e-#)= 4 $ cos TT ARE 





Dans le cas d'un grillage et de deux plans conducteurs dont les équa- 
tions sont 7, = 4, etr:=— 8, l'équation du plan du grillage étant 
:=0, il v a deux séries infinies d'images du grillage. La première 
série le comprend lui-même avec une série infinie d'imases situces 
de part et d'autre de lui, toutes égales et semblablement électrisées. 
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Les axes de ces cylindres imaginaires sont dans des plans dont les 
équations sont de la forme 


(20) r <= 2n(8;1-. 2), 


n étant un nombre entier. 

La seconde série consiste en une série infinie d'images pour lesquelles 
les coefficients As, À, À:,... sont égaux et de signes contraires aux 
mèmes quantités pour le grillage même, tandis que A;,A:,... sont 
égaux et de mème signe. Les axes de ces images sont dans des plans 
dont les équations sont de la forme 


(21) n = 28: + am(8 + Ba), 


m étant un nombre entier. 

Le potentiel dû à une série finie d'images de ce genre varie suivant 
que le nombre des images est pair ou impair. Donc le potentiel dû à 
une série infinie est indéterminé ; mais, si nous v ajoutons la fonction 
Br, + C, les conditions du problème suffisent pour déterminer la 
distribution électrique. 

Nous pouvons, en premier lieu, déterminer les potentiels V, et V, 
des deux plans conducteurs, en fonction des coefficients A,, A, ... 
et de B et C. ensuite les densités o, et s, en un point quelconque de 
ces plans. Les valeurs moyennes de o, et o, sont données par les équa- 
tions 


27 2T 
(22) IT T1 — Te (Ao—B}), 479: — _ (Ao--B). 


Ensuite, nous devons développer les potentiels dus au grillage lui- 
mème et à toutes les images en fonction de p et des cosinus des arcs 
multiples de 9, et ajouter au résultat Bp cos0 + C. 

Alors les termes indépendants de 6 donnent le potentiel V du 
urillage, et le coefficient de chaque cosinus d'arc multiple de 0, étant 
égalé à zéro, fournit une équation entre les coefficients indéterminés. 

De la sorte, on peut trouver assez d'équations pour éliminer tous les 
coefficients, et laisser encore deux équations pour déterminer 0, et o, 
en fonction de V,, V, et V. 

Ces équations seront de la forme 


Ü Vai—V = iraibi+ a — 7) + {raz 7), ° 
(23) 
(l Va— V = 4nsi(2— ÿ)+ 452 a — +). 


La quantité d'électricité induite sur le plan protégé par le grillage, 
tandis qu'il existe avec l’autre plan une différence de potentiel donnée, 
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est la mème que si les plateaux étaient à la distance 


À  ————  —— -" 3 


au lieu de b, + ba. 
Les valeurs de « et ÿ sont à peu près les suivantes : 





| a lo a 5 rc! 
a = -— — - — _———..— —— 
(ai) 2T 8 inc 3 19a*+ r'c! 
24 ( 
+ 2e rte f+e “+ —— 
ya ls 
(23 , 3rac? e «4 e a 
2) A -————- ——— ——————— — ——————  -—- 
) * 3at+ r'c? _;r/ ns 
1l—e a 1 — € «a 
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CHAPITRE XIIT. 


INSTRUMENTS ÉLECTROSTATIQUES. 


Instruments électrostatiques. 


Les instruments que nous avons à considérer pour le moment peu- 
vent être classés comme il suit : 

1° Machines électriques, servant à produire ou à accroître l'élec- 
trisation ; 

2° Multiplicateurs, servant à accroître l’électrisation dans un rap- 
port donné; 

3 Électromètres, servant à mesurer les potentiels et les charges élec- 
triques ; 

4° Accumulateurs, servant à fixer des charges électriques considé- 
rables. 


Machines électriques. 


207. Dans la machine ordinaire, un plateau ou un cylindre de verre 
tourne en frottant contre une surface de cuir, sur laquelle on a étalé 
un amalgame de zinc et de mercure. La surface du verre s’électrise 
positivement, celle du frotteur négativement. En s’éloignant de l’élec- 
tricité négative du frotteur, la surface électrisée du verre prend un 
potentiel positif élevé. Elle arrive alors en face d’une série de pointes 
métalliques aiguës reliées au conducteur de la machine. L'électricité 
positive du verre induit sur les pointes une électrisation négative 
d'autant plus intense que les pointes sont plus aiguës et plus rappro- 
chées du verre. 

Lorsque la machine fonctionne bien, il y a une décharge à travers 
l'air entre le verre et les pointes, et le verre perd une partie de sa 
charge positive qui passe aux pointes, et ainsi au conducteur prin- 
cipal de la machine, lequel est isolé, et de là à tout autre corps mis 
en communication électrique avec ce conducteur. 

La partie du verre qui avance vers le frotteur a ainsi une charge 
positive plus faible que la charge qui s'éloigne du frotteur à ce même 
moment; et, par suile, les frotteurs et les conducteurs qui lui sont 
reliés s'électrisent négativement. 
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La surface de verre fortement positive qui s'éloigne du frotteur est 
attirée par la charge négative du frotteur avec plus d'énergie que la 
surface en partie déchargée qui approche. Les forces électriques agis- 
sent donc comme résistances aux forces employées à tourner la ma- 
chine. Le travail dépensé à tourner cette machine est donc plus grand 
que le travail dépensé pour vaincre le frottement et les autres résis- 
tances ordinaires; l'excès de ce travail sert à produire un état d’élec- 
trisation dont l'énergie est équivalente à cet excès. 

Le travail dépensé à vaincre le frottement se transforme immédia- 
tement en chaleur dans les corps frottés. L'énergie électrique peut 
aussi se transformer en énergie mécanique ou en chaleur. 

Si la machine ne produit pas d'énergie mécanique, toute l'énergie 
se transforme en chaleur, et la seule différence entre la chaleur due au 
frottement et celle qui est due à l’action électrique est que la pre- 
mière se produit sur les surfaces frottantes et que la seconde peut 
ètre produite dans des conducteurs éloignés (1). 

Nous avons vu que la charge électrique de la surface de verre est 
attirée par le frotteur. Si cette attraction devenait suffisamment in- 
tense, il y aurait décharge entre le verre et le frotteur, et non entre 
le verre et les pointes du collecteur. Pour empêcher qu'il n’en soit 
ainsi, on attache au frotteur des secteurs de soie qui s’électrisent né- 
galivement et se collent au verre, diminuant ainsi son potentiel aux 
environs du frotteur. 

Le potentiel augmente donc d’une manière plus graduelle, quand 
le verre s'éloigne du frotteur, et, par suite, il ÿ a en chaque point 
une attraction moindre de la charge du verre au frotteur ; donc moindre 
danger d’une décharge directe au frotteur. 

Dans quelques machines la partie mobile est en ébonite au lieu de 
verre, et les frotteurs en bois ou en fourrure. Alors c’est le frotteur 
qui est électrisé positivement, et le conducteur principal qui est né- 
gatif. 


L'électrophore de Volta. 


208. L’électrophore consiste en un plateau de résine ou d'ébonite 


(‘) Il est probable que dans bien des cas où l'énergie dynamique se transforme 
en chaleur par le frottement, une partie de l'énergie se transforme d’abord en 
énergic électrique, et ensuite en chaleur, l'énergie électrique se dépensant à en 
tretenir des courants cn court circuit, près des surfaces frottantes. [ Foir Sir W. 
Tuousox, Sur les proprieles electrodynamiques des métaux [ Phil. Trans., 
p. 630; 1856) ]. 
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garni au dos d’un revêlement de métal et en une plaque de métal de 
même grandeur. Un manche isolant peut être vissé au dos de l’un ou 
de l’autre de ces plateaux. Le plateau d'ébonite est traversé par une 
goupille de métal qui fait communiquer son revètement métallique 
avec Île plateau de métal, lorsque les deux plateaux sont en con- 
tact. 

On électrise négativement le plateau d’ébonite en le frottant avec 
de la laine ou une peau de chat; puis on approche le plateau métal- 
lique de l’ébonite, en le tenant par son manche isolant. Il ne passe 
point de décharge directe de l'ébonite au métal; mais le potentiel 
de celui-ci est rendu négatif par induction, et, lorsqu'il est arrivé à 
une certaine distance de la goupille métallique, une étincelle éclate : 
si alors on éloigne le plateau métallique, on lui trouve une charge 
positive qui peut être transmise à un autre conducteur. Le revète- 
ment métallique du plateau d’ébonite a une charge négative égale et 
contraire à celle du plateau métallique. 

Si l'on emploie cet instrument pour charger un condensateur ou un 
accumulateur, un des plateaux est placé sur un conducteur commu- 
niquant à la terre; l'autre plateau est alors appliqué sur le premier, 
puis sur l’électrode du condensateur, de nouveau sur le premier pla- 
teau et ainsi de suite. Si c’est le plateau d’ébonite qui est fixe, le con- 
densateur est chargé positivement; si c’est le plateau métallique, le 
condensateur est chargé négativement. 

Le travail effectué par la main, qui sépare les plateaux, est tou- 
jours plus grand que le travail de l'attraction électrique pendant 
que les plateaux s’approchent : l'opération qui consiste à charger le 
condensateur comporte donc une dépense de travail. Une partie de 
ce travail se retrouve dans l'énergie du condensateur chargé; une 
autre, dans la chaleur et le bruit de l’étincelle ; le reste est employé à 
vaincre les autres résistances qui s'opposent au mouvement. 


Des machines qui produisent de l'électricité au moyen de travail 
mécanique. 


209. Dans les machines électriques à frottement ordinaires, on dé- 
pense bien plus de travail à vaincre le frottement qu’à augmenter la 
charge. Aussi toute disposition dans laquelle l’électrisation est produite 
uniquement en dépensant du travail mécanique contre les forces élec- 
triques aura, sinon une valeur pratique, du moins une grande impor- 
tance scientifique. La première machine de ce genre paraît avoir été le 
duplicateur tournant de Nicholson, qui est décrit dans les Phclosophical 
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Ensuite le véhicule entre dans l’inducteur C que nous supposerons 
chargé négativement. Pendant qu'il s’y trouve, C est mis à la terre et 
prend, par suite, une charge positive qu'il emporte et cède au récep- 
teur D, et ainsi de suite. 

De cette manière, si le potentiel des inducteurs reste toujours con- 
stant, les récepteurs B et D recoivent à chaque révolution du véhicule 
des charges successives égales; chaque révolution augmente done 
d'une quantité égale la charge des récepteurs. 

Mais, si l'on met en communication l’inducteur A et le récepteur D, 
l'inducteur GC et le récepteur B, les potentiels des inducteurs croissent 
constamment, et la quantité d'électricité cédée aux récepteurs à chaque 
révolution croît constamment. 

Soient, par exemple, U le potentiel de A et D, V celui de B et C; le 
potentiel du véhicule est zéro quand il est à l’intérieur de À, puisqu'il 
communique à la terre; sa charge est donc 5 =— QU. Le véhicule 
entre dans B avec cette charge, et la lui cède. Si B est la capacité de B 


. , y Q 
et C, leur potentiel passera de V à V —- B U. 


Si, en mème temps, l’autre véhicule a porté une charge — Q'V de 

. d , 
de C en D, le potentiel de À et D passera de U à U — |: V, Q’ étant 
le coefficient d'induction entre le véhicule et C, et A la capacité de A 


et D. Si done LU, et V, sont les potentiels des deux inducteurs après 
n demi-révolutions, L,+, et V,,, leurs potentiels après #2 --1 demi- 





révolutions, 
Us T7 U, ° ; Vas 
| Q 
Var — \h : B U,. 
.. (8) O 
Si nous posons B = p? et \ :q?, nous trouvons 


Pneu QVasi --pUn--qVn)U -pq) = (PUo  gVo)(---pgr'i. 
PUn-i- GVnr = (PU —qVh)Q--pq) :(PÜ—gVo)(i--pqr't. 


d'où 
Un Uolti—pgr-- (1. pg"]+ 2 Velo -pg— tu - pq 1. 
d ? . 
Va li pq} -G=pq}]i VMli--pqr-(i+ pq]. 


Un voit par ces équations que la quantité pU -+ qV décroit con- 
slamment, et, par suite, quel que soit l'état d'électrisation initial, les 
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récepteurs finissent par avoir des charges opposées telles que les po- 
tentiels de À et B soient dans le rapport de p à — gq. 

D'autre part, la quantité pÜ — 4 V croît constamment; par suite, 
si faible que soit à l'origine la quantité dont pU est supérieur ou infé- 
rieur à g V, cette différence croit en progression géométrique à chaque 
révolution jusqu'à ce que la force électromotrice devienne assez grande 
pour triompher de l'isolement de l'appareil. 

On peut employer à divers usages des instruments de cette nature : 

A fournir en abondance de l'électricité à un haut potentiel; c'est ce 
que faisait la grande machine de M. Varley; 

A régler la charge d’un condensateur; c’est le cas dans l'électro- 
mètre de Thomson, dont la charge peut ètre augmentée ou diminuée 
en quelques tours d’une très petite machine de ce genre, que l'on 
appelle pour cette raison le Æeplenisher : 

A multiplier de petites différences de potentiel. Les inducteurs 
peuvent être chargés d'abord à un potentiel extrêmement faible, celui, 
par exemple, d'un couple thermo-électrique; ensuite, en tournant la 
machine, on multiplie cette différence de potentiels d’une manière 
continue, jusqu’à ce qu'elle puisse ètre mesurée avec un électromètre 
ordinaire. Si l’on a déterminé par expérience dans quel rapport 
croit cette différence à chaque tour de la machine, la force électro- 
motrice primitive qui a chargè les inducteurs peut se déduire du 
nombre de tours faits et de l’électrisation finale. 

Dans la plupart de ces instruments, les véhicules tournent autour 
d'un axe, et viennent ainsi se placer dans la position convenable. Les 
communications s’élablissent par le moyen de ressorts placés de façon 
à toucher les véhicules au moment voulu. 


211. Mais Sir W. Thomson (!) a construit une machine destinée à 
multiplier les charges électriques, dans laquelle les véhicules sont des 
gouttes tombant de l'intérieur de linducteur dans un récepteur isolé. 
Le récepteur recoit ainsi uu afflux continu d'électricité de signe con- 
traire à celle de l'inducteur. Si l'inducteur est électrisé positivement, 
le récepteur recoit une charge constamment croissante d'électricité 
négative. 

L'eau s'échappe du récepteur par un entonnoir dont le bec est 
presque entièrement entouré par le métal du récepteur. Les souttes 
tombent donc de ce bec, presque entièrement déchargées d'électricité. 
Un autre inducteur et un autre récepteur de construction semblable 


——— 


(') Proc. A. S., 20 juin 186. 
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sont disposés de façon que l'inducteur d'un système soit relié au ré- 
cepteur de l'autre. La charge des récepteurs cesse alors d'augmenter 
d'une façon constante, mais croît en progression géométrique avec le 
temps; les charges des deux récepteurs sont de signes contraires. Les 
charges continuent ainsi de croître, jusqu’à ce que, pendant leur chute, 
les gouttes soient assez écartées de leur direction par l’action élec- 
trique, pour tomber en dehors du récepteur, ou même aller frapper 
l'inducteur. 

Dans cet instrument, l'énergie de la charge est empruntée à l'éner- 
uie des gouttes qui tombent. 


212. Diverses autres machines ont été construites, dans lesquelles 
on fait usage du principe de l'induction électrique. La plus remar- 
quable d'entre elles est la machine de Holtz, où le véhicule est 
un plateau de verre verni à la gomme laque, et où les inducteurs 
sont des morceaux de carton. On empêche les étincelles de passer 
entre les parties de l'appareil, en plaçant deux plateaux de verre de 
part et d'autre du plateau tournant qui constitue le véhicule. Cette 
machine est très puissante, et fort peu sensible à l’état de l’atmo- 
sphère. Le principe est le mème que celui du duplicateur tour- 
nant et des autres instruments déduits de cette même idée; mais, 
comme le véhicule est un plateau isolant, et les inducteurs des con- 
ducteurs imparfaits, l'explication complète du jeu de la machine 
est plus difficile que dans le cas où les véhicules sont des corps 
conducteurs qui se chargent et se déchargent en des points déter- 
minés. 


213. Dans les machines électriques, précédemment décrites, il se 
produit des étincelles toutes les fois que le véhicule vient en contact 
avec un conducteur qui est à un potentiel différent du sien ( /ig. 18). 

Or nous avons montré que, toutes les fois qu’il en est ainsi, ilya 
perte d'énergie; par suite tout le travail employé à tourner la machine 
n'est pas transformé en électricité sous forme utile, mais une partie se 
dépense à produire la chaleur et le bruit des étincelles électriques. 

Aussi ma-t-il paru désirable de faire voir comment on pourrait 
construire une machine électrique exempte de cette perte dans son 
rendement. Je ne la présente pas comme forme pratique de machine; 
Je veux seulement montrer comment, pour éviter les pertes de tra- 
vail, on pourrait appliquer aux machines électriques ce que l'on 
appelle un régénérateur dans les machines thermiques. 

Dans la figure, À, B, C, A’, B', C’ représentent des conducteurs 
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creux, fixes, disposés de façon que le véhicule P passe successive- 
ment à l'intérieur de chacun d'eux. De ces conducteurs A, A' et 
B, B’ entourent presque complètement le véhicule, lorsqu'il est au 
milieu de son passage; G, C’ ne le recouvrent pas autant. 

Nous supposerons que À, B, GC soient reliés à une bouteille de 
Leyde de grande capacité au potentiel V, et que A'B'C' soient reliés 
à une autre bouteille au potentiel -- V’. 

P est un des véhicules, qui tourne de À vers C', etc., et dans sa 
course, touche des ressorts reliés, «a et «'’ respectivement à A et À’, 
el e et e’ à la terre. 

Supposons que, quand le véhicule P est au milieu de A, le coeffi- 
cient d'induction entre P et À soit — A. 

Dans cette position, la capacité de P est plus grande que À, puis- 


Fig. 18. 
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qu'il n’est pas complètement entouré par le récepteur A. Soit A =- a 
cetle capacité. 

Alors, si U est le potentiel de P, et V celui de À, la charge de P est 
(A+a)C — AV. 

Mettons P en contact avec le ressort a, pendant qu'il est au milieu 
de A; le potentiel de P sera V comme celui de A, sa charge sera 
donc «a V. 

Si maintenant P quitte le ressort a, il emporte la charge a V. 
Quand P quitte À, son potentiel diminue, et diminue encore davan- 
tage lorsque le véhicule est soumis à l'influence de l'inducteur C’ 
chargé négativement. 

Si, quand P entre dans C, le coefficient d’induction sur C'est — €, 
el sa capacité CG’ :- c”, et si U est le potentiel de P, la charge de P est 


(C'—+—c')Ü--C'V'- av, 
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c'V'= a; 


en ce point le potentiel de L se réduit à zéro. 

Supposons qu'en ce point P entre en contact avec le ressort c’ qui 
est relié à la terre. Puisque le potentiel de P est égal à celui du res- 
sort, 1] n°y aura pas d’étincelle au moment du contact. 

Ce conducteur C’ qui permet de mettre le véhicule à la terre, sans 
qu'il y ait d'étincelle, correspond à la disposition appelée régénéra- 
teur dans les machines thermiques. Nous l’appellerons donc un ré- 
sénéraleur. 

Supposons que P continue de se mouvoir et reste en contact avec 
le ressort e”, jusqu'à ce qu'il arrive au milieu de l'inducteur B, dont 
le potentiel est V. Si — B est le coefficient d’induction entre P et B 
en ce point, comme d'ailleurs U -: : 0, la charge de P est — BV. 

Quand P quitte le ressort de terre, il emporte cette charge avec lui. 
Pendant qu'il marche de l'inducteur positif B vers le récepteur né- 
æatif À’, son potentiel est négatif el va croissant, et, s’il gardait la 
charge, son potentiel serait au milieu de A’ 

A'V'+ BV 
__ A'+a' 

et si BV est plus grand que a’ V', sa valeur numérique sera plus grande 
que celle de V’. Donc il existe, avant le milieu de A’, un point où P a le 
potentiel — V’. En ce point, mettons-le en contact avec le ressort a’ du 
récepteur négalif. n° aura pas d'étincelle, puisque les deux corps 
sont au même potentiel. Faisons mouvoir P jusqu'au milieu de A’, tou- 
jours en contact avec le ressort a’, et, par suite, toujours au même 
potentiel que A’: durant ce mouvement, P donne à A’ une charge né- 
“ative. Vu milieu de À”, il quitte le ressort el emporte une charge 
— a'V' vers le régénérateur positif C, où il touche le contact de terre 
e, et où son potentiel se réduit à zéro. Puis il glisse le long de ce 
ressort jusque dans l'inducteur négatif B', prend pendant ce mouxe- 
ment une charge négative B'V", qu'il finit par céder au récepteur po- 
SF À; et le cycle des opérations recommence. 

Pendant ce cvcle, le récepteur positif perd une charge a V et gagne 
une charge B'V". Donc l'accroissement total d'électricité positive est 
B'V'— a. 

De mème l'accroissement total d'électricité négative est 

BV— a V.. 


Si l'on donne aux inducteurs une forme telle qu'ils soient aussi près 
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de la surface du véhicule que le permet la condition de maintenir les 
pièces isolées, on rend B et B’ grands; et si l’on fait les récepteurs de 
façon qu'ils entourent presque entièrement le véhicule quand il est 
dans ces pièces, a et a’ deviennent très petits, et la charge des deux 
bouteilles de Leyde augmente à chaque tour. 

Les conditions que doivent remplir les régénérateurs sont 


C'V'=av et CV- a'V 


el, puisque a et a’ sont très pelits, les régénérateurs n'ont pas besoin 
d’être très grands ou très voisins des véhicules. 


Des électromètres et des électroscopes. 


214. Un électromètre est un instrument au moyen duquel on peut 
mesurer des charges ou des potentiels électriques. On appelle é{ectro- 
scopes les instruments qui peuvent révéler l'existence de charges 
électriques ou de différences de potentiel, mais qui ne sont pas sus- 
ceptibles de fournir des mesures numériques. 

Un électroscope suffisamment sensible peut servir dans les mesures 
électriques, pourvu que nous puissions réduire la mesure à constater 
l'absence d'une charge. Par exemple, si nous avons deux corps élec- 
trisés À et B, nous pouvons employer la méthode décrite au Chapitre I ; 
pour déterminer quel est celui des deux corps qui a la plus forte 
charge, mettons le corps À sur un support isolant, et placons-le ainsi 
dans un vase clos et isolé C. Mettons C à la terre, puis isolons-le de 
nouveau : il n’y aura plus de charge extérieure sur CG. Enlevons main- 
tenant À, et mettons B à l'intérieur de C, puis observons avec l’élec- 
troscope l'état électrique de C. Si la charge de B est égale à celle de 
À ,iln'y a pas d'électrisation;, mais, si elle est plus grande ou plus 
petite, il Y aura une charge de mème espèce que la charge de B, ou 
d'espèce contraire. 

Ces sortes de méthodes, où ce que l’on doit observer, c'est la non- 
existence de quelque phénomène, sont appelées méthodes de réduc- 
tion à séro. Elles n'exigent qu'un instrument susceptible de révéler 
l'existence du phénomène. 

Dans une autre classe d'instruments destinés à enregistrer les phé- 
nomènes, on peut se fier à l'instrument pour donner toujours la même 
indication, quand la quantité à enregistrer prend la même valeur; 
mais les lectures faites sur l'échelle de l'instrument ne sont point pro- 
portionnelles aux valeurs de la quantité, et la relation entre ces lec- 
tures et les valeurs correspondantes de la quantité est inconnue : 
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l'on sait seulement que l'une est une fonction continue de l'autre. A 
celte classe appartiennent plusieurs électromètres fondés sur les ré- 
pulsions qui s’exercent entre les parties de l'instrument qui ont des 
charges semblables. L'usage de ces appareils est de prendre note des 
phénomènes, non de les mesurer. Au lieu des valeurs vraies de la 
quantité à mesurer, on obtient une série de nombres qui peuvent 
plus tard servir à déterminer de vraies valeurs, lorsqu'une étude con- 
venable de l'échelle de l'instrument a permis de dresser une Table de 
concordance. 

Dans une classe d'instruments encore plus parfaits, les lectures sont 
proportionnelles aux quantités à mesurer; pour faire une mesure 
complète des quantités, il suffit donc de connaître le coefficient par 
lequel il faut multiplier la lecture faite sur l’échelle pour avoir la 
valeur vraie de la quantité. 

On appelle enstruments absolus ceux qui sont construits de façon 
à renfermer en eux-mêmes tout ce qui est nécessaire pour déterminer 
le, valeurs vraies des quantités. 


Balance de torsion de Coulomb. 


215. Un grand nombre des expériences par lesquelles Coulomb à 
établi les lois fondamentales de l'électricité ont été faites en mesu- 
rant la force qui agit entre deux petites boules électrisées, dont l’une 
est fixe, et dont l’autre se maintient en équilibre sous l'influence de 
deux forces, l'action électrique qui s'exerce entre les deux boules, 
et l'élasticité de torsion d’un fil de verre ou de métal (voir $ 38). 

Une balance de torsion consiste en une tige de gomme laque sus- 
pendue à un fil fin de métal ou de verre, et portant à une de ses e\- 
trémités une petile boule de moelle de sureau, dorée et bien unie. À 
sa partie supérieure, le fil de suspension est fixé à l'axe vertical d'un 
index que l'on peut faire tourner sur un cercle gradué horizontal, de 
facon à tordre l'extrémité supérieure du fil d’un nombre quelconque 
de degrés autour de l'axe de ce fil mème. 

L'ensemble de l'appareil est renfermé dans une cage; une autre 
petite boule est montée sur une tige isolante, de facon que l’on puisse 
la charger, l'introduire dans la cage par un trou, et la placer de ma- 
nière que son centre coïncide avec un point déterminé situé sur Île 
cercle horizontal que décrit la boule suspendue. La position de la 
boule suspendue se détermine au moyen d’un cercle gradué gravé sur 
la cage cylindrique de l’instrument. 

Supposons les deux boules chargées, et la boule suspendue en équi- 
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libre dans une position connue, telle que la tige de torsion fasse un 
angle 0 avec le rayon passant par le centre de la sphère fixe. La dis- 


e ) ’ . 
tance des centres est alors 2 a sin 5? a étant le ravon de la tige de tor- 


sion ; et si F est la force qui agit entre les sphères, le moment de cette 
force par rapport à l'axe de torsion est 


F'a cos-: 
2 


Déchargeons complètement les deux boules, et soit maintenant & 
l'angle que fait la tige de torsion dans sa position d'équilibre avec le 
ravon passant par le centre de la boule fixe. 

L'angle dont la force électrique a fait tourner la tige de torsion 
est 0 — e, et si M est le moment d’élasticité de torsion du fil, nous 
aurons l'équation 


Fa cos” = M(0 —e). 


S1 donc nous pouvons connaître M, nous pouvons déterminer la force 
se — . Ô 
[qui agit entre les sphères à la distance 2a sin . 


Pour trouver le moment de torsion M, soient I le moment d'inertie 
de la tige de torsion, T la durée d’une oscillation double de la tige 
sous l'influence de l’élasticité de torsion : alors 


Dans tous les électromètres, il est de la plus grande importance de 
savoir quelle force on mesure. Or la force qui agit sur la tige suspen- 
due est due en partie à l’action directe de la boule fixe, mais en partie 
aussi à l’électrisation des parois de la cage, si ces parois sont élec- 
trisées. 

Si la cage est en verre, il est impossible de déterminer quelle est 
l'électrisation de sa surface, autrement que par des mesures faites en 
chaque point avec beaucoup de difficultés. Mais si la cage est en 
métal, ou si une cage de métal entourant presque entièrement l’ap- 
pareil est placée comme un écran entre le verre et les boules, l'élec- 
trisation de la surface intérieure de l'écran ne dépendra que de l'élec- 
trisation des boules, et celles-ci seront entièrement soustraites à l'in- 
fluence de lélectrisation du verre. De cette manière on peut éliminer 
toute incertitude due à l’action de la cage. 

Pour donner un exemple dans lequel on puisse calculer tous les 


FA 
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effets, supposons que la cage soit une sphère de rayon b, et que son 
centre coïncide avec le centre du mouvement de la tige de torsion; 
soit à la longueur de cette tige; soient E et E, les charges des deux 
boules, 0 l'angle de leurs positions, a, la distance de la sphère fixe au 
centre, et 7 la distance des deux petites sphères. 

Négligcons pour l'instant leffet de Finduction sur la distribution 
électrique à la surface des petites sphères; la force qui agit entre 
elles sera une répulsion 

EE, 
2? 
el le moment de cette force par rapport à un axe vertical passant par 
le centre sera 
EE, aa; sind | 
73 

L'image de E, due à la surface sphérique de la cage est un point 

b2 


situé sur le même rayon à une distance Z’ el ayant une charge 
L 


+ b , e. e 

— KE, -—; le moment de l'attraction entre P et cette image, par rapport 
di 

à l'axe de suspension, est 





a — sin 
b «t aa; sint 
DS DR l 
EE; , tn ei EE — — ——-" - _ _ 
Le + n pe \ _ 
Li. ab? br? ad; aa? \? 
( a: -» — cos). — b3 ( 1 —2 -, -COS0 — —-" 
\ di a? \ b: b* 


Si b, ravon de la cage sphérique, est grand relativement à a et 7;, 
distances des sphères au centre, on peut négliger le second et le troi- 
sième terme du facteur qui est en dénominateur. Le moment total 
qui tend à faire tourner la tige de torsion peut alors s'écrire 


I : 
EE sin 0 (2 - ce) 2 M0 — 2). 
144 SH FE bi) | : 


\ 


Électromètres pour la mesure des potentiels. 


216. Dans tous les électromètres, la partie mobile est un corps 
chargé d'électricité à un potentiel différent de celui de certains corps 
fixes qui l'entourent. Si, comme dans la méthode de Coulomb, on en- 
ploie un corps isolé avant une certaine charge, c'est la charge qui est 
l'objet direct de la mesure. Nous pouvons toutefois relier par des fils 
fins les boules de l'électromètre de Coulomb à différents conducteur. 

Tr. d'Élect. et de Magn., 1. 29 
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La charge des boules dépendra alors du potentiel de ces conducteurs 
et du potentiel de la cage de l'instrument. La charge de chaque boule 
sera à peu près égale au produit de son rayon par l'excès de son 
potentiel sur celui de la cage, pourvu toutefois que les rayons des 
boules soient petits par rapport à la distance des boules entre elles, 
à la paroi ou à l'ouverture de la cage. 

Mais la disposition de l'appareil de Coulomb n'est pas très bien ap- 
propriée à des mesures de ce genre : en effet, si la différence des po- 
tentiels est faible, la force qui agit entre les boules convenablement 
écartées est très petite. Une forme plus convenable est celle de l’élec- 
tromètre à plateau attiré. C'est Sir W. Snow Harris (!) qui construisit 
les premiers électromètres fondés sur ce principe. Depuis, Sir W. 
Thomson (?) a porté à un haut degré de perfection leur théorie ainsi 
que leur construction. 

Lorsque deux disques à des potentiels différents sont placés l’un en 
face de l’autre à une petite distance, il y a sur les faces en regard une 
distribution à peu près uniforme, et une charge très faible sur le re- 
vers de ces disques, pourvu qu'il n'y ait point dans le voisinage d'autre 
conducteur ou corps électrisé. La charge du disque positif est à peu 
près proportionnelle à sa surface et à la différence de potentiel des 
deux disques et inversement proportionnelle à la distance de ces 
disques. 

Si donc on donne aux disques une grande surface, et si l'on rend 
leur écartement très petit, une différence des potentiels faible pourra 
donner lieu à une force d'attraction mesurable. 

On a donné ($ 202) la théorie mathématique de la distribution 
électrique sur deux disques ainsi disposés; mais, comme il est impos- 
sible de faire la cage de l'appareil assez grande pour que l'on puisse 
supposer les disques isolés dans l’espace infini, il n’est pas facile d'in- 
terpréter numériquement les résultats fournis par l'instrument pris 
sous cette forme. 


217. Un des principaux perfectionnements apportés à cet appareil 
par Sir W. Thomson consiste à avoir ajouté un anneau de garde au 
disque attiré. 

Au lieu de suspendre un des disques tout entier et de déterminer 
la force qui agit sur lui, on sépare du reste la partie centrale de ce 


— ————— —_—_———————_ me 


(') Phil. Trans., 1831. 
(*) Voir un excellent Rapport de Sir W. Tuowsox Sur les électromètres (Heport 
of the British Association, Dundee, 186=). 
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disque et l’on en fait le disque attiré, l'anneau extérieur qui forme 
le reste du disque restant fixe. De [a sorte, on ne mesure la force que 
sur les parties du disque où elle est le plus uniforme, et le défaut 
d’uniformité de la distribution sur les bords n’a plus d'importance, 
puisqu'il porte sur l’anneau de garde, et non sur la partie suspendue 
du disque ( fig. 19). | 

En outre, en reliant l'anneau de garde à une boîte métallique qui 
renferme le revers du disque attiré et tout son système de suspension, 


Fig. 19. 
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on rend impossible l’evistence d’une charge sur le revers du disque, 
puisque ce revers fait alors partie de la surface intérieure d’un con- 
ducteur creux qui est tout entier au même potentiel. 

L'électromètre absolu de Thomson consiste essentiellement en deux 
plateaux parallèles à des potentiels différents; l’un d’eux est fait de 
telle sorte qu'une certaine surface, dont aucun point n'est voisin des 
bords du plateau, est mobile sous l'influence de la force électrique. 
Supposons, pour fixer les idées, que le disque attiré et son anneau de 
sarde soient au-dessus du disque fixe. Celui-ci est toujours horizontal, 
monté sur une tige isolante, et peut recevoir, au moyen d’une vis mi- 
croimétrique, un mouvement vertical mesurable. 

L'anneau de garde est au moins aussi grand que le disque fixe; sa 
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surface infeneurs est évictémest purase ét prairie ai disjuetite. Sur 


au te Lassce ire paille. auquel 


l'anneau de 2arde ét mat 2 
est suspendu un disque mebilets Lier ju: remriut précque evactr- 
ment l'ouverture cireuisire de l'azreas de +. sacs Lutélis frotter 
contre sè> bords. La surface icienisurs di dissie sueçenls doit etre 
exactement plane. ët if faut av.ïr ua mvez de ra suzitre quan en 
plan coïncide aves Le plan A ie snrface iciricire de lacneau de 
arde. dé maniere à n+ fermer avec lui qu'uz seui plan. icters-mpu 
seulement par l'intervalle etrsit qui pare Le isque supeudu 4. 
l'anneau de zard-. 

À cet etfet. on ait sur la vis du Jiszue ic'-rieur jusqu à ce qu'il 
soit en contact avec l'anneau de :ard:. puis on laisse reposer sur lui 
le di-que suspendu. dunt la +urface ini-rieure est aisrs dans le mème 
plan que celle de l'anneau de £ande. La psition du dique mobile. 
par rapport à l'anneau de zar42. est alors d-bnie par un svstème de re- 
pères. Géneralement. Sir W. Thomson empleie à cet usaze un ü} noir 
fixé à la partie mobile. et se mouvant vertical:ment avec elle en re- 
zard de deux points noirs marques sur un fend d'email blanc : on 
observe le fil en mème temp: que cs points. au meven d'une 
lentille plan-convexe. dont le côte plan est tourne vers: Fœil. Si. à tra- 
vers cette lentille. on voit le fil droit et au milieu de l'intervalle des 
deux points noirs, on dit qu'il est dans sa position de visée : cela 
sisnifie que le disque suspendu avec lequel il se meut est dans la po- 
sition voulue. pour ce qui est de la hauteur. On s'assure que le disque 
su-pendu est horizontal. ën comparant les deux parties de l'image 
d'un objet vu par réflexion sur la -urface suj-rieure du disque su-- 
pendu et sur celle de l'anneau de zard-. 

Le fléau de balance est dispose de telle serte qu'un poids connu 
élant placé au milieu du disque suspendu. ce disque est en équilibre 
dans sa position de visée. l'ensemble de l'appareil avant été d'ailleurs 
complètement décharge par la mise en communication métallique de 
toutes ses parties. Une cage métallique est placée sur l'anneau de 
“arde, de facon à renfermer la balanre et le disque -uspendu. tuut en 
laissant des ouvertures suffisantes pour voir les repères. 

L'anneau de :arde, la cage et le disque su-pendu sont en commu- 
nication métallique. mais sont iselés des autres parties de l'appareil. 


L 4 


Supposons maintenant qu'il faille mesurer la différence des poten- 
tiels de deux conducteurs. On relie par des: fils métalliques le deux 
conducteurs, l'un au disque supérieur, l'autre au disque inférieur, on 
enféve le poids du disque suspendu et Fon déplace le disque inférieur 
au moyen de la vis micrométrique jusqu'à ce que Fattraction élec- 
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trique amène le disque suspendu dans sa position de visée. On sait 
alors que l'attraction des disques est égale au poids qui amène le 
disque dans sa position de visée. 

Si W est la valeur numérique du poids, g la force de gravité, la 
force est Wz; et si À est la surface du disque suspendu, D la distance 
des disques et V leur différence de potentiels (!), 


 VsA ee /8xEW 
W & > 3x D? ou V 7 np/ EN. 


—Ù _— _—- — —— — — — —— a ——————— 


(') Désignons par R le rayon du disque suspendu, par R’ celui de l’ouverture 
de l'anneau de garde : la largeur de l’espace annulaire qui sépare le disque de 
l'anneau est 


B--R'—-R. 


Si D est la distance du disque suspendu au grand disque fixe, et V la différence 
de leurs potentiels, d’après l'étude faite au $ 201, la quantité d'électricité ré- 
pandue sur le disque suspendu scra 


RE RT OO RT—R 2 
eV ai 5) 





oûù 
log, 


1 -B ou x°-0,220635(R'--R). 

Si la surface de l'anneau de garde n'est pas exactement dans le plan de la sur- 
face du disque suspendu, supposons que la distance du disque fixe à l'anneau de 
arde soit, non pas D, mais D 3 — D'; il résulte, de l'étude faite au $ 225, qu'il 
+ a sur Îles bords du disque une charge additionnelle due à sa hauteur 3: au-dessus 
de la surface générale de l'anneau de garde. Donc, dans ce cas, la charge totale 
est à peu près 


_ | (D Dj)log 


FREORS RE OR 2 (R--R') 
SD SD D zx D 


47 CR -R) 
D' D | 


et dans l'expression de l'attraction nous devons substituer à A, surface du disque, 
la quantité corrigée 





, . ’ 
seTue me ue nn Lac cran 47 (R-+ R') 
\ sf RE CRE RE) 5 8CR RCD D) log | 


ou 
Rest le rayon du disque suspendu, 
R'  Ilcrayon de l'ouverture de l'anneau de garde, 
D ladistance du disque fixe au disque suspendu, 
D" la distance du disque fixe à l'anneau de garde, 
z 0,220635(R'—R). 


Sizest petit en comparaison de D, nous pourrons négliger le deuxième terme 
el, st D'-- D est petit, le troisième. 
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Si le disque suspendu est circulaire et de rayon R et si le rayon de 
l'ouverture de l'anneau de garde est R, 


! r £gW 
A=?$r(Ri+R1) et V— ne 


218. Il y a toujours une certaine incertitude dans la détermination 
de la lecture du micromètre qui correspond à D — 0; et, comme une 
erreur sur la position du disque devient d'autant plus importante que D 
est plus petit, Sir W. Thomson préfère ramener toutes ces mesures à 
la mesure des différences de force électromotrice V. Ainsi, si V et V’ 
sont deux potentiels, et D et D' les distances correspondantes, 


V—V'=(D— 47 TE. 


Ainsi, pour mesurer la force électromotrice d'une pile, on emploie 
deux électromètres. 

Au moyen d’un condensateur, dont on entretient la charge avec un 
replenisher, si cela est nécessaire, on maintient à un potentiel con- 
stant le plateau inférieur du principal électromètre. On vérifie qu'il 
en est bien ainsi, en reliant le plateau inférieur de l’électromètre 
principal au plateau inférieur d’un électromètre auxiliaire dont le 
disque suspendu est mis à la terre. La distance des plateaux de Pélec- 
tromètre secondaire et la force qui est nécessaire pour amener dans 
la position de visée son disque suspendu sont constantes; si donc nous 
élevons le potentiel du condensateur jusqu’à ce que l'électromètre se- 
condaire soit dans sa position de visée, nous savons qu'à ce moment 
le potentiel du disque inférieur de l'électromètre principal surpasse 
le potentiel de la terre d’une quantité constante que nous pouvons ap- 
peler V. 

Si maintenant nous mettons à la terre le pôle positif de la pile et 
si nous relions son électrode négative au disque suspendu de l'élec- 
tromètre principal, la différence de potentiel des deux disques sera 
V + w, s étant la force électromotrice de la pile. Soit D la lecture du 
micromètre dans ce cas; soit D’ la lecture lorsque le disque suspendu 
est relié à la terre; on a 


e=(D— D Er | 


On peut de la sorte mesurer à l’électromètre une force électromo- 
trice s, en laissant les disques à des distances convenables pour la 
mesure; car, si la distance est trop petite, un petit changement dans la 


e 
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distance absolue produit un grand changement dans la force, puisque 
la force varie en raison inverse du carré de la distance; et une erreur 
sur la distance absolue produit une forte erreur sur le résultat, à 
moins que la distance ne soit très grande comparativement aux valeurs 
extrêmes que peut atteindre l'erreur sur la vis micrométrique. 

L'effet des petites imperfections dans la forme des surfaces des dis- 
ques et de l'intervalle qui les sépare décroît en raison inverse du 
cube ou des puissances plus élevées de la distance ; quelle que soit la 
forme d'une surface régulière dont les aspérités sont tangentes à une 
surface plane, l'effet électrique, à une distance considérable relative- 
ment à la hauteur des aspérités, est le mème que celui d'un plan 
placé à une certaine distance en arrière du plan des sommets des as- 
pérités (voir les $ 197 et 198). 

Au moyen d'une charge auxiliaire, contrôlée par l’électromètre 
auxiliaire, on peut assurer un écartement convenable des disques. 

L'électromètre auxiliaire peut être d’une construction plus simple, 
et ne point comporter le moyen de déterminer les forces d’attraction 
en mesure absolue; il suffit qu’il assure une charge constante. Uu 
pareil électromètre peut être appelé électromètre jauge. 

La méthode qui consiste à employer une charge auxiliaire, outre 
la charge à mesurer, est appelée méthode hétérostatique d'électro- 
métrie, par opposition avec la méthode idiostatique, où tout l'effet 
est produit par la charge à mesurer. 

Dans plusieurs modèles d’électromètres à plateau attiré, le plateau 
attiré est à un bout d'une tige; celle-ci est supportée par un fil de 
platine qui passe par son centre de gravité et est maintenu tendu 
par un ressort. L'autre bout de la tige porte le cheveu que l’on amène 
dans sa position de visée, en faisant varier l'écartement des plateaux 
et en ramenant ainsi la force d'attraction électrique à une valeur con- 
stante. En général, dans ces électromètres, cette force n’est pas déter- 
minée en mesure absolue, mais on saït qu’elle est constante, pourvu 
que l'élasticité de torsion du fil de platine ne change pas. 

L'ensemble de l'appareil est placé à l’intérieur d’une bouteille de 
Levde, dont la surface intérieure est chargée et reliée au disque attiré 
et à l'anneau de garde. L'autre disque, que l’on manœuvre par la vis 
micrométrique, est d’abord mis à la terre, puis relié au conducteur 
dont on doit mesurer le potentiel. La différence des lectures, multi- 
pliée par une constante à déterminer pour chaque électromètre, donne 
le potentiel demandé. 


219. Les électromètres que l’on vient de décrire ne sont pas auto- 
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matiques ; à chaque observation, il faut que l'opérateur fasse le ré- 
glage de la vis micrométrique, ou quelque autre opération. Ils ne 
peuvent donc servir comme appareils enregistreurs, lesquels doivent 
se mettre d'eux-mêmes dans la position voulue. Cette condition est 
remplie dans l’électromètre à quadrants de Thomson. 

Le prinçipe sur lequel est fondé cet instrument peut se résumer 
comme il suit : 

A et B sont deux conducteurs fixes qui peuvent être à des potentiels 
égaux ou non. C est un conducteur mobile, porté à un potentiel élevé 
et placé de façon à être opposé, partie à À, partie à B, le rapport des 
parties changeant quand C se déplace. 

La disposition la plus avantageuse dans ce but consiste à rendre C 
mobile autour d’un axe, et à donner aux surfaces opposées À, B et C 
la forme de surfaces de révolution autour de cet axe. 

De la sorte, la distance de la surface de C aux surfaces opposées A 
et B reste toujours la même, et le mouvement de C dans le sens po- 
sitif ne fait qu’augmenter l'aire opposée à B et diminuer l'aire oppo- 
sée à À. 

S1 les potentiels de A et B sont égaux, aucune force ne poussera C 
de À vers B; mais, si le potentiel de C diffère plus du potentiel de B 
que du potentiel de A, C tendra à se mouvoir de façon à augmenter 
l'aire de sa surface qui est opposée à B. 

Par une disposition d'appareil convenable, on peut rendre cette 
force à peu près constante pour les différentes positions de C com- 
prises entre certaines limites; et, si C est suspendu à un fil de torsion, 
ses déviations seront à peu près proportionnelles à la différence des 
potentiels de À et de B, multipliée par la différence du potentiel de 
C et de la moyenne des potentiels de A et de B. 

Cest maintenu à un potentiel élevé par un condensateur pourvu 
d'un replenisher, et contrôlé par un électromètre jauge; À et B sont 
reliés aux deux conducteurs dont on doit mesurer la différence de po- 
tentiels. Plus le potentiel de C est élevé, plus l'instrument est sen- 
sible. La charge de C étant indépendante de celle que l'on doit me- 
surer, cel instrument se range dans la classe des hétérostatiques. 

Nous pouvons appliquer à cet électromètre la thcorie générale des 
systèmes de conducteurs, donnée aux $ 93 et 197. 

Soient À, B, C les potentiels respectifs des trois conducteurs; à, b, 
c leurs capacités, p le coefficient d’induction entre B et C, q le coef- 
ficient entre À et C, r le coefficient entre A et B. En général, tous ces 
coefficients varieront avec la position de C:; et, si C est disposé 
de facon que les extrémités de À et de B restent éloignées des extré- 
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mités de C, tant que le mouvement de C reste compris entre certaines 
limites, nous pourrons déterminer la forme de ces coefficients. Si 0 
représente la déviation de C de A vers B, la partie de la surface A 
qui est opposée à C diminue quand 0 augmente. Donc, si À est main- 
tenu au potentiel 1, tandis que B et C sont maintenus au potentiel 
zéro, la charge de À deviendra a = a; — %0, où &, et x sont des con- 
stantes, el où a est la capacité de A. Si À et B sont symétriques, la 
capacité de B sera b --— D, + af. 

La capacité de C ne change pas par suite du mouvement; car le 
seul effet du mouvement est d'amener une autre partie de C en face 
de l'intervalle qui est entre À et B. Donc C —C,. 

La quantité d'électricité induite sur C, quand B est porté au po- 
tentiel limité, est p =: p, — 28. 

Le coefficient d'induction entre À et C est q — 40 + 20. 

Le coeflicient d'induction entre À et B n’est pas changé par le mou- 
vement de C et reste r = fo. 

Donc l'énergie électrique du système est 


W=— /!Ata-iB1b-.;:Ctce-- BCp--CAgq + ABr, 
et, Si 6 est le moment de la force qui tend à accroître 6, 


adW 


8: io À, B, G étant supposés constants, 
la db de d d' dr 
14e ET pr 0 ice CC _ pc. CAM ap 


= LAt2- , B'2- . BC --CAz 
ou 


8-.2(A--B)[C— (A + B)]. 


Dans le modèle actuel des électromètres à quadrants de Thomson, 
les conducteurs À et B sont en forme de boite cylindrique, entièrement 
partagie en quatre quadrants (/ig. 20). Ces quadrants sont isolés les 
uns des autres, mais réunis par des fils, de facon que deux quadrants 
opposés soient reliés à À et les deux autres à B. 

Le conducteur C est suspendu de facon à pouvoir tourner autour 
d'un axe vertical : il consiste en deux arcs plats, d’un quadrant, oppo- 
sés l'un à l'autre el réunis par leurs rayons extrêmes. 

Dans la position d'équilibre, ces quadrants doivent être partie dans 
À, et partie dans B, les rayons qui les supportent étant près des mi- 
lieux des quadrants de la boîte creuse, en sorte que les divisions de 
cette boîte et les extrémités et les supports de C soient aussi éloignés 
que possible, 
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Le conducteur C est maintenu constamment à un potentiel élevé, 
par une communication avec l’armature intérieure d’une bouteille de 
Leyde qui forme la cage de l’appareil. À et B sont reliés, le premier à 
la terre, le second au corps dont on doit mesurer le potentiel. 

Si le potentiel de ce corps est zéro et si l'instrument est bien réglé, 
il ne doit point y avoir de force tendant à mouvoir C; mais, si le po- 
tentiel de A est de même signe que celui de C, C tend à se mouvoir 
de A vers B sous l’action d’une force presque uniforme, et le système 
de suspension se tord jusqu’à ce qu'une force égale soil mise en jeu et 





produise l'équilibre. Entre certaines limites, les déviations de C sont 
proportionnelles au produit 


(A—B)[C—1(A +B)]. 


En augmentant le potentiel de C, on peut augmenter le potentiel de 
l'instrument; et, pour de petites valeurs de 4(A + B), les déviations 
sont à peu près proportionnelles à (A — B)C. 


De la mesure du potentiel électrique. 


220. Pour déterminer en mesure absolue de fortes différences de 
potentiel, nous pouvons employer l’électromètre à disque attiré, et 
comparer l'attraction à l'effet d’un poids. Si, en même temps, nou*- 
mesurons avec l’électromètre à quadrants la différence de potentiels 
des mêmes conducteurs, nous déterminerons la valeur absolue de cer- 
tains points de l'échelle de l’électromètre à quadrants, et nous pour- 
rons ainsi déduire la valeur des lectures faites sur l'échelle de l’élec- 
tromètre à quadrants, en fonction du potentiel de la partie suspendue 
et du moment de torsion de l'appareil de torsion. 

Pour déterminer le potentiel de la charge d'un conducteur de di- 
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mensions finies, on peut relier le conducteur à l’une des électrodes 
d’un électromètre, l’autre électrode étant reliée à la terre ou à un corps 
dont le potentiel reste constant. La lecture de l'électromètre donnera le 
potentiel du corps après que sa charge se sera partagée entre lui et la 
partie de l'électromètre avec laquelle il est mis en contact. Si K désigne 
la capacité du conducteur et K’ celle de cette partie de l’électromètre, 
et si V et V’ sont les potentiels de ces deux corps avant leur mise en 
contact, leur potentiel commun, après le contact, sera 

=  KV--K'V' 


4 


OK +K \ 
Le potentiel initial du conducteur était donc 


— K',- 
V=V+ (VV v’). 
K 

Si le conducteur n'est pas grand par rapport à l'électromètre, K' 
sera comparable à K, et, à moins que l’on ne puisse déterminer les 
valeurs de K et K’, le second terme de cette expression aura une va- 
leur incertaine. Toutefois, si, avant d'établir le contact, on peut porter 
l'électrode de l’électromètre à un potentiel très voisin de celui du 
corps, l'incertitude sur les valeurs de K et K’ n'aura que peu d’im- 
portance. 

Si nous connaissons approximativement la valeur du potentiel du 
corps, nous pourrons porter l'électrode à ce potentiel approché au 
moyen d’un replenisher ou de quelque autre façon, et une seconde 
expérience donnera une plus grande approximation. De cette manière 
on peut mesurer le potentiel d’un corps dont la capacité est petite re- 
lativement à celle de l'électromètre. 


Mesurer le potentiel en un point de l'air. 


221. Première méthode. — On place au point donné le centre 
d’une sphère, dont le rayon est petit relativement à la distance des 
conducteurs électrisés. On la relie à la terre par un fil métallique fin, 
puis on l’isole ; on la porte à l’électromètre, et l’on détermine sa charge 
Lotale. 

Alors, si V est le potentiel au point donné et a le rayon de la sphère, 
la charge de la sphère sera 


Q — — Va, 


el, si V' est le potentiel de la sphère mesuré à l'électromètre dans une 
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chambre dont les murs sont reliés à la terre 
Q= Va, 
d'où 
V— V'=o, 

c'est-à-dire que le potentiel de l'air, au point où était placé le centre 
de la sphère, est égal et de signe contraire au potentiel que prend la 
sphère, quand, après avoir été mise à la terre et isolée ensuite, elle 
est apportée dans la chambre. 

Cette méthode a été employée par M. Dellmann, de Creuznach, pour 
mesurer le potentiel à une certaine hauteur au-dessus de la surface 
du sol. 


Deurième méthode. —-- Nous avons supposé que la sphère, placée 
au point donné et reliée d'abord à la terre, était ensuite isolée et 
portée dans une chambre dont les parois, faites de matières conduc- 
trices, étaient au potentiel zéro. 

Supposons maintenant que l'on amène depuis l'électrode de l’élec- 
tromètre jusqu’au point où l'on doit mesurer le potentiel un fil fin 
isolé. Commençons par décharger entièrement la sphère, ce qui peut 
se réaliser en la mettant à l'intérieur d’un vase fait de même métal 
qu'elle qui l'entoure presque complètement, et lui faisant toucher ce 
vase. La sphère ainsi déchargée est apportée au bout du fil et mise en 
contact avec lui. Puisqu’elle n'est pas électrisée, elle est au potentiel 
de l'air en ce point : si le fil de l’électrode est au même potentiel, le 
contact n'aura point d'effet sur lui; mais, s’il est à un potentiel diffé- 
rent, ce potentiel, après le contact avec la sphère, sera plus voisin 
qu'auparavant du potentiel de l'air. Par une série d'opérations de ce 
“enre, où la sphère est alternativement déchargée et mise en contact 
avec l'électrode, le potentiel de l’électrode de l’électromètre s'appro- 
chera constamment de celui de l'air au point donné. 


222. Pour mesurer le potentiel d’un conducteur sans le toucher, on 
peut mesurer le potentiel de l'air en un point voisin du conducteur, 
el calculer celui du conducteur d’après le résultat. S'il ÿ a une cavité 
que le conducteur renferme presque entièrement, le potentiel de Pair 
dans cette cavité est très voisin de celui du conducteur. 

C'est de cette facon que Sir W. Thomson a reconnu que, si deux 
conducteurs creux, l’un de cuivre et l’autre de zinc, sont mis en con- 
tact métallique, le potentiel de l'air dans l’espace que renferme le 
zinc est positif par rapport à celui de l'air dans l’espace que ren- 
ferme le cuivre. 
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Troisième méthode. — Si, par un procédé quelconque, on peut faire 
qu'une série de petits corps se détachent successivement du bout de 
Félectrode, le potentiel de l'électrode tendra vers celui de Pair qui 
l'environne. C'est ce que l'on peut réaliser en faisant écouler goutte à 
soutte, d’un entonnoir ou d'un tuyau relié à électrode, de la grenaille 
de plomb, des limailles métalliques, du sable ou de Peau. Le point 
dont on mesure le potentiel est celui où la veine liquide cesse d'être 
continue et se brise en gouttes séparées. 

Une autre méthode commode consiste à attacher à l'électrode une 
allumette brûlant lentement. Le potentiel devient très vite égal à celui 
de l'air à Fextrémité de la flamme de l'allumette. 11 suffit même d'une 
pointe métallique aiguë pour produire une décharge par le moyen des 
molécules d'air, tant que la différence des potentiels est considérable; 
mais, si l'on veut réduire cette différence à zéro, il faut recourir à 
l'une des méthodes précédentes. 

Si l’on veut seulement connaître le signe de la différence des poten- 
tiels en deux points, et non sa valeur numérique, on peut produire, 
en un des points, un écoulement de gouttes ou de limailles à travers 
un entonnoir communiquant à l’autre point : on recueille ces gouttes 
où limailles dans un vase isolé. Chaque goutte. en tombant, se charge 
d’une certaine quantité d'électricité, dont elle se décharge complète- 
ment dans le vase. Les charges s'accumulent donc constamment dans 
le vase, et, après qu'un nombre suffisant de gouttes sont tombées, on 
peut examiner la charge du vase par les méthodes mèmes les plus 
urossières. Le signe de la charge est positif, si le potentiel de l'enton- 
noir est positif par rapport à celui de l'air qui l'entoure. 


MESURE DE LA DENSITÉ SUPERFICIELLE OU DE LA DISTRIBUTION. 


Théorie du plan d'épreuve. 


distribution à la surface des conducteurs électrisés, il est nécessaire 
de pouvoir mesurer la densité superficielle en différents points d’un 
conducteur. À cet effet, Coulomb empluyait un petit disque de papier 
doré fixé à une tige isvlante de gomme laque. Il appliquait ce disque 
en différents points du conducteur, en le faisant coïncider aussi exac- 
tement que possible avec la surface de ce conducteur. Il lenlevait 
ensuile par sa tige isolante, et mesurait sa charge dans son électro- 


223. l’our vérifier les résultats de la théorie mathématique de la 


métre. 
La surface du disque appliqué sur le conducteur couïncidant presque 
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exactement avec la surface de ce conducteur, il concluait que la den- 
sité superficielle sur la surface extérieure du disque était à peu près 
égale à la densité sur la surface du conducteur en cet endroit, et que 
la charge enlevée sur le disque était à peu près égale à la charge qui 
se trouvait sur une aire prise à la surface du conducteur, et égale à 
l'aire d’une des faces du disque. Le disque, employé de cette façon, 
est appelé plan d’épreuve de Coulomb. 

Comme on a élevé des objections contre l’usage que faisait Coulomb 
de son plan d'épreuve, je ferai quelques remarques sur la théorie de 
cette expérience. 

L'expérience consiste à mettre un petit corps conducteur en contact 
avec la surface du conducteur, au point où l’on veut mesurer la den- 
sité, et à écarter ensuite ce corps pour déterminer sa charge. 

11 nous faut montrer d’abord que la charge du petit corps mis en 
contact avec le conducteur est proportionnelle à la densité superfi- 
cielle qui existait au point de contact, avant que l’on y plaçät le 
petit corps. 

Nous supposerons que toutes les dimensions du petit corps, et en 
particulier celle qui est comptée sur la direction de la normale au 
point de contact, sont très petites relativement aux rayons de cour-- 
bure du conducteur au point de contact. Dès lors, nous pourrons ad- 
mettre que la force résultante à laquelle donnait lieu la charge du 
conducteur supposée immobile ne subit que des variations négli- 
geables dans l'espace occupé par le petit conducteur, et nous pourrons 
traiter la surface du conducteur dans le voisinage du petit corps comme 
une surface plane. 

Or la charge que prend le petit corps, par son contact avec une sur- 
face plane, est proportionnelle à la force résultante normale à cette 
surface, c'est-à-dire à la densité superficielle. Nous déterminerons la 
grandeur de cette charge pour des formes particulières de ce corps. 

Il faut maintenant montrer que, quand on écartera le petit corps, il 
ne passera point d'étincelle entre lui et le conducteur, et que, par 
conséquent, 1l emportera sa charge avec lui. C’est évident, car, lorsque 
les corps sont en contact, leurs potentiels sont les mêmes, et par suite 
la densité est extrêmement faible sur les parties les plus voisines du 
point de contact. Lorsque le petit corps est écarté à une très faible 
distance du conducteur que nous supposerons électrisé positivement, 
la charge, au point le plus voisin du petit corps, n’est plus nulle, mais 
bien positive; mais comme la charge du petit corps est aussi po- 
sitive, lPélectrisation positive est moindre qu'en aucun autre point 
voisin sur la surface. Or le passage d’une étincelle dépend, en gé- 
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néral, de la grandeur de la force résultante, et celle-ci de la densité 
superficielle. Donc, puisque nous supposons que le conducteur n’est 
pas électrisé à un potentiel assez élevé pour décharger de l'électricité 
par tous les points de sa surface, il ne passera point d’étincelle entre 
le petit corps et une partie de la surface où nous avons montré qu'il 


x a une plus faible densité superficielle. 


224. Nous allons maintenant considérer différentes formes du petit 
Corps. - 

Supposons que ce soit une petite hémisphère, disposée de façon à 
toucher le conducteur par le centre de sa face plane. 

Supposons que le conducteur soit une grande sphère et modifions 
la forme de l'hémisphère, de facon que sa surface soit un peu plus 
d'une demi-sphère, et rencontre la surface de la sphère à angle droit. 
Nous nous trouvons alors dans un cas pour lequel nous avons déjà 
obtenu la solution exacte (voër 167). 

Si À et B sont les centres de deux sphères se coupant à angle droit, 
DD' le diamètre du cercle d’intersection et C le centre de ce cercle: 
si V est le potentiel d'un conducteur dont la surface extérieure coïn- 
cide avec celle des deux sphères, la quantité d'électricité qui se trouve 
sur la surface libre de la sphère À est 


1V(AD + BD — AC -- CD — BC), 
et celle qui se trouve sur la surface libre de la sphère B est 
1V(AD + BD -- BC — AD — AC), 
el la charge totale est la somme des deux, soit 
V(AD -. BD— CD) 


Si 2 et 3 sont les rayons des deux sphères, et si x est grand relati- 
vement à 8, la charge de B est à celle de À dans le rapport de 
3 6? I 2 
— fire D +. a 1. 
ÿ a x 


Or, soit 5 la densité superficielle uniforme de A, lorsque B est en- 
levé, la charge de A est 
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ou, si 8 est très pelit en comparaison de 2, la charge de l'hémisphère 
B est égale à trois fois la charge due à la densité © régnant sur une 
aire égale à la base circulaire de l'hémisphère. 

Il résulte du n° 175 que si une petite sphère est amenée au contact 
d'un corps électrisé, puis éloignée de lui, la densité superficielle 
movenne sur cette sphère est à la densité superficielle du corps au 
point de contact comme +? est à 6, ou comme 1,645 est à 1. 


295. La forme la plus convenable pour un plan d'épreuve est celle 
d'un disque circulaire. Nous allons donc montrer comment on peut 
mesurer la charge d’un disque circulaire placé sur une surface tlec- 
trisée. 

À cet effet, nous allons combiner une valeur de la fonction poten- 
tielle, telle qu'une des surfaces équipotentielles ressemble à une pro- 
tubérance circulaire aplatie, et présente la forme générale d'un disque 
posé sur un plan. 

Soit s la densité superficielle sur un plan que nous supposerons être 
celui des zy. 

Le potentiel dù à cette distribution sera 


V—— ire. 


Soient deux disques de rayon «, ayant des charges électriques inva- 
riablement placées, de densité superficielle — 5’ et -: 5’. Placons le 
premier de ces disques sur le plan des y, son centre à l'origine ; et le 
second disque parallèlement au premier à une très petite distance «. 

On peut démontrer, ainsi que nous le verrons dans la théorie du 
magnétisme, que le potentiel de deux disques sur un point quel- 
conque est w9/c, w étant l'angle solide sous-tendu au point considéré 
par le contour de l’un ou l'autre des disques. Donc le potentiel de 
l'ensemble du système sera 


V=— 4735 -- 3 Cu. 


La forme des surfaces équipotentielles et des lignes d'induction est 
donnée sur le côté gauche de la PL. EF, à la fin du Volume IT. 

Tracons la forme de la surface pour laquelle V —o : elle est in- 
diquée par la ligne poiutillée. 

Désignant par 7 la distance d'un point quelconque à l'axe des x, 
lorsque r est beaucoup plus petit que &, et que 3 est pelil, nous trou- 


ons 


CL "2 
D --2R --27T — +-.... 
«a 
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Donc, pour des valeurs de r considérablement inférieures à a, l'équa- 
tion de la surface équipotentielle zéro est 


, , C3. 
O——Jj]R35 + 2RTIC—2NI a: 
ou bien 
s'c 
34 = TT, 
23+ — 
a 


Donc, aux environs de l’axe, la surface équipotentielle est presque 
plate. 

En dehors du disque, où r est plus grand que &, w est nul quand 3 
est nul, de sorte que le plan des xy fait partie de la surface équipo- 
tentielle. 


Pour trouver où se rejoignent ces deux parties de la surface, cher- 
: | 


chons en quel point du plan c — 0. 


Si r est à très peu près égal à à, l’angle solide w devient à très peu 
près une lunule découpée sur la sphère de rayon 1, dont l'angle est 


Là 
arctang -— ;, 
r—a 


en sorte que 


F2 
Ed 


— — 





w — 2arctang 





r—a 
et que 
dv , 29°C 
= ART — —-° 
ds r—a 
Donc, lorsque -—— —- 0, 


ds 


ro — ar © = a+ ©", 
29 us 
approximativement. 

La surface équipotentielle V — o se compose d'une figure en forme 
de disque, de rayon r, et d'épaisseur à peu près uniforme 3,, et de la 
partie du plan infini des ry qui est en dehors de cette figure. 

L'intégrale de surface, prise sur tout le disque, donne sa charge 
d'électricité. On trouve (comme dans la Théorie d'un courant circu- 
laire, 1Ve Partie, n° 704) que c'est 





— 2 + Tor. 
‘Fo—4a 


Sur une surface égale du plan, la charge est rer? : donc la charge 
Tr. d'Élect. et de Magn., 1. 26 
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du disque surpasse celle d’une aire égale prise dans le plan, dans le 


rapport de 


3 8rr . 
1+8- log —— a ff, 


où 3 est Pépaisseur, et r le rayon du disque, et où l'on suppose 3 petit 
relativement à r. 


Des accumulateurs électriques et de la mesure des capacités. 


296. Un accumulateur ou condensateur est un appareil formé de 
deux surfaces conductrices séparées par un milieu diélectrique isolant. 

Une bouteille de Leyde est un accumulateur dont l'armature inté- 
rieure, faite de feuilles d’étain, est séparée de l’armature extérieure 
par le verre de la bouteille. La première bouteille de Leyde était un 
vase de verre renfermant de l’eau qui était séparée par le verre de la 
main qui tenait le vase. 

La surface extérieure d'un conducteur isolé quelconque peut être 
considérée comme une des surfaces d’un accumulateur, dont l’autre 
surface est formée par la terre ou les murs de la chambre où il est 
placé, et où le milieu diélectrique est l'air ambiant. 

La capacité d'un accumulateur a pour mesure la quantité d'élec- 
tricité dont il faut charger la surface intérieure pour établir entre les 
deux surfaces une différence de potentiels égale à l’unité. 

Puisque tout potentiel électrique est la somme d’un certain nombre 
de parties obtenues en divisant chaque élément électrique par sa dis- 
tance à un point, le rapport d’une quantité d'électricité à un poten- 
tiel doit avoir les dimensions d’une ligne; donc la capacité électrosta- 
tique est une quantité linéaire, que nous pouvons évaluer en pieds 
ou en mètres sans ambiguïté. 

Dans les recherches électriques, on emploie les accumulateurs à 
deux usages principaux : à recevoir et à garder de grandes quantités 
d'électricité dans un espace aussi petit que possible ; à mesurer des 
quantités définies d'électricité par le potentiel auquel elles portent 
l'accumulateur. 

Pour garder des charges électriques, on n'a rien imaginé de plus 
parfait que la bouteille de Leyde. La plus grande partie des pertes est 
due à ce.que l'électricité s'écoule d’une armature à l'autre par l’hu- 
midité de la surface de verre non revêtue. Cet inconvénient peut être 
évité très complètement en desséchant artificiellement l'air à l'inté- 
ricur de la bouteille, et en vernissant le verre, là où il est exposé à 
l'atmosphère. 


DES ACCUMULATEURS ÉLECTRIQUES ET DE LA MESURE, ETC. ho3 


Dans les électroscopes de sir W. Thomson, la proportion de perte 
d’un jour à l’autre est très faible, et, de cette perte, je crois que rien 
ne doit être attribué à une conduction directe par l’air ou par le verre 
lorsque le verre est bon; mais qu’elle se produit en entier par conduc- 
tion superficielle sur les différentes tiges isolantes et sur les surfaces 
de verre de l'appareil. 

En fait, le mème électricien a donné une charge à de l'acide sulfu- 
rique renfermé dans un ballon à long col; il a ensuite scellé hermé- 
tiquement le col en le fondant à la lampe, en sorte que cette charge 
se trouvait complètement renfermée dans du verre. Au bout de plu- 
sieurs années, on a constaté que la charge était encore conservée. 

Mais c'est seulement à froid que le verre est isolant à ce point : la 
charge s'échappe aussitôt que le verre est porté à une température 
inférieure à 1002. 

Lorsqu'on désire obtenir une grande capacité sous un petit volume, 
il convient d'employer des accumulateurs dont le diélectrique est du 
caoutchouc en feuilles, du mica, ou du papier imprégné de paraffine. 


227. Pour les accumulateurs de la seconde espèce, destinés à mesu- 
rer des quantités d'électricité, les diélectriques solides ne doivent être 
employés qu'avec de grandes précautions, parce qu'ils possèdent la 
propriété appelée absorption électrique. 

Le seul diélectrique sûr pour de pareils accumulateurs est l'air : 
encore a-t-1l Finconvénient que toute humidité, toute poussière qui 
pénètre dans l'espace étroit compris entre les surfaces opposées, et où 
ne devrail se trouver que de l'air, non seulement altère l'épaisseur de 
la couche d'air, mais encore peut établir une communication entre les 
surfaces opposées, auquel cas l’accumulateur ne tient pas sa charge. 

Pour déterminer, en mesure absolue, c'est-à-dire en mètres ou en 
pieds, la capacité d’un accumulateur, nous devons en connaître d’abord 
la forme et les dimensions, et résoudre ensuite le problème de la dis- 
tribution sur ses surfaces opposées ; ou bien nous devons comparer 
sa capacité à celle d'un accumulateur pour lequel le problème a été 
résolu. 

Comme le problème est très difficile, le mieux est de commencer 
par construire un accumulateur pour la forme duquel nous connais- 
sions la solution. Ainsi, l'on sait que la capacité d’une sphère isolée 
dans un espace illimité a pour mesure le rayon de cette sphère. 

Üne sphère, suspendue dans une chambre, a été employée par 
MM. Kohlrausch et Weber comme étalon absolu, auquel ils compa- 
raient la capacité des autres accumulateurs. 
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Mais la capacité d’une sphère de dimensions modérées est si faible 
comparativement à la capacité des accumulateurs habituellement em- 
ployés, qu’une sphère n'est pas un étalon de mesure bien commode. 

La capacité peut être considérablement accrue si l’on entoure la 
sphère d’une surface sphérique creuse, concentrique, et de rayon un 
peu plus grand. La capacité de la surface intérieure est alors une qua- 
trième proportionnelle à l'épaisseur de la couche d'air et aux rayons 
des deux sphères. 

Sir W. Thomson a employé cette disposition pour avoir un étalon 
de capacité ; mais il y a des difficultés considérables à travailler des 
surfaces exactement sphériques, à les rendre tout à fait concentriques, 
et à mesurer leur distance et leurs rayons avec une précision suffi- 
sante, 

Nous sommes ainsi amenés à préférer comme étalon absolu de capa- 
cité une disposition dans laquelle les faces opposées sont des plans 
parallèles. 

Il est aisé de vérifier si les surfaces sont exactement planes ; leur 
distance peut se mesurer avec une vis micrométrique et peut être 
rendue susceptible d'une variation continue, ce qui est une propriété 
très importante dans un instrument de mesure. 

Il ne reste qu'une difficulté, due à ce fait que les plans sont néces- 
sairement limités, et que la distribution de l'électricité dans le voisi- 
nage des limites des plans n'a pas été calculée rigoureusement. Il est 
vrai que si nous prenons pour surfaces opposées deux disques circu- 
laires égaux, dont le rayon est grand relativement à leur distance, 
nous pouvons traiter les limites de ces disques comme si c'étaient des 
lignes droites et calculer la distribution par la méthode de [elmholtz, 
décrite au n° 202. Mais il y a lieu de remarquer que, dans le cas actuel, 
une partie de l'électricité est distribuée sur le revers de chacun des dis- 
ques, et que l’on a supposé dans le calcul qu’il n'y a point de conduc- 
teurs dans le voisinage, ce qui n’est et ne peut être le cas avec un 
petit instrument. 


228. Nous préférons donc la disposition suivante, due à sir W. 
Thomson, et que l’on peut appeler disposition à anneau de garde : 
grâce à elle, la quantité d'électricité qui est sur un disque isolé peut 
se déterminer exactement en fonction de son potentiel. 


Le condensateur à anneau de garde. 


Bb est un vase cylindrique fait d’une substance conductrice : la 


LE CONDENSATEUR A ANNEAU DE GARDE. hoù 


surface extérieure de sa face supérieure est exactement plane. Cette 
face supérieure est formée de deux parties, un disque À et un large 
anneau BB entourant le disque, et séparé de lui par un très petit in- 
tervalle, juste suffisant pour ne point laisser passer d'étincelles. La 


Fig. 91. 
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surface supérieure du disque est exactement dans le même plan que 
celle de l'anneau de garde. Le disque est porté par des colonnes en 
matière isolante GG ; C est un disque de métal dont la surface infé- 
rieure est exactement plane et parallèle à BB. Le disque C est consi- 
dérablement plus grand que A. Sa distance à À est réglée et mesurée 
au moyen d’une vis micrométrique, qui n’est point représentée sur la 
figure. 

Voici comment on emploie cet accumulateur comme instrument de 
mesure : 

Supposons que C soit au potentiel zéro, et À et Bb au potentiel VX. 
I n'y aura pas de charge sur le revers du disque, puisque le vase est 
presque entièrement clos, et tout entier au même potentiel. II ÿ aura 
une charge très faible sur les bords du disque, puisqu'il est au même 
potentiel que BB. Sur la face du disque, la distribution est sensible- 
ment uniforme; la charge totale du disque sera donc presque exacte- 
ment représentée par son aire multipliée par la densité superficielle 
d'un plan, telle qu'elle à été calculée au n° 124. 

En fait, l'étude faite au n° 201 nous montre que la charge du disque 


est 
v Rte RA RER? 2 
8A 7 BA A2)? 


où R est le rayon du disque, R' celui de l'ouverture de l'anneau de 
garde, À la distance de À à C, et « une quantité qui ne peut être su- 
périeure à 


(R'—R 08e, 
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Si l'intervalle entre l'anneau de garde et le disque est petit compa- 
rativement à la distance de A à C, le second terme est très petit, et la 
charge du disque est, à très peu près, 


Mettons maintenant à la terre le vase BD. La charge du disque A 
ne conservera plus sa distribution uniforme, mais sera la même comme 
quantité, et si maintenant nous déchargeons À, nous obtiendrons une 
quantité d'électricité, dont nous connaïssons la valeur en fonction de 


la différence de potentiels initiale V, et des quantités mesurables R, 
R' et A. 


Comparaison de la capacité des condensateurs. 


229. La forme de condensateur qui se prête le mieux à la détermi- 
nation de la capacité en mesure absolue, d'après la forme et les di- 
mensions des parties de l'instrument, n’est pas, en général, celle qui 
convient le mieux pour les expériences d'électricité. Pour les appa- 
reils destinés à faire couramment des mesures de capacité, il est dési- 
rable de n'avoir que deux surfaces conductrices, dont l'une entoure 
l’autre aussi complètement que possible. Au contraire, l’accumula- 
teur à anneau de garde a trois conducteurs indépendants qui doivent 
être chargés et déchargés dans un certain ordre. Il est donc désirable 
de pouvoir comparer les capacités de deux accumulateurs par une 
méthode électrique, de facon à jauger en quelque sorte des accumu- 
lateurs qui serviront ensuite d’étalons secondaires. 

Je vais d'abord montrer comment on peut vérifier que les capacités 
de deux accumulateurs à anneau de garde sont égales. 

Soient, dans Fun de ces accumulateurs, À le disque, B l'anneau de 
garde et le reste du vase conducteur qui lui est fixé, C le grand pla- 
teau ; soient A’, B’, C' les parties correspondantes de l’autre accumu- 
lateur. 

Si l’un de ces accumulateurs est de construction plus simple, et n'a 
que deux conducteurs, on n’a qu'à supprimer B ou B’, et à supposer 
que À est l’armature intérieure, C l’armature extérieure, que lon 
suppose entourer complètement À. 

Etablissons les communications suivantes : 

Relions d'une manière permanente B à C'et B' à C, c’est-à-dire 
chacun des anneaux de garde au grand plateau de l’autre condensateur. 


COMPARAISON DE LA CAPACITÉ DES CONDENSATEURS. 4o7 


(1) Relions À à B et C’ et à J l’électrode d'une bouteille de Leyde; 
A' à B'et C et à la terre; 

(2)  Isolons À, B et C' de J; 

(3)  Isolons À de B et C’, et A’ de B'et C ; 

(4)  Relions B et C’ avec B’ et C et avec la terre ; 

(5)  Relions À et À"; 


(6)  Relions À et A’ à un électroscope. 


Nous pouvons représenter ces communications comme il suit : 


(1) o—CG—=B'= A" A=RB—C—- TJ, 
12) o--CG:-B'--A | A—B--C': 79, 
(3) o==0G —B': A | À ! B=C. 

(1) o=C—=B' A"  !: A j|B=C'-o, 
(5) o=C—B'!| A :: A|B—=C=o, 
(6) o=C—=B'| A '=E=A | B—=C'=o. 


le signe — signifiant la communication électrique, et le trait ver- 
tical | l'isolement. 

Dans (1) les deux accumulateurs ont des charges opposées : A est 
positif, À’ négatif , et les charges de A et A sont distribuées unifor- 
mément sur la surface supérieure opposée au grand plateau de cha- 
cun des accumulateurs. 

Dans (2) la bouteille de Leyde est enlevée, et dans (3) les charges 
de À et À’ sont isolées. 

Dans (4), les anneaux de garde sont reliés aux grands plateaux: et, 
par suite, les charges de A et A’ se répandent sur toute la surface de 
ces disques, sans que leur grandeur soit modifiée. 

Dans (5) À est relié à A’. Si les charges sont égales et de signe con- 
traire, l'électrisation est entièrement détruite. C'est ce que l’on vérifie 
en (6) au moyen de l'électroscope E. 

L'électroscope E indiquera une charge positive ou une charge né- 
gative, selon que À ou A’ a la plus grande capacité. 

Au moyen d'une clef convenablement construite, on peut effectuer 
toutes ces opérations dans l’ordre voulu, dans l’espace d’une petite 
fraction de seconde ; et l'on peut faire varier les capacités jusqu’à ce 
que l’électroscope n’accuse plus la moindre trace de charge. De cette 
facon, on peut amener la capacité d’un accumulateur à être égale 
à celle d'un autre accumulateur, ou à la somme des capacités de plu- 
sieurs autres, et l’on peut former un système d’accumulateurs où la 
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] 
capacité de chacun est exprimée en mesure absolue, c’est-à-dire en 
pieds ou en mètres, et où lon a employé en même temps le mode 
de construction le plus convenable pour les expériences d’élec- 
tricité. 

Cette méthode de comparaison trouvera sans doute un emploi avan- 
tageux pour la détermination des pouvoirs inducteurs spécifiques des 
différents diélectriques mis sous forme de disques ou de plateaux. Si, 
entre À et C, on interpose un disque de diélectrique considérablement 
plus grand que A, la capacité de l’accumulateur est modifiée, et de- 
vient égale à celle que présenterait ce même accumulateur pour un 
moindre écartement de À et C. Si l'accumulateur, pourvu de son 
plateau diélectrique, et ayant ses armatures A et C écartées d’une 
distance x, a la même capacité qu'il présenterait lorsque ses arma- 
tures sont à la distance x’ sans interposition de diélectrique, et si @ 
est l'épaisseur du plateau, À son pouvoir inducteur spécifique rap- 
porté à celui de l’air pris pour unité, 

«a 


= —— 





A+r' —.r 


La combinaison de trois cylindres, décrite au n° 127, a été employée 
par sir W. Thomson pour former un condensateur dont la capacité 
peut être augmentée ou diminuée de quantités mesurables. 

Les expériences de MM. Gibson et Barclay, faites au moyen de cet 
appareil, sont décrites dans les Proceedings de la Société Royale, 
du 2 février 1871, et dans les Phil. Trans. de 1871, p. 573. Ils ont 
trouvé pour pouvoir inducteur spécifique de la paraffine 1,975, celui 
de l'air étant pris pour unité. 


LE COURANT ÉLECTRIQUE. | 4og 
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CITAPITRE L. 


LE COURANT ÉLECTRIQUE. 


230. Nous avons vu, au n° #5, que le potentiel est nécessairement 
le mème en tous les points d'un conducteur en équilibre élec- 
trique. 

Si deux conducteurs À et B sont chargés d'électricité, le potentiel 
de À étant supérieur à celui de B, et si ces deux corps sont mis en 
communication par un fil métallique C qui les touche tous deux, 
une partie de la charge de A se transporte sur B, ct, au bout d’un 
temps très court, les potentiels de À et de B deviennent égaux. 


231. Pendant que se produit ce phénomène, on observe dans le fil 
G certains phénomènes que l’on appelle phénomènes du flux ou du 
courant électrique. 

Le premier de ces phénomènes est un transport d'électricité posi- 
tive de À vers B, d'électricité négative de B vers A. Ce transport 
peut s’eflectuer plus lentement si Fon met un petit corps isolé en con- 
tact alternativement avec A et avec B. Dans cette opération, que l'on 
peut appeler la convection électrique, de petites fractions de la charge 
de chaque corps sont transportées successivement de l’un sur l’autre. 
Dans les deux cas, une certaine quantité d'électricité, ou de charge 
électrique, passe d’un endroit à un autre en suivant un certain che- 
min dans l'espace qui sépare les corps. ‘ 

Quelle que soit donc notre opinion sur la nature de l'électricité, il 
faut admettre que l'opération que nous venons de décrire constitue 
un courant d'électricité. Ce courant peut être considéré comme un 
courant d'électricité positive de À vers B, ou d'électricité négative de 
B vers À, ou comme une combinaison de ces deux courants. 

Tr. d'Électr. et de Magn., 1. 26. 
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Suivant la théorie de Fechner et de Weber, c’est une combinaison 
d’un courant d'électricité positive, et d’un courant exactement égal 
d'électricité négative, cheminant en sens inverse dans le mème corps. 
Il est nécessaire de se souvenir de cette hypothèse éminemment arti- 
ficielle sur la constitution du courant, pour comprendre l'énoncé 
de quelques-uns des plus importants résultats expérimentaux de 
Weber. 

Si, comme au n° 36, nous supposons que P unités d'électricité po- 
sitive se transportent de A vers B, et que N unités d'électricité néga- 
tive se transportent de B vers À, dans l'unité de temps, la théorie de 
Weber veut que P —N, et P ou N peut être pris comme mesure nu- 
mérique du courant. 

Au contraire, nous ne faisons ici aucune hypothèse sur une relation 
entre Pet N; mais, ne tenant compte que de l'effet produit par le 
courant, c'est-à-dire du transport de P + N unités d'électricité posi- 
tive de À sur B, nous considérerons P + N comme la véritable me- 
sure du courant. Le courant que Weber appellerait 1, nous l’appelle- 
rons donc 2. 


Des courants permanents. 


232. Dans le cas du courant qui passe entre deux conducteurs iso- 
lés portés à des potentiels différents, l'opération est vite arrivée à son 
terme, qui est l’égalisation des potentiels des deux corps : le courant 
est donc essentiellement un courant instantané. 

Mais il y a des moyens par lesquels on peut maintenir entre des 
conducteurs des différences de potentiel constantes; alors il passe 
entre ces conducteurs un courant continu d'intensité constante : c’est 
ce qu'on appelle un courant permanent. 


La pile voltaïque. 


La méthode la plus commode pour produire un courant permanent 
est d'employer la pile voltaïque. 

Pour préciser les idées, nous allons décrire la pile constante de Da- 
niell. 

Une solution de sulfate de zinc est placée dans un vase de terre 
poreux, qui est lui-même dans un vase renfermant une solution satu- 
rée de sulfate de cuivre. Un morceau de zinc plonge dans le sulfate 
de zinc; un morceau de cuivre dans le sulfate de cuivre. Des fils mé- 
talliques sont soudés au zinc et au cuivre, au-dessus du niveau du 
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liquide. Cette combinaison est appelée un couple ou un élément de 
pile Daniell (voir n° 272). 


233. Si l'on isole le couple en le posant sur un pied non conduc- 
teur, et si l’on met en contact avec un conducteur isolé A le fil relié au 
cuivre, et le fil relié au zinc en contact avec un autre conducteur 
isolé B, fait du même métal que À, on peut montrer au moyen d'un 
électromètre sensible que le potentiel de À surpasse celui de B d’une 
certaine quantité. Cette différence de potentiels est appelée force 
électromotrice de l’élément Daniell. 

Si maintenant on détache A et B de la pile, et qu’on les mette en 
communication par un fil métallique, un courant passager traverse le 
fil, de À vers B, et les potentiels de À et B deviennent égaux. On 
peut de nouveau charger A et B au moyen de la pile et répéter ces 
opérations tant que la pile veut bien fonctionner. Mais, si l'on 
relie À et B par le fil C, et qu’en même temps on les attache à la 
pile, comme précédemment, la pile entretient un courant constant à 
travers C, en même temps qu'une différence de potentiels constante 
entre À et B. Cette différence n'est pas, ainsi que nous le verrons, 
égale à la force électromotrice totale de l'élément, une partie de cette 
force étant dépensée pour entretenir le courant à travers l'élément 
lui-même. 

Un certain nombre d'éléments rangés en série, de façon que Île 
zinc du premier communique métalliquement avec le cuivre du 
second, et ainsi de suite, forment ce qu’on appelle une pile voltaique. 
La force électromotrice d'une telle pile est égale à la somme des forces 
électromotrices des éléments qui la composent. Si la pile est isolée, 
elle peut, dans son ensemble, recevoir une charge quelconque d’élec- 
tricité ; mais le potentiel du pôle cuivre surpassera toujours celui du 
pôle zinc d’une quantité égale à la force électromotrice de la pile, 
quelles que soient d’ailleurs les valeurs absolues de ces deux poten- 
els. Les éléments de la pile peuvent être de formes différentes, con- 
tenir des substances chimiques et des métaux différents, pourvu que 
l’action chimique ne continue pas lorsqu'il ne passe point de cou- 
rant. 


23%. Considérons une pile voltaïque dont les deux extrémités sont 
isolées l’une de l’autre. L’extrémité cuivre aura une charge positive 
ou vitrée, l'extrémité zinc une charge négative ou résineuse. 

Relions maintenant par un fil métallique les deux bouts de la pile. 
Un courant électrique prendra naissance et, au bout d’un temps très 
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court, atteindra une valeur constante. On dit alors que c’est un cou- 
rant permanent. 


Propriétés du courant. 


235. Le courant décrit un circuit fermé, en allant du cuivre au zinc 
dans les fils, et du zinc au cuivre dans les solutions. 

Si lon interrompt le circuit en coupant un des fils qui relient le 
cuivre d’un élément au zinc du suivant, le courant est arrêté, et l’on 
trouve que le potentiel du bout de fil relié au cuivre surpasse le po- 
tentiel du bout de cuivre relié au zinc d'une quantité constante, la 
force électromotrice totale du circuit. 


Action électrolytique du courant. 


236. Tant que le circuit est interrompu, il ne se produit dans les 
éléments aucune action chimique; mais, aussitôt que le circuit est 
formé, du zinc commence à se dissoudre dans chacun des éléments 
Daniell, et du cuivre se dépose sur les lames de cuivre. 

La quantité de sulfate de zinc augmente, celle de sulfate de cuivre 
diminue, à moins qu’on n’en rajoute constamment de nouveau. 

La quantité de zinc dissoute, la quantité de cuivre déposée sont les 
mêmes dans tous les éléments Daniell du circuit, quelles que soient les 
dimensions des électrodes de ces éléments; et, s’il y a des éléments de 
construction différente, l'action chimique qui s’y produit est dans un 
rapport constant avec l’action chimique d'un élément Daniell. Si, par 
exemple, un des éléments est formé de deux lames de platine plon- 
yeant dans de l'acide sulfurique étendu d'eau, de l'oxygène est mis 
en liberté à la surface de la plaque par laquelle le courant entre dans 
le liquide, c’est-à-dire la plaque qui est reliée métalliquement au 
cuivre de la pile Daniell ; et de l'hydrogène se dégage à la surface de 
la plaque par où le courant sort du liquide, qui est la plaque reliée 
au zinc de la pile Daniell. 

Le volume de l'hydrogène est exactement double de celui de l’oxy- 
sène dégagé dans le même espace de temps ; et le poids de l'oxygène 
est exactement huit fois le poids de l'hydrogène. 

Dans chacun des éléments du circuit, le poids de chaque substance 
dissoute, déposée ou décomposée, est égal au produit d'une certaine 
quantité que l’on appelle l'équivalent électrochimique de la substance, 
par l'intensité du courant et par la durée de son passage. 

Pour les expériences qui établissent ce principe, voir les Séries 
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VIl et VIIT des £rperimental Researches de Faraday; et, pour les 
exceptions apparentes à cette règle, voir la Chemical Physics de 
Miller, et le Galsanismus de Wiedemann. 


937. On appelle électrolytes les substances qui subissent cette sorte 
de décomposition. L'opération elle-même s'appelle électrolyse. Les 
endroits où le courant pénètre dans l'électrolyte et en sort sont ap- 
pelés les électrodes. De ces électrodes, celle par où entre le courant, 
est appelée anode, et celle par où 1l quitte l’électrolyÿte est appelée 
cathode. Les composants en lesquels se résout l’électrolyte sont ap- 
pelés ions; celui d’entre eux qui paraît à l’anode porte le nom 
d'anion, et celui qui paraît à lamthode, de cation. 

De ces termes, qui ont été, je crois, inventés par Faraday avec 
l'aide du D' Whevwell, les trois premiers, électrodes, électrolyse et 
électrolyte, ont été généralement adoptés, et l’on appelle conduction 
électrolytique ce mode de conduction du courant dans lequel se pro- 
duisent cette sorte de décomposition et ce transport des éléments 
composants. 

Si l'on met un électrolyte homogène dans un tube de section variable, 
et si l’on met les électrodes au bout de ce tube, on trouve que, quand 
le courant passe, l’anion paraît à l’anode, le cation à la cathode, les 
quantités de ces ions étant équivalentes entre elles, et équivalentes 
ensemble à une certaine quantité d’électrolytes. Dans les autres par- 
uies du tube, que la section y soit grande ou petite, constante ou va- 
riable, la composition de l'électrolyte reste invariable. Donc, la quan- 
lité de matière qui subit l'électrolyse dans chaque section du tube est 
la même. Si la section est petite, l'action doit donc être plus intense 
que si la section est grande; mais la quantité totale de chaque ion qui 
traverse dans un temps donné une section complète de l'électrolyte 
est la même pour toutes les sections. 

L'intensité d'un courant peut donc se mesurer par la quantité de 
matière qui est électrolysée dans un temps donné. On appelle volta- 
mètre un instrument qui permet de mesurer aisément la quantité de 
ces produits d'électrolyse. 

L'intensité du courant, ainsi mesurée, est la mesure en tous les 
points du circuit, et la quantité totale de produits électrolvtiques qui 
se trouvent dans un voltamètre au bout d’un temps donné est propor- 
tionnelle à [a quantité d'électricité qui traverse une section pendant 
le mème temps. 


238. Si nous introduisons un voltamètre en un point du circuit 
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d’une pile voltaïque et si nous coupons le circuit en un autre point, 
nous pouvons supposer que l'on procède à la mesure du courant de la 
facon suivante. Soient A et B les extrémités du circuit rompu, A 
l'anode et B la cathode. Prenons une boule isolée, et faisons-lui tou- 
cher alternativement A et B : à chaque voyage, elle portera de A sur 
B une certaine quantité mesurable d'électricité. Cette quantité peut 
se mesurer à l’électromètre ou se calculer en multipliant la force élec- 
tromotrice du circuit par la capacité électrostatique de la boule. De 
l'électricité est ainsi transportée de A vers B, sur la boule isolée, par 
une opéralion que l'on peut appeler convection. En même temps, 
l'électrolyse se produit dans le voltamètre et dans chacun des élé- 
ments de la pile, et la quantité de matière électrolysée dans chaque 
élément peut être comparée à la quantité d'électricité transportée par 
la boule. La quantité d’une substance qui est électrolysée par une 
unité d'électricité est appelée Féquivalent électrochimique de la sub- 
stance. 

Cette expérience serait extrêmement ennuyeuse et difficile, si on la 
menait de cette façon avec une boule de grandeur ordinaire et une 
pile comme celles dont on peut disposer; car il faudrait faire un 
nombre énorme de voyages pour décomposer une quantité appréciable 
d'électrolyte. On ne doit donc considérer cette expérience que comme 
un simple procédé d'exposition bien différent de la manière dont il 
faut en réalité conduire les déterminations d’équivalents électrochi- 
miques. Mais on peut voir dans cette expérience comme une image du 
mécanisme même de l'électrolvse; car, si nous regardons la conduc- 
lion électrolytique comme une sorte de convection, dans laquelle un 
équivalent d'anion marche vers l'anode avec une charge négative, 
landis qu'un équivalent de cation marche vers la cathode avec une 
charge posilive, nous nous ferons du mécanisme de l'électrolyse une 
idée qui, à ma connaissance, n’est en désaccord avec aucun fait 
connu; toutefois, nous ne savons rien de la nature de l'électricité et 
des composés chimiques. et, par suite, ce peut ètre encore une repré- 
sentation bien imparfaite de ce qui se passe en réalité. 


Action magnétique du courant. 


239. OErstedt a découvert qu'un aimant placé dans le voisinage 
d'un courant électrique rectiligne tend à se placer perpendiculaire- 
ment au plan qui passe par l'aimant et le courant (voër n° #75). 

Si un homme se placait dans la direction du courant, de facon que 
le courant qui va du cuivre au zine par les fils le traversät de la tête 
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aux pieds, et s’il avait la figure tournée vers le milieu de l'aimant, 
c'est l'extrémité de l’aimant qui est dirigée vers le nord, qui tend 
à se diriger vers la droite de l'observateur lorsque le courant passe. 

La nature et les lois de l’action électromagnétique seront discu- 
tées quand nous en viendrons à la quatrième Partie de ce Traité. 
Ce qui nous intéresse pour le moment, c'est ce fait que le courant 
électrique possède une action magnétique qui s'exerce en dehors du 
courant et qui peut servir à en révéler l'existence ou à mesurer l’in- 
tensité sans rompre le circuit ou sans rien introduire dans le courant 
lui-même. 

On s'est assuré que la grandeur de l’action magnétique est exacte- 
ment proportionnelle à l'intensité mesurée dans le voltamètre par les 
produits de l'électrolyse : l'intensité est donc entièrement indépen- 
dante de la nature du conducteur dans lequel passe le courant, que 
ce soit un métal ou un électrolÿte. 


240. On appelle galsanomètre un instrument qui indique l'inten- 
sité d’un courant électrique, au moyen de son effet magnétique. 

En général, un galvanomètre consiste en une ou plusieurs bobines 
de fil recouvert de soie, à l’intérieur desquelles est suspendu un aimant 
dont l'axe est horizontal. Quand un courant traverse le fil, l’aimant 
tend à se placer l’axe perpendiculaire au plan des bobines. Si l'on 
suppose le plan des bobines parallèle au plan de l'équateur ter- 
restre, et si l'on suppose le courant s'écoulant dans la bobine de l’est à 
l'ouest dans la direction du mouvement apparent du soleil, l’aimant 
tend à se placer de facon que son aimantalion soit dirigée comme 
celle de la terre considérée comme un gros aimant, le pôle nord de 
la terre étant semblable à cette extrémité de l’aiguille d’une boussole, 
qui cst dirigée vers le sud. 

Le galvanomètre est le plus commode de tous les instruments pour 
mesurer l'intensité des courants électriques. Pour étudier les lois de 
ces courants, nous admettrons qu’il est possible de construire un pa- 
reil instrument, réservant pour la quatrième Partie la discussion des 
principes de cet appareil. Ainsi donc, quand nous dirons qu’un cou- 
rant à une cerlaine intensité, nous supposerons la mesure faite au 
galvanomètre. 


416 2° PARTIE, CHAP. II. — CONDUCTION ET RÉSISTANCE. 


— _ ne en Es se Se ne — 


CITAPITRE IL 
CONDUCTION ET RÉSISTANCE. 


21. Si au moven d'un électromètre on détermine le potentiel éler 
trique en différents points d’un circuit dans lequel on entretient ur 
courant électrique constant, on trouve que, dans une partie du cir 
cuit formée d'un seul métal partout à la mème température, le poten 
uiel d'un point quelconque surpasse le potentiel de tout autre poin 
placé plus loin que lui dans le sens du courant, d'une quantité qu 
dépend de l'intensité du courant et de la nature et des dimensions de 
la partie du circuit qui est comprise entre ces deux points. On appelle 
force électromotrice agissant dans cette portion de circuit la diffé. 
rence des potentiels à ses extrémités. 

Si la portion de circuit que l’on considère n'est pas homogène, 
mais au contraire renferme des passages d'une substance à une autre, 
d’un métal à un électrolyte, d'une partie chaude à une partie 
froide, il peut ÿ avoir, en outre de la force électromotrice extérieure, 
des forces électromotrices intérieures, qu'il faut faire entrer en 
compte. 

Les relations entre la force électromotrice, Fintensité et la résis- 
tance ont été étudiées pour la première fois par le Dr G.-S. Olham. 
dans un Ouvrage publié en 1827, intitulé : Die galvanische K'ette 
mathematisch bearbettet, qui a été traduit dans les Mémoires scien- 
tüfiques de Taylor. Le résultat de cette étude, dans le cas de conduc- 
teurs homogènes, est généralement connu sous le nom de Lot de 


Olhm. 
Loi de Ohm. 


La force électromotrice qui agit entre les extrémités d'une por- 
tion quelconque de ctreuit est égale au produit de l'intensité du 
courant par la résistance de cette partie du circuit. 


Ici s’introduit un terme nouveau, la résistance d'un conducteur, 
qui est définie le rapport de la force électromotrice à l'intensité du 
courant qu'elle produit. L'introduction de ce terme n'aurait aucun 
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avantage scientifique, si Ohm n'avait montré, ainsi qu'il l’a fait par 
l'expérience, que ce terme correspond à une quantité physique réelle, 
c'est-à-dire avant une valeur définie ne changeant que si l'on change 
la nature du conducteur. 

En premier lieu, la résistance d’un conducteur ne dépend pas de 
l'intensité du courant qui le traverse. 

En second lieu, la résistance ne dépend pas du potentiel électrique 
auquel est porté le conducteur, n1 de la densité de l'électricité distri- 
buée à sa surface. 

Elle ne dépend que de la nature de la substance dont est formé le 
conducteur, de l'état d'agrégalion de ses parties et de sa tempé- 
ralure. 

La résistance d'un conducteur peul se mesurer à une approxima- 
tion de ,,!5,. ou mème de —;l-— de sa valeur, et l'on a étudié tant de 
conducteurs que, maintenant, nous pouvons considérer comme très 
certaine la vérité de [a loi de Ohm. Nous indiquerons au Chapitre VI 
ses applications et ses conséquences. 


Production de la chaleur par le courant. 


942. Nous avons vu que, quand une force électromotrice détermine 
le passage d'un courant dans un conducteur, de l'électricité est trans- 
portée des points où le potentiel est plus élevé à ceux où il est moins 
élevé. Si ce transport avait été fait par convection, c’est-à-dire en 
transportant d’un point à l'autre des charges successivement données 
à une boule, du travail aurait été effectué par les forces électriques 
agissant sur la boule, et l'on aurait pu évaluer ce travail. On peut 
l'apprécier en partie dans ces circuits de piles sèches, où les électrodes 
sont formées de timbres, et où la boule véhicule oscille comme un 
pendule entre les deux timbres qu'elle frappe tour à tour : la force 
électrique sert à entretenir les oscillations du pendule et à propager 
à distance le son des timbres. Dans le cas d’un fil conducteur, nous 
avons de mème transport d'électricité d'un point où le potentiel est 
élevé à un autre où il est bas, et cela sans qu'il s’accomplisse de tra- 
vail extérieur. Le principe de la conservation de l'énergie nous con- 
duit alors à rechercher dans le conducteur quelque travail intérieur. 
Dans un électrolvte, ce travail intérieur consiste en partie dans la 
séparation des éléments composants. Dans les autres conducteurs, il 
y à conversion lotale en chaleur. 

Dans ce cas, l'énergie convertie en chaleur est égale au produit de 
la force électromotrice par la quantité d'électricité qui passe dans le 
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circuit. Mais la force électromotrice est égale au produit de 
silé par la résistance ; la quantité d'électricité, au produit de l'ü 
par le temps. Donc le produit de la quantité de chaleur par l' 
lent mécanique de l'unité de chaleur est égal au produit di 
de l'intensité par la résistance et par le temps. 

La chaleur engendrée par les courants électriques pendan 
surmontent la résistance des conducteurs a été mesurée 
D: Joule, qui, le premier, a établi que la chaleur produite d 
temps donné est proportionnelle au carré de l'intensité : ens 
faisant avec le plus grand soin la mesure absolue de toutes le 
Lités qui interviennent, il a vérifié la loi 


JH = C?Re£, 


où J est l'équivalent mécanique de la chaleur, déterminé par 
11 le nombre d'unités de chaleur ; C l'intensité du courant ;R1] 
tance du conducteur ; £ le temps pendant lequel passe le c 
L'explication complète de ces relations entre la force électron 
le travail et la chaleur, a été donnée pour la première fois par 
Thomson, dans un Mémoire sur l'application du principe di 
mécanique à la mesure de la force électromotrice (1). 


243. L’analogie entre la théorie de la conduction de l'élect 
la théorie de la conduction de la chaleur est, à première vue, | 
complète. Si nous prenons deux systèmes géométriquemen 
blables, et tels que la conductibilité calorifique d'une parte 
mier soit proportionnelle à la conductibilité électrique de le 
correspondante du second, et si l'on fait Ja température de 
partie du premier proportionnelle au potentiel électrique de la 
partie du second, le flux de chaleur à travers une aire quel 
prise dans le premier sera proportionnel au flux d'électricité à 
l'aire correspondante dans le second. 

Ainsi, dans la comparaison que nous faisons, et où le flux 
lricilé correspond au flux de chaleur, et le potentiel électriq 
température, l'électricité tend à passer des points où le potenl 
haut à ceux où il est bas, comme la chaleur tend à passer des 
où la température est haute à ceux où elle est basse. 


244. La théorie du potentiel et celle de la température }" 





(') Phil. Mag., déc. 1851. 
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donc servir à s’éclairer mutuellement; mais il y a une différence re- 
marquable entre les phénomènes de l'électricité et ceux de la cha- 
leur. 

Suspendons par un fil de soie un corps conducteur dans un vase 
conducteur clos et chargeons ce vase d'électricité. Le potentiel du 
vase el de tout ce qu’il renferme va s'élever immédiatement ; mais, si 
longtemps, si puissamment que le vase soit électrisé, et que le corps 
suspendu soit ou non mis en contact avec lui, aucun signe d’électri- 
sation ne paraît à l’intérieur du vase, et le corps ne manifeste aucun 
effet électrique lorsqu'il a été retiré du vase. 

Aucontraire, si le vase est porté à une haute température, le corps qu'il 
renferme n'est élevé à la mème température qu’au bout d'un temps con- 
sidérable ; et si alors on le retire, on trouve qu'il est chaud, et qu'il 
reste chaud jusqu’à ce qu'il ait perdu sa chaleur par radiation, au 
bout d'un certain temps. 

La différence entre les phénomènes consiste donc dans ce fait : que 
les corps sont susceptibles d'absorber la chaleur et de l'émettre, tandis 
qu'ils n'ont point la propriété correspondante pour l'électricité. On 
he peut échauffer un corps sans lui fournir une certaine quantité de 
chaleur dépendant de sa masse et de sa chaleur spicifique ; le poten- 
el électrique, au contraire, peut être élevé à un degré quelconque, 
de la façon que nous avons déjà décrite, sans communiquer au corps 
aucune charge d'électricité. 


2. Supposons encore un corps préalablement chauffé et placé à 
lintérieur d'un vase clos. L'extérieur du vase sera d'abord à la tem- 
Pérature des objets environnants, s'échauffera bientôt et restera 
chaud tant que la chaleur du corps intérieur n'aura pas fini de 
“échapper. 

ILest impossible de faire l'expérience électrique correspondante. I 
est impossible d’électriser un corps et de le placer dans un vase creux, 
de facon que l'extérieur du vase ne montre d'abord aucune trace 
d'électrisation et devienne ensuite électrisé. Ce sont des phénomènes 
de ce venre que Faraday à recherchis en vain sou le nom de charge 
absolue d'électricité. 

Ja Chaleur peut ètre cachée à l’intérieur d'un corps et n'avoir point 
d'action au dehors : mais il est impossible d'isoler une quantité 
d'électricigé, de l'empècher d'être constamment reliée par induction 
4 Une quantité égale d'électricité contraire, 
| n'y a donc rien dans les phénomèues électriques qui corresponde 
à la capacité calorilique. C'est ce qui résulte immédiatement de l'h\- 
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pothèse suivie dans cet Ouvrage, que l'électricité est soumise à la 
même condition de continuité que les fluides incompressibles. Il e:t 
donc impossible de douner à un corps une charge effective d'électri- 
cité, en forçant une quantité additionnelle d'électricité à pénétrer 
dans ce corps (voir les n°° 61, 111, 329 et 33%). 
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CHAPITRE IL. 


FORCE ÉLECTROMOTRICE PRODUITE ENTRE LES CORPS 
EN CONTACT. 


Potentiels de substances différentes mises en contact. 


246. Si nous définissons le potentiel d'un vase conducteur creux 
comme étant le potentiel de l'air qui est à l'intérieur de ce vase, nous 
pouvons déterminer ce potentiel au moyen de l'électromètre, ainsi 
qu'il a été expliqué dans la première Partie (voër n° 222), 

Prenons maintenant deux vases creux faits de métaux différents, de 
euivre et de zinc, par exemple ; mettons-les en contact métallique et 
mesurons le potentiel de Flair à intérieur de chaque vase. Le poten- 
iel de Fair renfermé dans le vase de zinc est positif par rapport à 
celui de l'air renfermé dans le vase de cuivre. La différence des po- 
tentiels dépend de la nature des surfaces intérieures des vases : elle est 
maximum quand le zinc est bien net et que le cuivre est encore cou- 
vert d'oxyde. 

Ainsi, lorsque deux métaux sont mis en contact, il v a en général 
une force électromotrice qui agit de l'un vers l'autre, de facon que le 
potentiel de Fun dépasse celui de l’autre d'une certaine quantité. Telle 
est la théorie de l'électricité de contact, de Volta. 

Si lou prend pour terme de comparaison un certain métal, le cuivre 
par exemple, et st Fest le potentiel du fer mis en contact avec du 
euivre au potentiel zéro, Z celui du zinc mis en contact avec du cuivre 
au potentiel zéro, le potentiel du zinc mis en contact avec du fer au 
potentiel zéro sera Z — F, 

Ce résultat est vrai pour trois métaux quelconques; par suite, on 
voil que la différence des potentiels de deux métaux pris à la mème 
température est la mème, que ces métaux soient en contact direct ou 
sépares par uu troisième métal : si donc on forme un circuit avec un 
nombre quelconque de métaux pris à la mème température, il y aura 
équilibre électrique aussitôt que ces différents métaux auront atteint 
leur potentiel propre, et le courant ne continuera pas de passer dans 


le circuit. 


27. Mais, si le circuit est formé de deux métaux et d’un électrolrte 
. ; 
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d'après la théorie de Volta, l'électrolste tend à ramener à l'égalité les 
potentiels des métaux en contact, en sorte que, la force électromotrice 
qui réside à la jonction des métaux n'étant plus contrebalancée, il se 
produit un courant permanent. L'énergie de ce courant est fournie 
par l'action chimique qui s'établit entre l'électrolyte et les métaux. 


248. Mais l'effet électrique peut aussi ètre produit sans action chi- 
mique, par tout autre moyen qui permet de ramener à l'égalité les 
potentiels des métaux en contact. Ainsi, dans une expérience due à 
Sir W. Thomson ('), un entonnoir de cuivre est mis en contact avec 
un cylindre vertical de zinc; on fait écouler par l'entonnoir des li- 
mailles de cuivre, de facon qu elles quittent l'entonnoir et se séparent 
les unes des autres vers le milieu du cylindre de zinc, pour tomber 
ensuite dans un récipient isolé placé en dessous. On trouve que le 
récipient prend une charge négative qui augmente tant que la limaille 
continue d'y tomber. En mème temps, le cylindre de zinc et l’enton- 
noir de cuivre qu'il renferme prennent une charge positive de plus en 
plus forte. 

Si maintenant le récipient est relié par un fil au cylindre de zinc, ce 
fil sera traversé par un courant positif allant du cylindre au récipient. 
Le courant de limaille, dont chaque grain est chargé négativement 
par induction, constitue un courant négatif allant de l'entonnoir au 
récipient ou, en d'autres termes, un courant positif allant du réci- 
pient à l’entonnoir de cuivre. Le courant positif va donc du zinc au 
cuivre par l'air à travers les limailles, et du cuivre au zinc par les 
points de contact des métaux, de mème que dans les dispositions vol- 
laïques ordinaires; mais, dans le cas actuel, la force qui entretient 
le courant n'est plus l'action chimique, mais bien la gravité qui 
fait tomber les limailles malgré l'attraction électrique qui agit entre 
l'entonnoir chargé positivement et les limailles chargées négative- 
ment. 


249. La théorie de l'électricité de contact a recu une confirmation 
remarquable par la découverte de Peltier : si un courant électrique 
passe par ke point de contact de deux métaux, ce contact s'échauffe si 
le courant est dans un sens, et se refroidit si le courant est en sens 
opposé. On doit se souvenir qu'un courant produit toujours de la 
chaleur en traversant un métal, parce qu'il rencontre de la résis- 


(') Yorth British Review, p. 353, 1861; et Proc. Ji. S., 20 juin 186. 
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tance : l'effet de refroidissement de l'ensemble du conducteur doit 
donc être toujours inférieur à l'effet d'échauffement. Et nous devons 
distinguer la production de chaleur qui est due à la résistance ordi- 
naire dans chaque métal de la production ou l'absorption de chaleur 
qui a lieu au point de contact des deux métaux. Nous dirons dans 
le premier cas que le courant produit de la chaleur de frottement, et 
nous avons vu que cette chaleur est proportionnelle au carré de l’in- 
tensité, et qu'elle est la mème, quel que soit le sens positif ou négatif 
du courant. Le second phénomène peut être appelé efet de Peltier, 
et change de signe en mème temps que le courant. 

La chaleur totale produite dans un conducteur complexe formé de 
deux métaux peut s'exprimer par 


I — Ê Ct— Ce, 
IT étant la quantité de chaleur, J l'équivalent mécanique de l'unité de 
chaleur, R la résistance du conducteur, C l'intensité, £ le temps, M le 
coefficient de l'effet de Peltier, c'est-à-dire la quantité de chaleur ab- 
sorbée au point de contact par le fait du passage de l'unité de courant 
pendant l'unité de temps. 

Or la chaleur engendrée est mécaniquement équivalente au travail 
accompli dans le conducteur à l'encontre des forces électriques; elle 
est donc égale au produit de l'intensité par la force électromotrice 
qui lui donne naissance. Done, si E est la force électromotrice exté- 
rieure, qui détermine le passage du courant dans le conducteur, 


JH — CEt— RC't— JC: 
d'où 
E = RC — J11. 

On voit par cette équation que Ia force électromotrice extérieure né- 
cessaire pour faire passer le courant dans le conducteur complexe est 
inférieure à celle qui correspondrait à la seule résistance du conduc- 
teur de la force électromotrice JT. Donc JT représente la force électra- 
motrice de contact qui agit dans le sens positif à la jonction des deux 
métaux. 

C'est à Sir W. Thomson (!) que l’on doit cette application de la 
théorie dynamique de la chaleur à la détermination d'une force élec- 
tromotrice locale; elle a une grande importance scientifique, car on 
n'aurait pu faire usage de la méthode ordinaire qui consiste à relier 





(*) Proc. R.S. Edin., 15 décembre 1881; et Proc. A. S. Edin., 1851. 
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par des fils deux points du conducteur complexe aux électrodes d'un 
“alvanomètre ou d’un électroscope, précisément à cause des forces de 
contact qui se produisent à la jonction des fils avec les substances qui 
forment le conducteur complexe. Dans la méthode thermique, au con- 
traire, nous savons que le courant électrique est la seule source 
d'énergie, et que, dans une certaine partie du circuit, il ne fait 
d'autre travail que d'échauffer cette portion de circuit. Si donc nous 
pouvons mesurer la quantité d'électricité qui passe, et la quantité de 
chaleur désagée ou absorbée, nous pourrons déterminer la force élec- 
tromotrice nécessaire pour émettre ce courant à travers cette partie 
du conducteur ; et cette mesure est entièrement indépendante de l'effet 
des forces de contact dans les autres parties du circuit. 

La force électromotrice produite à la jonction de deux métaux, et 
mesurée comme il vient d'être dit, ne suffit pas à rendre compte de la 
force électromotrice observée par Volta, et décrite au $ 256. Cette 
dernière est en général bien plus grande que celle dont il s'agit ici, 
et elle est souvent de signe contraire. Donc il doit y avoir une erreur 
dans l’hypothèse que l'on peut mesurer le potentiel d'un métal par 
celui de Fair qui est en contact avec lui, et l’on doit chercher la ma- 
jeure partie de la force électromotrice de Volta, non plus à la jonction 
des deux métaux, mais sur une des surfaces ou sur les deux qui sé- 
parent les métaux de l'air ou de l'autre milieu qui forme le troisième 
élément du circuit. 


250. La découverte, due à Seebeck, des courants thermo-électriques 
qui se produisent dans les circuits de plusieurs métaux dont les jonc- 
tions sont à des températures différentes, montre que ces forces de 
contact ne se font pas toujours équilibre dans un circuit fermé. Mais 
il est bien clair que, dans un circuit fermé formé de différents métaux 
qui sont tous à une même Lempérature, les forces de contact doivent 
se faire équilibre. S'il en était autrement, il se formerait dans le cir- 
cuit un courant que l'on pourrait employer à faire aller une machine, 
ou à produire de la chaleur dans le circuit, c'est-à-dire à exécuter du 
travail, sans dépenser en mème temps d'énergie : car le circuit est 
tout entier à la mème température, et il ne s'v produit aucun change- 
ment, chimique ou autre. Dès lors, représentant par 1,4 l'effet de 
Peltier à la jonction de deux métaux a et b, lorsque le courant passe 
de « à D, nous devons avoir pour un circuit de deux métaux à la 
mème température 


[us + Ua = 0 
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et, pour un circuil de trois métaux, nous devons avoir 
IT ae -.— LP —- Ia — O. 


De cette équation, il résulte que les trois effets de Pellier ne sont pas 
indépendants, mais qu'un d'entre eux peut se déduire des deux autres. 
Si, par exemple, nous prenons le métal c pour terme de comparaison, 
et si nous posons 
Pr =J,e Ps = JT. 
on aura 
Jus := Pa-- Ps. 


La quantité P, est une fonction de Ia température et dépend de la 
uature du métal a. 


251. Magnus a également fait voir que, dans un circuit unimétal- 
lique, il ne se forme point de courant, quelles que soient les va- 
rialions de section et de température aux différents points du con- 
ducteur. 

Puisque, dans ce cas, il v a conduction de Ja chaleur, c’est-à-dire 
dissipation d'énergie, on ne peut plus considérer ce résultat comme 
évident, de mème que le précédent. Ainsi, la force électromotrice 
entre deux points du circuit pourrait varier, suivant que le courant 
va d'une partie épaisse à une partie mince, ou inversement, selon 
qu'il passe rapidement ou lentement d’une partie chaude à une partie 
froide, ou inversement ; ee qui rendrait possible l'existence d'un cou- 
rant dans un cireuil unimétallique inégalement chaud en ces diffé- 
rents puints. 

Alors, en répétant le mème raisonnement que dans le cas du phéno- 
mène de Peltier, on trouve que le passage d'un courant dans un con- 
ducteur unimétallique ne peut produire d'effet thermique changeant 
de sisne en mème temps que le courant, que si le courant passe des 
points où la température est haute à ceux où elle est basse, ou inver- 
sement ; et, appelant E la quantité de chaleur désagée dans un conduc- 
eur unhnétallique par un courant qui passe d'un point à température x 
à un point à température y, on à 


JH = RC’ —S,,Ct, 


Sr est la force électromotrice qui tend à entretenir le courant. Or 
soient æ, 3, 3 les températures en trois points d'un circuit homogène, 
nous devons avoir, suivant Magnus, 


S yz + S zx —+— Sry = O0. 
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Si nous supposons que 3 soit la température zéro, et si nous pasons 


nous trouvons 


où Q, est une fonction de la température r, dont la forme dépend de 
la nature du métal. 

Si maintenant nous considérons un circuit formé de deux métaux, 
a et b, où la température est x, au point où le courant passe de a en 
b, et où la température est y au point où le courant passe de à en a, 
la force électromotrice sera 


F= Par - Por Que — Quy-e Poy — Pay + Qay — Qazs 


où P,, représente la valeur de P pour le métal a etla température >, 
ou bien 


F — Pox TT Qur — (Pay — Qu) — { Pr — Quzx) + Pys —- Qv5-- 


Et puisque, dans un circuit formé de plusieurs métaux à différentes 
températures, il y a en général des courants thermo-électriques, c'est 
que P et Q sont en général différents pour un mème métal et à une 
même température. 


252. C'est Sir W. Thomson qui, dans le Mémoire déjà cité, a dé- 
montré le premier l'existence de la quantité Q, en partant du phé- 
nomène de l’inversion électrique découvert par Cumming (1). Ce 
physicien à trouvé que l'ordre thermo-électrique de certains métaux 
n'est pas Île même à haute et à basse température, en sorte qu'à une 
cerlaine température deux métaux peuvent être neutres l'un pour 
l'autre. Ainsi, dans un circuit formé de cuivre et de fer, dont on 
maintient une soudure à la température ordinaire, pendant que l'on 
élève la température de la seconde soudure, il s'établit un courant qui 
va du cuivre au fer par la soudure chaude ; et la force électromotrice 
continue d'augmenter jusqu'à ce que la soudure chaude ait atteint 
une température T, qui, d'après Thomson, est d'environ 284C. Si 
l'on continue d'élever la température de la soudure chaude, la force 
électromotrice diminue, et enfin, si l'on élève suffisamment la tempé- 
rature, le courant change de sens. L'inversion du courant peut s’ob- 
tenir plus aisément en élevant la température de la soudure froide. 





(') Cambridge Transactions, 1823. 
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Si la température des deux contacts est supérieure à T, le courant 
s'établit du fer au cuivre par le contact chaud, c'est-à-dire en sens 
inverse du courant obtenu lorsque les deux contacts sont au-dessous 
de T. 

Donc, si un des contacts est à la température neutre T, le courant 
s'établit du cuivre au fer par ce contact, que l'autre soudure soit plus 
chaude ou plus froide. 


253. Thomson fait sur ces faits le raisonnement suivant : Supposons 
le second contact à une température inférieure à T. On peut employer 
le courant à actionner une machine ou à produire de Ta chaleur dans 
un fil, et cette dépense d'énergie doit être compensée par une trans- 
formation de chaleur en énergie électrique : de la chaleur doit donc 
disparaitre en quelque point du circuit. Or le fer et le cuivre sont 
neutres l'un pour l'autre à la température T; il ne peut donc se produire 
au contact chaud d'effet thermique réversible, et, au contact froid, le 
courant doit, d'après le principe de Peltier, produire un dégagement 
de chaleur. Donc les seuls points où il puisse disparaître de la chaleur 
sont les parties en fer ou en cuivre du circuit : ainsi, un courant qui 
traverse le fer des points chauds aux points froids doit refroidir le fer, 
ou bien un courant qui traverse le cuivre des points froids aux points 
chauds doit refroidir le cuivre, ou bien enfin ces deux effets se pro- 
duisent à la fois. Par une série compliquée d'ingénieuses expériences, 
Thomson à réussi à mettre en évidence l'action thermique réversible 
du courant qui passe entre des points à températures différentes, et 
il a reconnu que le courant produit des effets contraires dans le cuivre 
el dans le fer (1). 

Lorsqu'un fluide matériel s'écoule le long d'un tuyau, en passant 
d'une partie chaude à une partie froide, il échauffe le tuyau; quand 
il passe d'une partie froide à une partie chaude, il refroidit le tuyau, 
et ces effets dépendent de la capacité calorifique spécifique du fluide. 
Si nous supposons que l'électricité, posilive ou négative, soit un fluide 
matériel, nous pourrons mesurer sa chaleur spécifique par son effet 
thermique sur un conducteur inégalement chaud en ses différents 
points. Or les expériences de Thomson montrent que l'électricité po- 
silive dans le cuivre, l'électricité négative dans le fer, transportent de 
la chaleur des parties chaudes aux parties froides. Si donc nous sup- 
posons que l'électricité positive, ou bien la négative soit un fluide 


(*) On the electrody namic qualities of metals (Phil. Trans., 1856). 
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capable de s'échauffer, de se refroidir et de céder de la chaleur 
à d’autres corps, nous trouvons ces hypothèses en défaut dans le cas 
du fer pour l'électricité positive, du cuivre pour l'électricité négative: 
il nous faut abandonner l'une et l'autre supposition. 

Cette prédiction scientifique d’un elfet réversible produit par Île 
courant électrique dans un conducteur unimétallique inégalement 
échauffé est un exemple instructif de ce que peut l'application de la 
théorie de la conservation de l'énergie pour nous ouvrir de nouvelles 
voies de recherche scientifique. Thomson a également employé la se- 
conde loi de la Thermodynamique pour établir les relations des quan- 
Lilés que nous avons appelées P et Q, et pour étudier les propriétés 
thérimo-électriques que pourraient avoir des corps non isotropes. Il à 
aussi étudié expérimentalement dans quelles conditions de pression, 
d'aimantation, etc., peuvent se développer ces propriétés. 


254. Le professeur Tait (1) a étudié dernièrement la force électro- 
motrice des circuits thermo-électriques formés de métaux différents 
dont les contacts sont à des températures différentes. Il trouve que la 
force électromotrice d’un circuil peut se représenter très exactement 
par la formule 

E=a(ti—ta)[to— ++ t2)], 


où L, est la température absolue du contact chaud, t,; celle du con- 
tact froid, et £{, celle où les deux métaux sont neutres l’un pour 
l'autre. Cette loi ayant été vérifite entre des limites de température 
très étendues par lui-même et par ses élèves, il espère pouvoir se 
servir du circuit thermo-électrique comme d'un mstrument ther- 
mométrique dans ses expériences sur la conduction de la chaleur. 
et dans d'autres cas où le thermomètre à mercure n'est pas d'un 
emploi commode, ou ne présente pas un champ de variations assez 
étendu. 

D'après la théorie de Tait, la quantité que Thomson appelle chaleur 
spécifique de l'électricité est proportionnelle à la température absolue 
pour tout métal pur, sa grandeur et mème son signe variant pour les 
différents métaux. De là il tire, au moyen des principes de la Ther- 
modynamique, les résultats suivants : Soient 4,4, k,t, ket les cha- 
leurs spécifiques de l'électricité dans trois métaux &, b'et c; soient 
Tées Tea T'as les températures auxquelles les couples formés avec ces 


 , 


(') Proc. R. S. Edin., session 1850-71, p. 308; et 18 décembre 1851. 
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métaux sont neutres; les équations 
(hs — Le)T he Re — Ka)Tea + (Ka — Kb)T ab = 0, 
Jus = (Ka — Ko) (Tab — L), 
Lab = (Ka Ki — 4)[Tas — 34 + tà)] 
expriment les relations entre les températures de neutralisation, la 


valeur de l'effet de Peltier, et la force électromotrice, dans un circuit 
thermo-électrique. 
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CHAPITRE IV. 
ÉLECTROLYSE. 
Conduction électrolytique. 


255. J'ai déjà dit que, quand un courant électrique traverse, en un 
point de son circuit, certaines substances composées appelées éfectro- 
lytes, le passage du courant est accompagné d'une opération chimique 
appelée électrolyse : la substance se décompose en deux éléments ou 
ions; lun d'eux, appelé anion ou élément électronésatif, parait à 
l'anode, c'est-à-dire à l'endroit où le courant pénètre dans lélectrolste: 
l'autre, appelé cation ou élément électropositif, parait à la cathode. 
c'est-à-dire au point où le courant sort de l'électrolyte. 

L'étude complète de l'électrolyse appartient autant à la Chimie 
qu'à l'Électricité, Nous la considérerons à un point de vue électrique. 
sans discuter ses applications à fa théorie de la constitution des con- 
posés chimiques. 

De tous les phénomènes électriques, l'électrolyse parait être le plus 
propre à nous fournir des vues exactes sur la nature du courant élec- 
rique; car nous trouvons là des courants de matière ordinaire et de: 
courants d'électricité qui sont parties essentielles d'un mème phé- 
noméene. 

Et c'est sans doute pour cette raison mème que, dans l'état impar- 
fait de nos connaissances présentes en électricité, nous n'avons que des 
théories si peu satisfaisantes de l'électrolvse. 

Voici quelle est la loi fondamentale de l'électrolvse établie par 
Faraday el confirmée jusqu'à présent par les expériences de Beetz. 
de Hittorf et d'autres encore : 

Le nombre des équivalents électrochimiques d'un électrolste, qui 
sont décomposés dans un temps donné par le passage d'un courant 
électrique, est égal au nombre des unités d'électricité t'ansportées 
par le courant dans le même espace de temps. 

L'équivalent électrochimique d'une substance est la quantité de 
celte substance qui est décomposée par Funité du courant traversant 
la substance pendant Funité de temps ou, en d'autres termes, par le 
passage de l'unité d'électricité. Lorsque unité d'électricité est définie 
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en mesure absolue, la valeur absolue de l'équivalent électrochimique 
de chaque substance peut se délerminer en grains ou en grammes. 

Les équivalents électrochimiques des différentes substances sont 
proportionnels à leurs équivalents chimiques ordinaires. Mais les 
équivalents chimiques ne sont rien que des rapports numériques sui- 
vant lesquels se combinent les corps, tandis que les équivalents élec- 
trochimiques sont des quantités de matière définies, dépendant de la 
définition de l'unité d'électricité. 

Tout électrolyte est formé de deux éléments qui, pendant l'élec- 
Lrolvse, apparaissent aux points où le courant entre dans l'électrolyte 
et en sort, et en ces points seulement. Si donc nous concevons une sur- 
face quelconque décrile dans la masse de l’électrolyte, la grandeur de 
l'action électrol\tique qui se produit à travers cette surface, mesurée 
par le nombre d'équivalents électrochimiques des deux composants 
qui sont transportés à travers cette surface dans des directions oppo- 
sées, est proportionnelle au courant électrique total qui passe à tra- 
vers la surface. 

Le transport des ions dans des directions opposées, à travers la 
masse de l'électrolyte, fait donc partie intégrante du phénomène de la 
conduction des courants électriques à travers les électrolvtes. En tout 
point de Félectrolyte où passe un courant électrique existent aussi 
deux courants matériels de sens contraires, l'un d'anion et l'autre de 
cation, dont les lignes de flux sont identiques à celles du courant 
électrique, et qui lui sont proportionnels en grandeur. 

Il est donc naturel de supposer que les courants d'ions sont des cou- 
rants électriques de convection, et, en particulier, que chaque molé- 
cule de cation est chargée d’une certaine quantité fixe d'électricité 
positive, La mème pour les molécules de toute espèce de cation, et 
que chaque molécule d'auion est chargée d'une quantité égale d'élec- 
lectricité négative. 

Les mouvements opposés des ions dans l'électrolyte nous donnent 
donc une représentation physique complète du courant électrique. On 
peut aussi comparer ce mouvement des ions au mouvement des hi- 
quides ou de; gaz qui se mélangent par diffusion : il y a toutefois 
entre les deux phénomènes cette différence que, dans la diffusion, les 
différentes substances sont seulement mélangées et que le mélange 
n'est pas homogène; dans l'électrolyse les deux substances sont com- 
bintes chimiquement, et l'électrolyte est homogène. Dans la diffusion, 
la cause qui détermine le mouvement d'une substance dans une direc- 
tion donnée est une diminution de la quantité de cette substance qui 
est renfermée dans l'unité de volume, dans celle direction; dans l'élec- 


132 2° PARTIE, CIHAP. IV. — ÉLECTROLYSE. 


trolyse, le mouvement de chaque ion est dà à la force électromotrice 
qui agit sur les molécules électrisées. 


256. Clausius (!}, qui a beaucoup étudié la théorie de l’agitation 
moléculaire des corps, suppose que les molécules de tous les corps 
sont dans un état perpétuel de mouvement; dans les corps solides, la 
molécule ne s'écarte pas de sa position initiale au delà d'une certaine 
distance; au contraire, dans les fluides, une molécule qui s'est écartée 
à une certaine distance de sa position initiale est sollicitée tout au- 
tant à se mouvoir plus loin qu'à revenir en arrière. Les molécules 
d'un fluide qui semble en repos changent constamment de position 
et passent indifféremment d'un point à un autre du fluide. Clausius 
suppose que, dans un fluide composé, ce ne sont point seulement 
les molécules composées qui circulent de cetle manière, mais que, 
dans les chocs qui se produisent entre ces molécules composées, les 
atomes dont elles sont formées se séparent fréquemment, s'associent 
à d'autres, et qu'ainsi un atome déterminé d'une certaine espèce est 
associé tanLôt à un et tanlôt à un aulre des atomes de l'autre espèce. 
Ce phénomène se produirait de tout temps dans un liquide. Lorsqu'une 
force électromotrice agit sur le liquide, ces mouvements, qui s'effec- 
tuaient indifféremment dans toutes les directions, subissent Fintluence 
de la force électromotrice : les molécules chargées positivement ten- 
dent à se mouvoir vers la cathode plutôt que vers l'anode, les molt- 
cules chargées négalivement tendent à prendre un mouvement de 
sens inverse. Par suite, dans les instants où elles sont libres, les mo- 
lécules de cation se précipitent vers la cathode: mais à chaque instant 
leur marche est arrètée, parce que, rencontrant les molécules d'anion 
qui se précipitent en foule dans la direction opposée, elles s'unissent 
avec elles dans des groupements temporaires. 


257. Cette théorie de Clausius nous permet de comprendre com- 
ment il faut une force électromotrice de grandeur finie pour effectuer 
la décomposition matérielle d’un électrolyte, et comment, au con- 
traire, la conduction du courant dans l'électrolvte se fait d'après la 
loi de Ohm, en sorte que la force électromotrice, mème la plus faible, 
produit dans une électrolyse un courant de grandeur proportionnée. 

D'après la théorie de Clausius, la décomposition et la recomposi- 
tion de l'électrolste ont lieu constamment, lors mème quil nya pas 
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de courant, ct la force électromotrice la plus minime suffit pour di- 
riger ces opérations dans une certaine mesure et pour produire ainsi 
les courants d'ions et d'électricité qui font partie du mème phénomène. 
Mais, à l'intérieur de l'électrolvte, les ions ne sont jamais mis en li- 
berté en quantité finie, et c'est cette mise en liberté des ions qui exige 
une force électromotrice finie. Les ions s'accumulent aux électrodes: 
car, à mesure qu'elles ÿ arrivent, les portions successives des ions 
n'\ rencontrent pas des molécules de l'autre espèce, toutes prêtes à 
entrer en combinaison, mais elles sont poussées de force en compagnie 
de molécules de mème espèce qu'elles-mêmes, auxquelles elles ne 
peuvent se combiner. La force électromotrice nécessaire pour pro- 
duire cet effet est de grandeur finie, et elle donne naissance à une 
force électromotrice contraire qui produit un courant de sens inverse 
lorsque les autres forces électromotrices sont supprimées. Lorsque se 
manifeste cette force électromotrice inverse, due à l'accumulation des 
ions sur les électrodes, on dit que les électrodes sont polarisées. 


258. Une des meilleures méthodes pour déterminer si un corps est 
ou non un électrolyte, consiste à le placer entre des électrodes de 
platine et le faire traverser, pendant quelque temps, par un cou- 
rant; puis, détachant les électrodes de la pile voltaïque et les reliant 
à un galvanomètre, on observe si le galvanomètre est traversé par un 
courant inverse dù à la polarisation des électrodes. L'existence d’un 
pareil courant, étant due à l'accumulation sur les deux électrodes de 
substances différentes, démontre que la matière a subi une décompo- 
sition électrolytique sous l’action du courant initial de la pile. Cette 
méthode peut s'appliquer souvent dans des cas où les méthodes chi- 
miques directes auraient peine à révéler la présence de produits de 
décomposition sur les électrodes. (Foër $ 271.) 


259. Jusqu'ici la théorie de l'électrolyse paraît très satisfaisante. 
Elle explique le courant électrique, dont nous ne comprenons pas la 
nature, par les courants des éléments matériels de l’électrolyte, dont 
les mouvements, pour n'être pas visibles à l'œil, n’en sont pas moins 
aisés à démoutrer. Elle explique clairement, ainsi que l'a montré 
l'araday, pourquoi un électrolyte qui est conducteur à l'état liquide 
ne l'est plus à l'état solide; car, si les molécules ne peuvent circuler 
hibrement d'un point à un autre, il ne peut y avoir conduction électro- 
l\tique : donc, pour ètre conductrice, la substance doit ètre rendue 
liquide, par voie de fusion ou de solution. 

Mais, si nous allons plus loin, si nous admettons que dans l'électro- 

Tr. d'Elect. et de Magn., 1. 28 


4134 3® PARTIE, CHAP. IV. — ÉLECTROLYSE. 


lvte les molécules des ions sont réellement chargées de quantités déf- 
nies d'électricités positive et négative, en sorte que le courant élec- 
trolytique ne serail qu'un simple courant de convection, cette hvpo- 
thèse séduisante nous amène sur un terrain bien difficile. 

Eu premier lieu, il faut admettre que, dans tout électrolvte, chaque 
molécule de cation, au moment où elle est mise en liberté sur la cathode, 
cède à la cathode une charge d'électricité positive dont la grandeur 
est la mème pour toutes les molécules, non seulement de ce cation. 
mais encore de tout autre cation. De mème chaque molécule d'anion 
mise en liberté donne à l'anode une charge d'électricité négative, de 
mème grandeur que la charge positive due à une molécule de cation, 
mais de signe eontraire. 

Si, au lieu d'une seule molécule, nous considérons un assemblage 
de molécules formant un équivalent électrochimique de lion, la charge 
Lotale de toutes ces molécules est, ainsi que nous l'avons vu, une unité 
d'électricité positive ou négative. 


260. Nous ne savons pas encore combien il y a de molécules dans 
un équivalent électrochimique d'une substance, mais la théorie chi- 
mique moléculaire, qui est confirmée par un grand nombre de consi- 
dérations physiques, suppose que le nombre de molécules contenues 
dans un équivalent électrochrnique est le mème pour toutes les «ub- 
stances. Nous pouvons donc, dans les considérations moléculaires, 
admettre que le nombre des molécules contenues dans un équivalent 
électrochimique est un certain nombre N, inconnu pour le moment, 
mais que plus tard on pourra trouver moyen de déterminer (1). 

Alors chaque molécule, en se dégageant de Fétat de combinaison. 


1 . .. 
abandonne une charze dont la grandeur est +? charge qui est positive 


pour Le cation et négative pour lanion. C'est cette quantité déterminée 
d'électricité que nous appellerons charge moléculaire. Si on la con- 
naissait, ce serait unité d'électricité la plus naturelle. 

Jusqu'iei nous n'avons fait que préciser nos idées, en recourant à 
Fimagination pour nous représenter comment les molécules se char- 
cent et se déchargent. 

La mise en Hiberté des ions, Ja sortie de Félectricité positive de 
l'anode, son entrée dans la cathode sont des faits simultanés. Or les 
ions mis en Bberté ne sont pas électrisés; donc, pendant qu'ils sont 


me 
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combinés, leurs charges moléculaires sont telles qu'on vient de les 
décrire. 

Mais, s'il est aisé d'en parler, il n'est pas aussi aisé de concevoir 
l'électrisation d'une molécule. 

Nous savons que, si deux métaux sont mis en contact en un point, 
le reste de leur surface s’électrise; que, si ces métaux sont en forme 
de plateaux séparés par une couche d'air très mince, la charge de 
chaque plateau peut devenir considérable. On peut supposer qu'il se 
produit quelque chose d'analogue lorsque les deux éléments d'un 
électrolyte sont combinés; on peut supposer que, dans chaque couple 
de molécules, il y a un point de contact, et que le reste des surfaces 
est chargé par l'électricité due à la force électromotrice de contact. 

Mais, pour expliquer le phénomène, il nous faut montrer pourquoi 
la charge produite ainsi dans chaque molécule a une grandeur con- 
stanle; pourquoi, par exemple, une molécule de chlore étant com- 
binée à une molécule de zinc, la charge moléculaire est la mème que 
si la molécule de chlore est combinée à une molécule de cuivre, alors 
que la force électromotrice du couple chlore-zinc est bien plus grande 
que celle du couple chlore-cuivre. Si la charge des molécules est 
l'effet de la force électromotrice de contact, pourquoi des forces élec- 
tromotrices d'intensités différentes produisent-elles des charges égales? 

Supposons cependant que nous passions sur cette difficulté, nous 
bornant à affirmer ce fait que la charge moléculaire a une valeur con- 
stante ; et, pour la facilité de l'élocution, appelons cette charge molté- 
culaire constante une molécule d'électricité. 

Cette expression, si imparfaite qu'elle soit, si peu en harmonie avec 
le reste de cet Ouvrage, nous permettra du moins d'énoncer claire- 
ment ce que l'on sait relativement à lélectrolyse, et d'apprécier les 
difficultés qui se présentent. 

Tout électrolyte doit être considéré comme un composé binaire 
formé de l'anion et du cation. L’anion ou le cation, ou tous deu, 
peuvent être des corps composés, en sorte que la inolécule d’anion ou 
de cation peut renfermer un nombre quelconque d'atomes simples. 
Une molécule d'anion et une molécule de cation combinées ensemble 
forment une molécule d'électrolyte, 

our pouvoir fonetionner comme anion dans un électrolyte, la mo- 
lécule qui joue ce rèle doit être chargée de ce que nous avons appelé 
une molécule d'électricité négative; pour fonctionner comme cation, 
la molécule doit être chargée d'une molécule d'électricité positive. 

Ces charges ne sont liées aux molécules que quand celles-ci sont 
combinées comme anion et cation dans l'électrolyte. 


436 29 PARTIE, CHAP. IV. — ÉLECTROLYSE. 


Lorsque les molécules sont électrolysées, elles cèdent leurs charges 
aux électrodes, et, une fois dévagées de la combinaison, se présentent 
à l'état de corps non électrisés. 

Si une même molécule est susceptible de fonctionner comme anion 
dans un électrolyte, comme cation dans un autre, et, en outre, 
d'entrer dans des combinaisons qui ne sont pas des électrolvtes, il 
nous faut admettre que cette molécule reçoit une charge d'électricité 
positive quand elle agit comme cation, une charge négative quand 
elle agit comme anion, enfin qu’elle n'a point de charge quand elle est 
daus un corps non électrolvte. 

Ainsi l'iode agit comme anion dans les iodures métalliques et l'acide 
iodhydrique et, comme cation, dit-on, dans le bromure d’iode. 

Cette théorie des charges moléculaires peut servir à nous rappeler 
bon nombre de faits relatifs à l'électrolyse; mais 1! est très peu pro- 
bable que, le jour où nous serons parvenus à comprendre la nature 
véritable de l'électrolyse, nous conservions rien de la théorie des 
charges moléculaires; car nous aurons alors acquis une base assurée 
pour édifier la véritable théorie des courants électriques, et nous 
rendre indépendants de ces théories provisoires. 


261. Un des pas les plus importants que nous ayons faits dans la 
connaissance de l’électrolyse a été de distinguer les phénomènes chi- 
miques secondaires qui sont produits par le dégagement des ions aux 
électrodes. 

Dans bien des cas, les substances que l'on trouve aux électrodes 
ne sont pas les ions proprement dits de l'électrolsse, mais les produits 
de l'action de ces ions sur l’électrolyte. 

Ainsi, lorsqu'une solution de sulfate de soude est décomposée par 
un courant qui traverse aussi de l'acide sulfurique étendu, il se dégage 
aux deux anodes des quantités ésales d'oxyyène, aux deux cathodes 
des quantités égales d'hydrogène, aussi bien dans le sulfate de soude 
que dans l'acide étendu. 

Mais si lélectrolyse est effectuée dans des vases convenables, tubes 
en Ü ou vases munis d'un diaphragme poreux, de façon que lon 
puisse examiner à part la substance qui entoure chaque électrode, on 
trouve qu'à l'anode du sulfate de soude 11 v a un équivalent d'acide 
sulfurique, en mème Lemps qu'un équivalent d'oxygène, et à la ca- 
thode un équivalent de soude, en mème temps que deux équivalents 
d'hydrogène. 

Il semblerait done à première vue que, conformément à l’ancienne 
théorie sur la constitution des sels, le sulfate de soude ait été décom- 
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posé en ses éléments : acide sulfurique et soude, et que l'eau de la 
solution ait été séparée en mème temps en oxygène et hydrogène. 
Mais une pareille explication obligerait à admettre que le mème cou- 
rant, qui, en traversant l'acide sulfurique étendu, décompose un équi- 
valent d'eau, peut, lorsqu'il traverse la solution de sulfate de soude, 
décomposer un équivalent de sel en mème temps qu'un équivalent 
d'eau; ce qui est contraire à la loi des équivalents électrochimiques. 

Mais supposons que les éléments du sulfate de soude sont, non pas 
SO3 et NaO, mais SO* et Na, non pas de l'acide sulfurique et de 
la soude, mais du sulfion et du sodium: alors le sulfion va vers 
l'anode, et v est mis en liberté; mais, comme il ne peut exister à l'état 
libre, sa molécule se brise en acide sulfurique et oxygène, et il y a un 
équivalent de chacun. En mème temps, le sodium mis en liberté à la 
cathode + décompose l'eau et forme un équivalent de soude et deux 
d'hydrogène. 

Dans l'acide sulfurique étendu, les gaz que l’on recueille aux élec- 
trodes sont les éléments de l'eau, un volume d'oxygène, deux volumes 
d'hydrogène. La quantité d'acide sulfurique augmente aussi à l'anode, 
mais non d'une quantité égale à un équivalent. 

On doute si l'eau pure est un électrolyte ou non: plus elle est pure, 
plus est grande la résistance qu'elle présente à la conduction électro- 
lvtique. Les moindres traces de matière étrangère suffisent à dimi- 
nuer fortement sa résistance électrique. Lies différents observateurs 
ont obtenu pour la résistance électrique de l'eau des valeurs si diffé- 
rentes que l'on ne saurait considérer cette quantité comme déterminée. 
Plus l'eau est pure, plus sa résistance est grande; et, si l'on pouvait 
obtenir de l'eau absolument pure, on peut douter qu’elle conduisit au- 
cunement l'électricité. 

Tant que l'eau était considérée comme un électrolvte, et qu’elle 
était mème prise pour type des électrolvtes, il v avait de fortes raisons 
de soutenir qu'elle est un composé binaire, et que deux volumes d'hy- 
drogène sont chimiquement équivalents à un volume d'oxygène. Mais, 
si l'on admet que l’eau n'est pas un électrolvte, on est libre de sup- 
poser que des volumes égaux d'oxygène et d'hydrogène sont chimi- 
quement équivalents. 

La thicorie dynamique des gaz nous conduit à supposer que, dans 
les gaz parfaits, des volumes égaux contiennent toujours un mème 
nombre de molécules, et que la partie principale de la chaleur spéci- 
fique, celle qui dépend du mouvement d’agitation des molécules 
les unes autour des autres, est la même pour un même nombre de 
molécules de tous les gaz. Nous sommes donc conduits à préférer 
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un svstème chimique dans lequel on considère comme équivalents des 
volumes égaux d'hydrogène et d'oxygène, et où l'eau est considérée 
comme formée de deux équivalents d'hydrogène et d'un équivalent 
d'oxygène, c'est-à-dire comme un corps qui n'est sans doute pas sus- 
ceptible d'être électrolvsé directement. 

L'électrolyse établit donc le rapport étroit des phénomènes électri- 
ques et des phénomènes de combinaison chimique, mais le fait que 
tous les composés chimiques ne sont point des électrolytes montre 
que Ja combinaison chimique est un phénomène plus complexe que les 
phénomènes purement électriques. Ainsi, les combinaisons des métaux 
entre eux, quoique formées d'éléments bons conducteurs et placés à des 
degrés diflérents de l'échelle d'électrisation par contact, ne sont pas 
décomposées par le courant, même à l'état fluide. La plupart des 
combinaisons entre substances qui fonctionnent comme anions ne 
sont pas conductrices, ni, par suite, électrolvtes. Et, outre ceux-là, il 
y a encore un grand nombre de composés, qui, contenant les mèmes 
cléments que des électrolvtes, mais en proportions différentes, ne 
sont pas conducteurs ni, par suite, électrolvtes. 


De la conservation de l'énergie dans l'électrolyse. 


262. Considérons un circuit voltaïque formé d'une pile, d’un fil et 
d’un voltamètre. 

Pendant qu'il passe une unité d'électricité dans chaque section du 
circuit, il v a électrolyse d'uu équivalent électrochimique de chaque 
substance contenue dans les vases de là pile ou dans le voltamètre. 

On peut déterminer la quantité d'énergie mécanique équivalente à 
une opéralion chimique donnée, eu transformant en chaleur toute 
l'énergie due à cette opération et en exprimant cette chaleur en unités 
dynamiques : il n'y à qu'à multiplier le nombre des unités thermiques 
par l'équivalent mécanique de la chaleur, déterminé par Joule. 

Dans le cas où cette méthode directe n’est pas applicable, on 
amène les substances à un même état final en prenant successivement 
pour point de départ l'état où elles étaient avant Fopération chimique. 
el celui où elles sont après cette opération; si Fon peut évaluer les 
quantités de chaleur dégagées dans ces deux cas, l'équivalent ther- 
mique de l'opération chimique est la différence de ces deux quan- 
tités. 

Juule a reconnu que si l'action chimique, entretient un courant 
voltaique, la quantité de chaleur dégagée dans les éléments de la pile 
est inférieure à la quantité de chaleur équivalente aux actions chi- 
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miques qui se produisent dans ces éléments, et que Île reste de cette 
chaleur se développe dans les fils de communication, ou bien, s'il + a 
une machine électromagnétique dans le circuit, qu’elle se retrouve en 
partie dans le travail mécanique de cette machine. 

Ainsi, les électrodes d'une pile voltaïque étant reliées d’abord par 
un fil gros et court, ensuite par un fil fong et mince, la chaleur déga- 
aée dans la pile, pendant que se dissout un gramme de zinc, est plus 
“rande dans le premier cas que dans le second; mais la chaleur déve- 
loppée dans le fil est plus grande dans le second cas que daus le pre- 
nier. Et la somme des chaleurs dégagées dans la pile et dans Île fil 
pendant la dissolution d’un gramme de zinc est la mème dans les 
deux cas. Ce résultat à été établi par Joule par des expériences di- 
rectes. 

Le rapport de la chaleur dégagée dans la pile à la chaleur dégagée 
dans le fil est égal au rapport des résistances de la pile et du fil. Si 
donc on fait le fil suffisamment résistant, presque toute la chaleur sera 
dégagée dans le fil; si on le fait suffisamment conducteur, presque 
toute la chaleur sera dégagée dans la pile. 

Prenons un fil de grande résistance : la quantité de chaleur qui v 
est développée est égale, en mesure dynamique, au produit de la quan- 
uté d'électricité qui passe par la force électromotrice qui la fait mou- 
voir dans le fil. 


263. Or, dans le temps qu'un équivalent électrochimique de la sub- 
stance placée dans la pile subit l'opération chimique qui donne naïs- 
sance au courant, il passe dans le Hil une unité d'électricité. Donc, 
dans ee cas, la chaleur produite par le passage de l'unité d'électricité 
a pour mesure la force électromotrice. Mais cette chaleur est celle que 
développe, dans Ha pile ou dans le fil, un équivalent électrochimique 
de la substance, pendant qu'elle subit l'opération chimique consi- 
dérée, 

De là l'important théorème (1) qui suit, démontré pour la première 
fois par Thomson (Phil. MHaz., décembre 1851) : 


La force électromotrice d'un système électrochimtvque est. en 


— —— —_—  ——— a“ — —— _ 


(‘) On ne peut considérer ce théorème comme établi qu'à condition de négliger 
les dégagements de chaleur qui ont lieu aux surfaces de contact des conducteurs 
qui composent le circuit, surfares qui sont au moins au nombre de trois. Le rap- 
port de la chaleur ainsi dégagée à la chaleur dégagée dans le til extérieur ne 
tend pas nécessairement vers zéro quand on augmente indéfiniment la resistance 
du fil extéricur. [P.] 
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mesure absolue, égale à l'équivalent mécanique de l'action chi- 
mique effectuée sur un équivalent électrochimique de la substance. 


Les équivalents thermiques d'un grand nombre de réactions chi- 
niques ont été déterminés par Andrews, Hess, Favre, Silberinann,etc., 
el l'on en peut déduire les équivalents mécaniques en multipliant 
par Féquivalent mécanique de la chaleur. 

Non seulement ce théorème nous permet d'évaluer, en partant des 
données purement thermiques, la force électromotrice des différent: 
systèmes voltaïques, et de calculer les forces électromotrices néces- 
saires pour produire l'électrolyse dans différents cas, mais encore il 
“ous donne le moven de mesurer effectivement les affinités chimiques. 

Depuis longtemps on sait que laffinité chimique, c'est-à-dire la 
tendance à la production d'un certain changement chimique, est plus 
urande dans certains cas que dans d'autres; mais on ne pouvait en faire 
de mesure véritable jusqu'au jour où 1l à été démontré que, dans 
cerlaines circonstances, celte tendance est exactement équivalente à 
une force électromotrice, et, par suile, peut se mesurer d’après les 
mèmes principes que les forces électromotrices. 

Et du moment que l'affinité chimique peut, dans certains cas, ètre 
soumise à la mesure, toute la théorie des actions chimiques, des pro- 
portions dans lesquelles elles s'établissent, du déplacement d’une 
substance par une autre, etc., devient bien plus aiste à comprendre 
que quand laffinité chimique Ctait considérée comme une qualité sui 
geonerts, impossible à mesurer numériquement. 

Si les produits de lélectrolxse ont un plus grand volume que Félec- 
trolvte, du travail est dépensé pendant lélectrolvse pour vainere la 
pression. Si le volume d'un équivalent électrochimique de l'électrolvte 
s'accroil d'un volume s quand on le soumet à l'électrolsse sous fa pres- 
Sion p, le travail dépensé pour vaincre la pression, pendant le passage 
de Punité d'électricité ep, et la force éleetromotrice nécessaire pour 
produire Félectrolyse, doivent comprendre une partie égale à 6p, se 
dépensant à exécuter ce travail mécanique. 

Si les produits de lélectrolvse sont des gaz qui, comme loxvéène 
el lhidrogwène, sont bien moins denses que Félectrolvte, et suivent 
rés exactement la loi de Bovle, wp est à très peu près constant, la 
Lempérature restant la même, et la force électromotrice nécessaire 
pour produire lélectrolvse ne dépendra pas sensiblement de la pres- 
sion. Ainsi, lon à reconnu qu'il est impossible d’empècher la décom- 
posilion de l'acide sulfurique étendu en renfermant dans un petit 
espace les 5az résullant de la décomposition. 
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Si les produits de l'électrolvse sont liquides ou solides, la quantité 
‘p augmente à mesure que la pression augmente : si donc s est posi- 
uf, un accroissement de pression augmente la force électromotrice 
nécessaire pour produire l’électrolvse. 

De mème, tout autre travail, quel qu'il soit, qui s'effectue pendant 
l'électrolyse aura son effet sur la valeur de la force électromotrice : 
par exemple, si un courant vertical passe entre deux électrodes de 
zine dans une solution de sulfate de zinc, 1l faudra une force électro- 
motrice plus grande si, dans la solution, le courant va de bas en haut 
que s'il va de haut en bas; car, dans le premier cas, le zinc est trans- 
porté de l'électrode inférieure à l’électrode supérieure, et de l'élec- 
trode supérieure à l'électrode inférieure dans le second. La force 
électromotrice nécessaire de ce chef est inférieure à un millio- 
méme de celle de l'élément Daniell, par pied de distance entre les 
électrodes. 
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CHAPITRE V. 


POLARISATION ÉLECTROLYTIQUE. 


264. Lorsque l'on fait passer un courant électrique dans une élec- 
trolyte entre des électrodes métalliques, l'accumulation des ions sur 
les électrodes produit le phénomène appelé polarisation, lequel con- 
siste dans le développement d’une force électromotrice agissant en 
sens inverse du courant et produisant une augmentation apparente de 
résistance. 

Si l'on emploie un courant continu, la résistance semble augmenter 
rapidement à partir du moment où commence le courant et finit par 
atteindre une valeur à peu près constante. Si l'on change la forme du 
vase qui contient l'électrolvte, la résistance est modiliée, de mème 
qu'un changement analogue dans la forme d'un conducteur métallique 
modifierait sa résistance; mais, en outre, il faut toujours ajouter à la 
résistance vraie de lPélectrolvte une résistance apparente dépendant 
de la nature des électrodes, 


265. Ces phénomènes ont conduit quelques personnes à supposer 
qu'il faut une force électromotrice finie pour faire passer un courant à 
travers un électrolvtie, Mais il a été démontré, par les recherches de 
Lenz, de Neumann, de Beetz, de Wiedemann (1), de Paalzow (2). et. 
récemment par celles de MM. F. Kohlrauseh et W. À. Nippoldt (#1. 
que la conduction se fait dans l'électrol\te mème, avec autant de pré- 
cision que dans les conducteurs métalliques, et que cette résistance 
apparente que l'on observe à la surface de séparation des électrodes 
et de l'électrolste est entièrement due à la polarisation. 


266. Le phénomène appelé polarisation consiste, dans le cas d'uu 
courant continu, en une diminution d'intensité, ce qui accuse l'exi- 
stence d'une force s'opposant au passage du courant. La résistance se 
manifeste aussi comme une force opposée au courant; mais il est aisé 

(') Galvanismus, vol. I. 

(*) Monatsbericht, Berlin, juillet 1868. 
(*) Pogg. Ann., vol. CANNXVII, p. 256, octobre rSG. 
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de distinguer les deux phénomènes, en supprimant ou en inversant 
brusquement la force électromotrice. 

La force de résistance est toujours dirigée en sens inverse du cou- 
rant : la force électromotrice nécessaire pour la surmonter est propor- 
tionnelle à l'intensité du courant, et change de sens si l’on change le 
sens du courant. Si la force électromotrice extérieure devient nulle, le 
courant s'arrête purement et simplement. 

Au contraire, la force électromotrice de polarisation a une direc- 
Lion fixe, en sens inverse du courant qui l'a produite. Si l'on supprime 
la force électromotrice qui produisait le courant, la polarisation donne 
lieu à un courant de sens inverse. 

On peul comparer la différence entre ces deux phénomènes à la dif- 
férence qu'il y a entre refouler de l’eau à travers un long tube capil- 
laire et refouler de l'eau dans un réservoir par un tuyau de longueur 
modérée. Dans le premier cas, si l'on supprime la pression qui pro- 
duit l'écoulement, le courant s’arrète, et c’est tout. Dans le second 
cas, si l'on supprime la pression, l’eau se met à refluer en dehors du 
réservoir. 

Pour reudre plus complète cette analogie mécanique, 1l suffit de 
supposer que Île réservoir à une médiocre profondeur, de facon qu'il 
déborde dès qu'on v a refoulé une certaine quantité d’eau. On repré- 
sente ainsi ce fait, qu'il y à une valeur maximum de la force électro- 
motrice Lolale de polarisation. 


267. La cause de la polarisation paraît ètre la présence sur les élec- 
trodes des produits de décomposition électrolytique du fluide inter- 
posé. Les surfaces des électrodes sont ainsi rendues électriquement 
dissemblables, et il s'établit entre elles une force électromotrice dont 
la direction est opposée à celle du courant qui a produit la polarisation. 

Les ions, dont la présence sur les électrodes produit les phénomènes 
de polarisation, ne sont pas dans un état de liberté parfaite, mais 
adhèrent aux électrodes avec une très grande force. 

La force clectromotrice de polarisation dépend de la densité du 
dépôt d'ion qui recouvre l'électrode; mais elle n’est pas proportion- 
nelle à cette densité et ne croit pas aussi rapidement. 

Le dépôt d'ion tend constamment à devenir libre et, alors, à se dif- 
fuser dans le liquide, ou à s'échapper à l'état gazeux, ou à se préci- 
piter sous forme solide. 

Cette polarisation se détruit avec une vitesse très faible pour les 
polarisations faibles, très rapidement pour les valeurs voisines de la 
limite de polarisation. 
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268. Nous avons vu, au $ 262, que la force électromotrice qui in- 
tervient dans une électrolvse est numériquement égale à l’équivalent 
mécanique de cette opération évalué pour un équivalent électrochi- 
mique de la substance. Si l'opération correspond à une diminution 
de l'énergie intérieure de la substance soumise à l’opération, comme 
c'est le cas dans la pile voltaïque, la force électromotrice est dans le 
sens du courant. Mais, si l'opération détermine un accroissement de 
l'énergie intérieure des substances, comme c’est le cas dans un vol- 
tamètre, la force électromotrice est en sens inverse de celle du cou- 
rant, et on l'appelle force électromotrice de polarisation. 

Dans le cas d'un courant constant, qui produit continuellement une 
électrolse où les ions se séparent à l'état de liberté sur les électrodes, 
nous n'avons qu'à mesurer par une méthode convenable Fénergie 
intérieure des ions séparés et à la comparer à celle de l'électrolvte, 
et nous pourrons calculer la force électromotrice nécessaire pour 
produire l’électrolyse. On a ainsi la polarisation maximum. 

Mais, dans les premiers moments de l'électrolyse, les ions qui se dé- 
posent aux électrodes ne sont pas à l'état de liberté; leur énergie inté- 
ricure est moindre que quand ils sont libres et plus grande que quand 
ils sont combinés dans l'électrolyte. En fait, tant que le dépôt de l'ion 
sur l'électrode est très mince, l'ion se trouve dans un état compa- 
rable à celui d'une combinaison chimique avec l'électrode; à mesure 
que le dépôt augmente de densité, les portions successives ne sont 
plus si intimement combinées avec l'électrode, mais sont simplement 
adhérentes; et, à la fin, le dépôt s'échappe en bulles s'il est gazeux, 
se diffuse dans l'électrolste s’il est liquide, forme un précipité s'il 
est solide. 

En étudiant la polarisation, nous avons donc à considérer : 

1° La densité superficielle du dépôt, que nous pouvons appeler 5. 
La quantité 5 représente le nombre d’équivalents électrochimiques de 
lion déposés sur l'unité de surface. EL puisque chaque équivalent 
électrochimique déposé correspond à une unité d'électricité transmise 
par le courant, nous pouvons considérer s comme représentant une 
densité superficielle de matière ou bien d'électricité. 

2 La force électromotrice de polarisation, que nous pouvons ap- 
peler p. Cette quantité p est la différence des potentiels électriques 
des deux électrodes, lorsque le courant qui traverse l'électrolyte est 
si faible que la résistance propre de l'électrolyte ne donne lieu à au- 
cune différence sensible entre ces potentiels. 

À chaque instant, la force électromotrice p est égale numérique- 
ment à l'équivalent mécanique de l'opération électrolytique qui se 
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produit à cet instant, cette opération portant sur un équivalent élec- 
trochimique de l'électrolyte. Cette opération électrolytique consiste, 
on doit s'en souvenir, dans le dépôt des ions sur les électrodes, et 
l'état dans lequel se déposent ces ions dépend de l'état actuel des 
surfaces des électrodes, lesquelles peuvent avoir été modifiées par des 
dépôts antérieurs. 

Donc, à chaque instant, la force électromotrice dépend de l'histoire 
antérieure de l'électrode. Plus exactement, elle est une fonction de la 
densité superficielle s du dépôt, telle que p — 0 quand 5 — 0; mais p 
approche de la limite bien plus rapidement que o. D'ailleurs, il ne 
saurail être exact de dire que p est une fonction de s; il serait plus 
correct de dire que p est une fonction de l’état chimique de la couche 
extérieure du dépôt, état qui est lié à la densité du dépôt par une loi 
où intervient le temps. 


269. 3° La troisième chose dont nous devons tenir compte est la 
dissipalion de la polarisation. Lorsque Îa polarisation est laissée à 
elle-même (1), elle décroit avec une vitesse qui dépend, en partie, de 
l'intensité de polarisation, c’est-à-dire de la densité du dépôt, en partie 
de la nature du milieu environnant, et des actions chimiques, méca- 
niques où thermiques auxquelles est exposée la surface de l’électrode. 

Si nous déterminons un temps T, tel qu'à La vitesse où se dissipe le 
dépôt il soit dissipé en entier dans le temps T, nous pouvons appeler 
T'le module de durée de la dissipation. Si la densité du dépôt est très 
faible, T est très grand et peut s'évaluer en jours et en mois; si la 
densité du dépôt approche de sa valeur limite, T décroit très rapide- 
ment et n’est probablement qu'une pelite fraction de seconde. En fait, 
la vitesse de dissipation augmente si rapidement que, la force du 
courant étant maintenue constante, les ÿaz provenant de la décompo- 
sition, au lieu de contribuer à augmenter la densité du dépôt, s'échap- 
pent en bulles à mesure qu'ils se forment. 


270. [l v à donc une grande différence dans l'état de polarisation 
des électrodes d'un voltamètre, suivant que la polarisation est faible 
ou qu'elle atteint sa valeur maximum. Par exemple, si l'on dispose 
en série un certain nombre de voltamètres à électrodes de platine, 
renfermant de l'acide sulfurique étendu, et si l'on fait agir sur ce cir- 
cuil une force électromotrice faible, comme celle d’un élément Daniell, 


(*) C'est-à-dire les électrodes préalablement polarisées et abandonnées à clles- 
mèmes à circuit ouvert. [P.] 
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cette force électromotrice ne produira qu'un courant de très courte 
durée; car, au bout d’un temps très court, la force électromotrice, due 
à la polarisation des voltamètres, fera équilibre à celle de l'élément 
Daniell. 

Dans le cas d'une polarisation aussi faible, la dissipation est très 
faible et se produit très lentement par absorption et diffusion des gaz 
dans le liquide. Le quantum de cette dissipation est indiqué par Île 
courant extrêmement faible qui continue de passer sans que l'on voie 
se séparer aucun gaz. 

Si nous négligeons cette dissipation pour la courte durée pendant 
laquelle s'établit l'état de polarisation, et si nous appelons Q la quan- 
Lité totale d'électricité transportée pendant ce temps par le courant, 
et si nous désignons par À la surface d'une des électrodes et par s la 
densité du dépôt supposé uniforme, 


Q = \3. 


Si maintenant nous détachons de la pile Daniell les électrodes de ce 
système électrolytique, pour les relier à un galvanomètre susceptible 
de mesurer la décharge totale qui le traverse, une quantité d'électri- 
cité à peu près égale à Q aura passé dans la décharge quand la polari- 
sation aura disparu. 


271. On peut donc comparer l'action d'un appareil de ce genre, 
qui est une forme de la pile secondaire de Ritter, avec l’action d'une 
bouteille de Leyde. 

La pile secondaire et la bouteille de Leyde peuvent toutes deux ètre 
chargées d'une certaine quantité d'électricité et en ètre ensuite dé- 
chargées. Pendant la décharge, il passe une quantité d'électricité à peu 
près égale à la charge, mais en sens inverse. La différence entre la 
charge et la décharge est due en partie à la dissipation, phénomène 
trés lent dans le cas des petites charges, mais qui devient extrème- 
ment rapide lorsque la charge dépasse une certaine limite. Elle tient 
encore au fait suivant : lorsque les électrodes ont été reliées assez 
longtemps pour produire une décharge en apparence complète, qu'on 
les sépare quelque temps et qu'on les relie de nouveau, on obtient 
une seconde décharge dans la mème direction que la première. C'est 
ce qu'on appelle la décharge résiduelle, phénomène commun à la 
bouteille de Levde et à la pile secondaire. 

La pile secondaire peut donc ètre comparée, à divers égards, à la 
bouteille de Leyde : mais il ÿ a certaines différences importantes. La 
charge d'une bouteille de Leyde est très exactement proportionnelle 
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à la force électromotrice de charge, c'est-à-dire à la différence de po- 
tentiels des deux surfaces, et l’on appelle capacité de la bouteille 
une quantité constante qui est la charge correspondant à l'unité de 
force électromotrice. La quantité correspondante, que l'on pourrait 
appeler la capacité de la pile secondaire, croît lorsque la force élec- 
tromotrice augmente. 

La capacité de la bouteille de Leyde dépend de l'aire des surfaces 
opposées, de leur écartement, de la nature de la substance qui les sé- 
pare, mais non de la nature des surfaces métalliques elles-mèmes. La 
capacité de la pile secondaire dépend de l'aire des électrodes, mais 
non de leur distance; elle dépend de la nature des surfaces de ces 
électrodes, aussi bien que de la nature du fluide qui les sépare. La 
différence de potentiels maximum qui peut subsister entre les clec- 
trodes d’un élément de pile secondaire est faible, si on la compare 
à la différence de potentiels maximum qui peut exister entre les ar- 
matures d’une bouteille de Leyde chargée : par suite, pour avoir une 
force électromotrice considérable, il faut employer une pile d'un 
srand nombre d'éléments. 

D'autre part, dans la pile secondaire la densité superficielle de la 
charge est énormément plus considérable que la plus grande densité 
superficielle des charges que lon peut accumuler sur la surface d’une 
bouteille de Levde : c'est à ce point que M. C.-F. Varley (1), décri- 
vant la construction d’un condensateur de grande capacité, recommande 
une série de feuilles d'or ou de platine plongées dans un acide étendu, 
comine bien préférables, au point de vue du bon marché, à des feuilles 
d'élain séparées par une matière isolante et agissant par induction. 

La forme sous laquelle s'accumule l'énergie dans une bouteille de 
Levde est un état de contrainte du diélectrique compris entre Îles 
surfaces conductrices, état que J'ai déjà décrit sous le nom de polari- 
sution électrique: et, en signalant les phénomènes relatifs à cet état 
actuellement connus, je faisais remarquer combien est imparfaite 
notre connaissance de ce qui se passe en réalité (voër $ 62 et 111). 

L'énergie accumulée dans la pile secondaire réside dans l'état chi- 
mique de la couche matérielle répandue à la surface des électrodes. 
Cette couche est formée par les ions de l'électrolyte et par la substance 
mème de lélectrode, unis dans une relation qui varie de la combi- 
naison chimique à la condensation superficielle, ladhérence méca- 
nique ou la simple juxtaposition. 


(') Spécification de C.-F. Varley : Z£lectric Telegraphs, etc.; janvier 1850. 
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plaque négative. Dans la pile de Smée, les plaques négatives sont ver- 
ticales et couvertes de platine finement divisé, duquel les bulles d‘hy- 
drogène se détachent aisément : dans leur mouvement ascendant, elles 
déterminent dans le liquide un courant qui aide à balayer les autres 
bulles à mesure qu’elles se forment. 

Une méthode bien plus efficace consiste dans l'emploi de moyens 
chimiques. Il ÿ en a de deux sortes. Dans les piles de Bunsen et de 
Grove, les plaques négatives sont plongées dans un liquide riche en 
oxygène, auquel l'hydrogène se combine, au lieu de former une couche 
sur Ja plaque. Dans la pile de Grove, la plaque est en platine et 
plonge dans de l'acide nitrique fort. Dans la première pile de Bunsen, 
la plaque est en charbon et plonge dans le même acide. On emploie 
aussi pour le même usage l’acide chromique, qui a l'avantage de ne 
point émettre de vapeurs acides comme celles que produit la réduc- 
tion de l’acide nitrique. 

Un autre moyen de se débarrasser de l'hydrogène consiste à em- 
ployer le cuivre comme métal négatif et à couvrir sa surface d’une 
couche d'oxyde. Mais cet oxyde disparaît rapidement quand on em- 
ploie le métal comme électrode négative. Pour le renouveler, Joule 
propose de donner aux plaques de cuivre la forme de disques à demi 
plongés dans le liquide et tournant lentement, de façon que l'air 
puisse agir sur les parties qui lui sont successivement exposées. 

L'autre méthode est d'employer comme liquide un électrolÿte dont 
le cation soit fortement négalif par rapport au zinc. 

Dans la pile Daniell, une plaque de cuivre plonge dans une solution 
saturée de sulfate de cuivre. Lorsque le courant traverse la solution 
du zinc au cuivre, il n'apparait pas d'hydrogène sur la plaque de 
cuivre, mais 1l s'y dépose du cuivre. Lorsque la solution est saturée 
et que le courant n’est pas trop énergique, le cuivre paraît agir comme 
un véritable cation, et l'anion SO* s'achemine vers le zinc. 

Si ces conditions ne sont pas remplies, de lhydrogène se dégage à 
la cathode, mais aussitôt 11 réagit sur la solution, précipite le cuivre 
et s'unit à SO* pour former de l'acide sulfurique. Lorsque les choses 
se passent ainsi, le sulfate de cuivre est remplacé auprès de la cathode 
par de l’acide sulfurique, le liquide se décolore, et la polarisation par 
l'hydrogène se produit de nouveau. Le cuivre ainsi déposé a une 
structure plus lâche et plus friable que le cuivre déposé par électro- 
lIvse proprement dite. 

Pour être assuré que le liquide en contact avec le cuivre est tou- 
Jours saturé de sulfate de cuivre, 1l faut mettre dans la solution, près 
du cuivre, des cristaux de sulfate de cuivre; alors, si la solution se 
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dilue par dépôt d’une partie du cuivre, il se dissout une plus grande 
quantité de cristaux. 

Nous avons vu qu'il est nécessaire que le liquide voisin du cuivre 
soit saturé de sulfate de cuivre. Il est encore plus essentiel que le li- 
quide dans lequel plonge le zinc soit exempt de sulfate de cuivre. 
Si une trace de ce sel se fait jour jusqu’à la surface du zinc, elle y est 
aussitôt réduite, et du cuivre se dépose sur le zinc. Le zinc, ce cuivre 
et le liquide forment alors un court circuit où l'électrolyse marche 
très vite, et le zinc est rongé dans une action qui ne contribue en rien 
à l'effet utile de [a pile. 

Pour prévenir cet inconvénient, le zinc est plongé dans une solution 
d'acide sulfurique étendu ou de sulfate de zinc; et, pour empècher la 
solution de sulfate de cuivre de se mêler à l’autre liquide, les deux 
liquides sont séparés par une cloison formée d’une vessie ou d’un vase 
de terre poreux, à travers lequel l’électrolyse peut se faire librement, 
mais qui empèche d’une manière efficace le mélange des liquides par 
des courants visibles. 

Dans quelques piles, on emploie la sciure de bois pour empècher le 
mélange par les courants. Mais les expériences de Graham prouvent 
que la diffusion s'opère presque aussi vite, que les liquides soient sé- 
parés par une cloison de ce genre ou qu'ils soient en contact direct, 
pourvu qu'il n’y ait pas de courants visibles : il est probable, d'ail- 
leurs, que si l'on emploie une cloison qui retarde la diffusion, on ac- 
croît d'autant la résistance de l'élément, car la conduction électroly- 
tique est un phénomène dont les lois mathématiques sont exactement 
les mêmes que celles de la diffusion, et tout ce qui contrarie l'une doit 
contrarier l’autre. La seule différence est que la diffusion se produit 
constamment, tandis que le courant ne passe que quand la pile fonc- 
tionne. 

Dans toutes les formes des piles Daniell, le résultat final est que le 
sulfate de cuivre se fait jour jusqu'au zinc et détériore la pile. Pour 
retarder indéfiniment ce résultat, Sir W.Thomson (!) a construit une 
pile Daniell de la forme suivante ( /£g. 22). 

Dans chaque élément, la plaque de cuivre est couchée horizontale- 
ment au fond du vase : on verse par-dessus une solution concentrée 
de sulfate de zinc. Le zinc est en forme de gril, et se trouve placé ho- 
rizontalement près de la surface du liquide. Un tube de verre est 
placé verticalement dans la solution, son ouverture inférieure juste 
au-dessus de la plaque de cuivre. On jette dans ce tube des cristaux de 


(!) Proc. R. S., 19 janvier 18-r. 
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sulfate de cuivre qui, se dissolvant, forment une solution plus dense 
que celle du sulfate de zinc pur : celui-ci ne peut donc arriver au zinc 
que par diffusion. Pour retarder ce phénomène de diffusion, on prend 
un siphon formé d’un tube de verre qui contient une mèche de coton, 
et on place une de ses extrémités à mi-distance du zinc et du cuivre, 
et l’autre dans un, vase extérieur à l'élément, de sorte que le liquide 
est aspiré très lentement vers le milieu de sa hauteur. Pour le rem- 
placer, on ajoute par le haut, quand il en est besoin, de l’eau ou 
une solution faible de sulfate de zinc. De cette façon, la plus grande 
partie du sulfate de cuivre qui s'élève dans le liquide par diffusion 
est aspirée avant d'atteindre le zinc; et le zinc est entouré d'une solu- 
tion à peu près pure de sulfate de zinc, animé d'un mouvement très 
lent vers le bas du vase, ce qui retarde encore le mouvement d’ascen- 
sion du sulfate de cuivre. Pendant que la pile fonctionne, du cuivre 
se dépose sur la plaque de cuivre, et SO* chemine lentement à tra- 





Fig. 22. 
Élecirodes. 







Slphon.— 


Niveau du siphon. 
Zn $04, Cu S0+ 


Cuivre 


vers le liquide jusqu'au zinc avec lequel il se combine, en formant du 
sulfate de zinc. Ainsi le liquide du fond devient moins dense par 
dépôt de cuivre, et celui de la surface devient plus dense par addition 
de zinc. Pour empêcher cette action de changer l'ordre de densité des 
couches et de produire ainsi de l'instabilité et des courants visibles 
dans le vase, on doit prendre soin de tenir le tube bien garni de 
cristaux de sulfate de cuivre, el de n'alimenter la pile qu'avec une 
solution de sulfate de zinc assez étendue pour être plus légère qu'au- 
cune des autres couches liquides de la pile. 

La pile Daniell est loin d'être la plus énergique de celles dont on se 
sert habituellement. La force électromotrice d'une pile de Grove est 
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de 192 000 000, celle d’un Daniell de 107 000 000, et celle d’un Bunsen 
de 188 000 000. 

La résistance d’un Daniell est généralement plus grande que celle 
d'un Grove ou d'un Bunsen de mèmes dimensions. 

Mais ces défauts sont plus que compensés dans tous les cas où il 
faut des mesures exactes, parce que la pile Daniell est supérieure à 
toute autre disposition connue, comme constance de la force élec- 
tromotrice. Elle a aussi l'avantage de se maintenir longtemps en bon 
état de fonctionnement, et de ne point émettre de gaz. 
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CHAPITRE VI. 


COURANTS ÉLECTRIQUES LINÉAIRES. 
Des systèmes de conducteurs linéaires. 


273. Tout conducteur peut être traité comme un conducteur li- 
néaire, s’il est ainsi disposé que le courant passe toujours de la même 
manière entre deux portions de sa surface appelées ses électrodes. 
Par exemple, on peut traiter comme un conducteur linéaire une 
masse de métal dont la surface est couverte d’une substance isolante 
en tous ses points, sauf deux par lesquels la surface libre du conduc- 
teur est en contact métallique avec deux électrodes faites d'une sub- 
stance parfaitement conductrice. Car, si le courant entre par une de 
ces électrodes et sort par l'autre, les lignes de flux sont déterminées, 
et la relation entre la force électromotrice, l'intensité et la résistance 
est exprimée par la loi de Ohm, car l'intensité en chaque point de 
la masse est une fonction linéaire de E. Mais, s’il y a plus de deux élec- 
trodes, le conducteur peut être traversé par plusieurs courants indé- 
pendants qui peuvent n'être pas conjugués l’un à l'autre. (F'oër au 
S 282.) 

Loi de Ohm. 


274. Soit E la force électromotrice qui agit dans un conducteur 
linéaire entre l'électrode À, et l'électrode À, (voir $ 69). Soit C l’in- 
tensité du courant électrique dans le conducteur, c'est-à-dire le noinbre 
C d'unités d'électricité qui traversent chaque section du conducteur 
dans la direction A, A, par unité de temps; soit enfin R Ia résistance 
du conducteur : la loi de Ohm a pour expression 


(1) E — CR. 


Conducteurs linéaires disposés en série. 


275. Soient À;, A4 les électrodes du premier conducteur; placçons 
le second conducteur de façon qu'une de ses électrodes soit en contact 
avec À,, en sorte que les électrodes du second conducteur soient A, et 
A3. Désignons par A, et A, les électrodes du troisième conducteur. 
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Désignons par E;:, Ess, Es, les forces électromotrices qui agissent le 
long de ces conducteurs, et de même pour les autres. 
Soient 


Ro, Res R34 … 


les résistances des conducteurs. Alors, puisque tous ces conducteurs 
sont disposés en série, en sorte qu'un mème courant C Îles traverse 
tous, on a, d'après la loi de Ohm, 


(2) Es = CRis, Es = CRogs Ess = CRas. 


Si E est la force électromotrice résultante et KR la résistance totale du 
système, on doit avoir, par la loi de Ohm, 


(3) E = CR. 
Or 
(1) E = Ejs + Ess + Ess; 


la somme des forces électromotrice est égale à 
CCRis + Ris + Ras), 


d'après les équations (2). Comparant ce résultat à (3), nous trou- 
vons 
R = Ris + Ro + Ras. 


La résistance d'une série de conducteurs est égale à la somme 
des résistances des conducteurs pris séparément. 


Potentiel en un point de la série. 


Soient À et B les électrodes de la série, B un point intermédiaire, 
a, c. b les potentiels respectifs de ces points. Soient R, la résistance 
de la partie comprise entre À et B, R, celle de la partie comprise 
entre B et C, R la résistance totale de À à C. Alors, puisque 


a—b=RC, b—c—=R:C, a—c= RC, 


le sotentiel en B est 
… Ra + Rc 


D R Ù 


2 qui détermine le potentiel de B, quand on connaît les potentiels 
de À et de C. 


Résistance d'un conducteur multiple. 


276. Soit un certain nombre de conducteurs ABZ, ACZ, AD2Z, dis- 
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posés côte à côte, de façon que leurs extrémités soient en contact avec 
les deux mêmes points À et Z. On voit alors qu'ils sont disposés en arc 
multiple. 

Soient R;, R:, R; les résistances respectives de ces conducteurs; 
C;, C2, G les intensités; KR la résistance totale du conducteur mul- 
tiple, et C l'intensité totale. 

Puisque les potentiels sont les mèmes en À et en Z pour tous les 
conducteurs, la différence des potentiels est la mème pour tous, et 
nous pouvons l'appeler E. Nous avons alors 


E == CGR, = Ce R: — C3 R3 = CR; 


mais 
C=CGi+C:+ C3, 
d'où 
LI L Lt LI 
() RER RER 


c'est-à-dire que : 


L'inverse de la résistance d'un conducteur multiple est égal à la 
somme des inverses des résistances des conducteurs partiels. 


Si nous appelons conductibilité d'un conducteur l'inverse de sa ré- 
sistance, nous pouvons dire que la conductibilité d'un condurteur 
multiple est la somme des conductibilités des conducteurs partiels. 


Intensité dans une branche d'un conducteur multiple. 


Des équations du paragraphe précédent, 11 ressort que, si C, est 
l'intensité dans une des branches de l'arc multiple et R, la résistance 
de cette branche, 

R 
= C — 
(8) C. R; , 


où C est l'intensité totale, et R la résistance du conducteur multiple, 
telle qu'on vient de la déterminer. 


Résistance longitudinale des conducteurs à section uniforme. 


277. Soit » la résistance qu'un cube de la substance donnée pré- 
sente au passage d’un courant parallèle à une de ses arêtes, le côté du 
cube étant égal à l'unité de longueur; on appelle p la résistance spé- 
cifique de la substance sous l'unité de volume. 

Considérons maintenant un conducteur prismatique, fait de la même 
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matière, de longueur Let de section égale à l’unité. Il est équivalent 
à / cubes disposés en série ; sa résistance est donc lp. 

Enfin, considérons un conducteur de longueur [et de section uni- 
forme s. Il est équivalent à s conducteurs semblables au précédent, 
disposés en arc multiple : sa résistance est donc 


R = À. 
S 

Si nous connaissons la résistance d’un fil uniforme et si nous pou- 
vons mesurer sa longueur et sa section, nous pouvons mesurer la ré- 
sistance spécifique de la substance dont il est fait. 

Le moyen le plus exact de déterminer la section transversale des fils 
fins est de la calculer d’après la longueur, le poids et la densité de 
l'échantillon. Quelquefois il n’est pas aisé de déterminer la densité : 
alors on fait usage de la résistance du fil ayant l'unité de longueur et 
l'unité de masse : c’est ce qu’on appelle la résistance spécifique sous 
l’unité de poids. 

Si r est cette résistance, / la longueur et m la masse d’un fil, on a 


Dimensions des quantités qui figurent dans ces équations. 


278. La résistance d'un conducteur est le rapport de la force élec- 
tromotrice qui agit sur lui à l'intensité produite. La conductibilité 
du conducteur est l'inverse de cette quantité, en d’autres termes, le 
rapport de l'intensité à la force électromotrice qui la produit. 

Or nous savons que, dans le système de mesures électrostatiques, le 
rapport d’une quantité d'électricité au potentiel du conducteur sur 
lequel elle est répandue est la capacité du conducteur et a pour me- 
sure une ligne. Si le conducteur est une sphère placée dans un champ 
illimité, cette ligne est le rayon même de la sphère, 

Le rapport d'une quantité d'électricité à une force électromotrice 
est donc une ligne; mais le rapport d'une quantité d'électricité à une 
intensité est le temps pendant lequel passe le courant, pour trans- 
mettre cette quantité d'électricité. Donc le rapport d’une intensité à 
une force électromotrice est celui d’une ligne à un temps: c'est donc 
une vitesse. 

Le fait que la conductibilité d’un conducteur est exprimée en me- 
sure électrostatique par une vitesse peut être vérifié en supposant 
une sphère de rayon r, chargée au potentiel V et ensuite mise à la 
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terre par le conducteur donné. Faisons contracter la sphère, de facon 
que, l'électricité s'échappant par le conducteur, le potentiel de la 
sphère se maintienne toujours égal à V. À chaque instant la charge de la 


« LEA , 9 d Fr Q e LA 
sphère est r V, et l'intensité du courant PT (rV); mais, puisque V est 


dr 


constant, l'intensité est V PT 


» Ct la force électromotrice qui agit à tra- 


vers le conducteur est V. 


La conductibilité du conducteur est le rapport de l’intensité à la 


, . AT, ge . . 
force électromotrice, soit + ; c'est-à-dire la vitesse avec laquelle doit 


diminuer le rayon de la sphère pour maintenir le potentiel constant, 
lorsque l'on fait passer la charge à la terre à travers le conducteur. 

Donc, dans le système électrostatique, la conductibilité d’un con- 
ducteur est une vitesse, et ses dimensions sont [ LT-!]. 

La résistance du conducteur a donc pour dimensions [ L—!T ]. 

La résistance spécifique par unité de volume a pour dimension [T], 
et la conductibilité spécifique par unité de volume de dimension [T-!]. 

La grandeur numérique de ces cocfficients ne dépend que de l'unité 
de temps qui est la mème dans les différents pays. 

La résistance spécifique par unité de poids a pour dimensions 
[L-3MT]. 


279. Nous trouverons plus tard que, dans le système de mesures 
tlectromagnétiques, la résistance d’un conducteur s'exprime par une 
vitesse, de sorte que dans ce système les dimensions de la résistance 
d'un conducteur sont [ LT-!]. 

La conductibilité d'un conducteur est naturellement inverse de la 
résistance. 

La résistance spécifique par unité de volume a, dans ce système, 
pour dimensions [ L?T-1], et la résistance spécifique par unité de 
poids a pour dimensions [L-'T-1M]. 


Des systèmes de conducteurs linéaires, en général. 


280. Le cas le plus général d'un système linéaire est celui de 7x 
points A,, À,, ..., A,, reliés deux à deux par kr(r —:1), conduc- 
teurs linéaires. Désignons par K,, la conductibilité (ou l'inverse de 
la résistance) du conducteur qui relie deux points quelconques A, et 
A,,; et par C,4 l'intensité du courant de À, vers À,. Soient P, et P, 
les potentiels électriques aux points A, et À,, et soit E,, la force 
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électromotrice intérieure, s’il y en a une, qui agit le long du conduc- 
teur de A, vers Ày. 

L'intensité, de À, vers À,, est, d'après la loi de Ohm, 

Parmi ces quantités nous avons les séries de relations sui- 
vantes : 


La conductibilité d'un conducteur est la même, quelle que soit la 
direction du courant, c'est-à-dire 


(2) Kpg = Kgp: 


La force électromotrice et l'intensité sont des quantités dirigées, de 
sorte que 


(3) Epg= — Egp € Cp = — Cp. 


Soient P;,, P,, ..., P, les potentiels en A,, A:, ..., A,; et soient 
Q;, Qs, ..., Q, les quantités d'électricité qui pénètrent dans le sys- 
tème, dans l'unité de temps en chacun de ces points. Elles sont forcé- 
ment soumises à la condition de continuité 


(4) Qi+ Qi+...+0Q,=o, 


car l'électricité ne peut ni s'accumuler, ni se produire indéfiniment 
dans le système. 
La condition de continuité en un point A, est 


(2) Q, = COpi+ Opr+ + Cpne 


Substituant ces valeurs des intensités dans les termes de l'équation 
(1), elle devient 


(6) Q»p == (K pi 7 K p2 -. 7 Kpn)P p—(Kpi Pi--K po Ps +. + KpnPn) 
= (K pi Ep — K p2 Epa + + Kpn Epn). 


Le symbole K,, ne parait pas dans cette équation. Donnons-lui Îa 
valeur 


(7) Kpp=—(Kp;+ Kp2 +... + Kpn), 


c’est-à-dire supposons que K,, soit égal et de signe contraire à la 
somme des conductibilités de tous les conducteurs qui se rencontrent 
en À,. Nous pouvons alors écrire l'équation de continuité pour le 
point À, 
8 KnPi+ KpaPa+ se + KopPp+ + KpnPa 

Ù = KmEm+ ee. + KpnEpn— Qp 
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En substituant 1,2, ...,n à P; dans cette équation, on obtient 
n équations de mème forme, au moyen desquelles on peut déterminer 
les n potentiels P,, P,, ..., P,. 

Mais, si nous ajoutons les équations du système (8), le résultat est 
identiquement nul, d'après (3), (4) et (3); il n’y a donc que r —1 
équations indépendantes, qui suffiront pour déterminer les différences 
de potentiel des points, mais non le potentiel absolu d'aucun deux. 
Cette connaissance n’est d’ailleurs pas nécessaire pour calculer les in- 
Lensités du système. 

Si nous désignons par D le déterminant 


K:1: Ki: .. Kiçn-1) 
(9) nn e 


K,»-11 Kin-s,2 .….. Kn-1çe-1) | 
et par D, le mineur de K,,, nous trouvons pour valeur de P,— P, 


(P,— Ph)D = (Ki2 E12+. ..— Q:1)Dh1+ (Kai Es, ——. . —Qs)Dp2—. . 
+ (Ka: Es: —+ + Kyn Egn — Qu)D y + ... 


(to) 


On déterminerait de même l'excès de potentiel d’un autre point 
quelconque A, sur le potentiel de A,. On peut donc déterminer, par 
l'équation (1), l'intensité entre A, et À,, et le problème est complète- 
ment résolu. 


281. Nous allons démontrer une propriété réciproque de deux con- 
ducteurs quelconques d’un système qui correspond à la propriété réci- 
proque déjà démontrée en Electricité statique (voir $ 88). 


, . . D,, . 
Le coefficient de Q, dans l'expression de P, est TE - Celui de Q,, 





Don. 


D 

Or D,, ne diffère de D,, que par la substitution des symboles, tels 
que K,, aux symboles K,,. Mais ces deux symboles sont égaux, 
d’après l'équation (2), puisque la conductibilité d'un conducteur est 
la même dans les deux sens. Donc 


dans l'expression de P,, est 


Il résulte de là que la partie du potentiel de À, qui est due à 
l'entrée d'un courant d'intensité 1 en À, est égale à la partie du 
potentiel de À, qui est due à l'entrée d'un courant d'intensité 1: 
en À. 
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De là, on peut déduire un énoncé plus aisé à appliquer de cette 
proposition. 

Soient À, B, C, D quatre points quelconques d'un système, et sup- 
posons qu’un courant Q entrant dans le système en A et sortant en 
B ait pour effet d'établir un excès P du potentiel de C sur celui 
de D. Alors, si un courant égal Q entre dans le système en C et 
sort en D, le potentiel de À surpassera celui de B de la même quan- 
tité P. 

Si une force électromotrice E, introduite dans le conducteur et 
agissant de A vers B, produit un courant C de X vers Ÿ, la même force 
électromotrice E, introduite dans le conducteur entre X et Y, pro- 
duira entre À et B un courant égal C. 

La force électromotrice E peut être celle d’une pile voltaïque intro- 
duite entre les points désignés, pourvu que l’on ait soin que la résis- 
tance du conducteur soit la même, avant et après l'introduction de 


la pile. 


282 a. Si une force électromotrice E,, agit le long d’un conducteur 
À} Ag; le courant produit dans un autre conducteur A, A, du système 
est, ainsi qu'on le trouve facilement, 


KreKp9 Eng(Drp+ Dig — Drg — Dep), 
D 


Il n’y a pas de courant si 
(12) Dept Dig— Drg— Dep =: 0. 


Mais, d'après (11), la mème équation subsistera si, la force électromo- 
trice agissant suivant A, A,, il n’y a pas de courant dans A, A,. C'est 
en raison de cette relation réciproque que l'on dit que les deux con- 
ducteurs en question sont conjugués. 

La théorie des conducteurs conjugués a été étudiée par Kirchhof, 
qui a énoncé les conditions d’un système linéaire sous la forme sui- 
vante, où est évitée la considération du potentiel : 

1° Condition de continuité : la somme de tous les courants qui con- 
vergent vers un point quelconque d'un système est nulle. 

2° Dans tout circuit fermé, formé par des conducteurs, la somme 
des forces électromotrices, comptées en cheminant le long du circuit, 
est-égale à la somme des produits des intensités dans chaque conduc- 
teur par la résistance de ces conducteurs. 

On obtient ce résultat en additionnant les équations de la forme (1), 
relatives au circuit fermé : les potentiels disparaissent d'eux-mêmes 
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282 b (). Si les fils conducteurs forment un réseau simple, et si 
nous supposons qu’un courant circule autour de chaque maille de ce 
réseau, le courant qui parcourt effectivement un fil appartenant à 
deux mailles consécutives est la différence des courants qui circulent 
dans les deux mailles, ces courants étant comptés positifs lorsqu'ils 
marchent en sens inverse du mouvement des aiguilles d’une montre. 
Dans ce cas, il est facile d'établir la proposition suivante : Soient x l'in- 
tensité, E la force électromotrice et R la résistance totale pour une 
maille quelconque ; soient y,:, ... les courants qui circulent dans Îles 
mailles voisines ayant des parties communes avec la maille dans la- 
quelle circule le courant x et soient r, s, ... les résistances de ces par- 
ties communes. Alors 


Rr—sy—1t:—...—E. 


Pour montrer l'usage que l’on peut faire de cette règle, nous allons 
prendre la disposition connue sous le nom de pont de Wheatstone, en 
nous servant de la figure et des notations du $ 347. Alors, en appli- 
quant la règle aux trois circuits OBC, OCA, OAB, dans lesquels cir- 
culent les courants x, y, :, nous avons les trois équations suivantes : 


(a+8+y)r — 1) —p3=EË, 
—yr+(b+s—-a)y —223 —=0, 
—8r —127 +(c+a+$B)s =0o. 


D'après ces équations, on peut déterminer la valeur de zx — y, qui 
est le courant dans la branche OA où est le galvanomètre; mais on 
renvoie le lecteur aux $ 347 et suivants, où sont discutées cette ques- 
tions et d’autres relatives au pont de Wheatstone. 


Chaleur développée dans le système. 


283. D'après le $ 242, l'équivalent mécanique de la quantité de 
chaleur développée par un courant C, passant pendant l'unité de temps 
dans un conducteur de résistance, est 


Nous avons donc à déterminer la somme des quantités telles que 
RC pour tous les conducteurs du système. 


(*) Tiré des Notes prises, au cours du professeur Maxwell, par M. J.-A. Fleming, 
B. A., S' John's College. 
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Pour le conducteur qui va de A, à A,, la conductibilité est K 
et la résistance R,,, ou 


PT) 


(11) K»q Rp =1. 
D'après la loi de Ohm, l'intensité dans ce conducteur est 
(15) Gpq = Kpq(Pp — P3). 


Mais supposons que l'intensité ne soit pas donnée par la loi de Ohm, 
et soit égale à X,,, ou 


Pour déterminer la chaleur développée dans le système, nous avons 
à trouver la somme de toutes les quantités telles que 


” Ÿ 
Le. R pq À 59 
c'est-à-dire 


(17) JH = ECRpg Ch + 2 Rpq pa Yp4 + Rpg Yi) 


Donnant à C,, sa valeur et tenant compte de la relation entre R,, 
et K,,, il vient 


(18) ELCPp— P9)(Gpg + 2Y pq) + Rpg Ya]. 


Or, C et X doivent satisfaire à la condition de continuité au point À, : 
nous avons donc 
Qp= Chi + Cpr+ ee. + Cpns 
Q; = Xh1+ X pi + + Xpn: 
Par suite, 
0= Yp+Ypr+... +Ypn. 


A joutant donc tous les termes de (18), nous trouvons 
ECRpg X 39) = EPpQp+ ERp7 Yi. 


Or R est toujours positif, et Y* est essentiellement positif; le der- 
nier terme de l'équation est donc essentiellement positif. Donc le pre- 
mier membre est minimum quand Ÿ est nul dans tous les conducteurs, 
c’est-à-dire quand l'intensité dans tous les conducteurs est celle qui 
répond à la loi de Ohm. 

D'où le théorème suivant : 


284. Dans tout système de conducteurs qui ne renferme pas de 
forces électromotrices intérieures, la chaleur engendrée par des 
courants distribués conformément à la loi de Ohm est moindre que 
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st les courants avaient été distribués de quelque autre manière com- 
patible avec les conditions obligatoires d'arrivée et d'écoulement 
du courant. 


La chaleur développée lorsque la loi de Ohm est satisfaite est mé- 
caniquement équivalente à £P,Q,, c'est-à-dire à la somme des pro- 
duits des quantités d'électricité fournies à chacune des électrodes 
extérieures, par le potentiel auquel sont fournies ces quantités d’élec- 
tricité. 


L* 
[ep 
Q? 


NOTATION DES COURANTS ÉLECTRIQUES. 





CHAPITRE VIL. 
CONDUCTION DANS L'ESPACE À TROIS DIMENSIONS. 
Notation des courants électriques. 
285. En un point quelconque, prenons un élément de surface dS 


normal à l’axe des -r, et soit Q le nombre des unités d'électricité qui 
le traversent dans l'unité de temps, en allant du côté positif au côté 


, e. . Q . « . ® , Q] , , (" 
négatif; si 5 devient à la limite égal à w, lorsque dS décroit indéfi- 


niment, on dit que « est la composante du courant électrique parallèle 
à l'axe des x au point donné. 

On peut déterminer de mème les composantes # et s° du courant 
dans le sens des y et des 5. 


286. Pour déterminer la composante du courant dans une autre 
direction OR passant par le point O, soient /, m, n les cosinus direc- 
teurs de OR. Si nous prenons sur les axes des x, des y et des 3 des 
longueurs égales à 

Fr r r 

l'm nr 
finissant en À, B, C, le plan du triangle ARC sera normal à OR. 

L’aire du triangle ABC sera 
: 1 ri 
dS = - -—-, 

2 mn 
el, si l'on fait décroitre r, cette aire décroit indéfiniment. 

La quantité d'électricité qui sort du tétraëdre ABCO par le triangle 
ABC doit ètre égale à la quantité qui entre par les trois autres trian- 
vles OBC, OCA, DAB. 

, . - 1 r? 

L'aire du triangle OBC est - -— 

2 mn 
male à ce plan est w; la quantité d'électricité qui entre par le triangle 
est donc 


; la composante du courant nor- 


Tr. d'Elect. et de Magn., 1. NT 
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Les quantités qui entrent par les triangles OCA et OAB sont 


1 r? Le et l 
2 nl ° 2 Îm 
Si + est la composante du courant dans la direction de OR, la quan- 
tité qui sort du tétraëdre par le triangle ABC est 


Puisqu’elle est égale à la quantité qui entre par les trois autres 
triangles, 





1 Y 1 ( ul (4 «w 
= nt — + — + -— ); 
2 mn 2  \mn nl Im 
. qe 2imn 
et, en multipliant par 3? NOUS avons 


(1) | y = lu mo — nw. 
Si nous posons 
P= u+ v2+ wi, 
et que nous prenions t’, m', n' tels que 
u=lT, v= mr, w=ntT, 
nous avons alors 
(2) 4=T(l'+ mm'+ na), 


Donc, si nous définissons l'intensité résultante comme étant un vec- 
teur de grandeur Fr, dont les cosinus directeurs sont l',m',n'; et si y 


est la composante de l'intensité dans une direction faisant l'angle 0 
avec la direction de l'intensité résultante 


(3) 4 = l'cos0, 
ce qui montre que la loi de composition des intensités est la même 


que celle des vitesses, des forces et de lous les autres vecteurs. 


287. Soit à déterminer la condition pour qu’une surface donnée soit 
une surface de flux. 
Soit 


(4) F(r,y,3)=X 


l'équation d'une famille de surfaces; on obtient l'une d'elles en parti- 
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culier en faisant À constant; alors, si nous posons 


6) Ga) +) +) = sv 


les cosinus directeurs de la normale comptée dans le sens de l’accrois- 
sement de À sont 


Où Où 0À 
(6) IN MENT n =: Fr 


Donc, si ; est la composante de l'intensité normale à la surface, 


. TLC 
(7 (ag +es+es). 





Si y — 0, il n’y a pas de courant à travers la surface, et la surface 
peut être appelée surface de flux, puisque le mouvement s'effectue 
suivant des lignes tracées sur cette surface. 


288. L'équation d’une surface de flux est donc 


Où OX OÀ 
8) U—+Vv—+w— —=0 
0x dy 03 
Si cette équation est vérifiée pour toutes les valeurs de À, toutes les 


surfaces de cette famille sont des surfaces de flux. 


289. Soit une autre famille de surfaces dont le paramètre est À’ : si 
ce sont aussi des surfaces de flux, nous aurons 
0)’ o}' dX' 


(9) U— +0 — + w 


—— = O. 
UN 2 0y Us 


S'il y a une troisième famille dont le paramètre soit À”, on aura 


0}” Lo 0}” + w )}" 
0x 0y 03 


(10) u = 0. 
En éliminant entre ces trois équations, w, # el w disparaissent, et 
il reste 
D À 0 
oc 0y 03 
OX" OX od) 
(11) = — — 
Or dy 03 
OX” 9} d}” 
JC 0y 03 


= O0; 
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c'est-à-dire que 
(12) À” = o(À, \'}, 


ou que À” est une fonction de À et de }. 


290. Considérons les quatre surfaces dont les paramètres sont }, 
À + 6à, }' et À’ + ÔX'. Ces quatre surfaces comprennent un espace tu- 
bulaire à quatre faces, que l’on peut appeler 5.64". Puisque ce tube 
est limité par des surfaces à travers lesquelles il n’y a point d'écoule- 
ment, on peut l'appeler un tube de flux. Si nous prenons deux sec- 
tions transversales de ce tube, la quantité qui pénètre dans le tube 
par une des sections doit être égale à celle qui sort par l’autre; et, 
puisque cette quantité est la même pour toutes les sections du tube. 
nous pouvons l'appeler L GX 01", L étant une certaine fonction des 
paramètres À et À’, qui définissent le tube particulier considéré. 


291. Si l’on désigne par ô$ la section d'un tube du flux par un plan 
normal aux x, nous avons par la théorie des changements de variable 
indépendante 

OÀ 0) où m )e 


(13) 0À 07 = 8S (Dr ES 


et par la définition des composantes de l'intensité 
(14) u is = L ox 9); 


d’où 


15) LI dÀ 0} Où 0} 
“(3 ur dr 0: / 


292. Si l’on connaît l’une des deux fonctions À ou }, il est toujours 
possible de déterminer l’autre, de facon que L soit égal à l'unité. Par 
exemple, prenons le plan des }'3, et tracons-v une série de lignes équi- 
distantes représentant les sections par ce plan des surfaces de la fa- 
mille x’. En d’autres termes, déterminons la fonction }' par la condi- 
tion que, pour x —0, À'=— 5. 


a 
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Si alors nous faisons L— 1 et, par suite, pour æ — 0, 


À = fu dy, 


la quantité d'électricité qui passe à travers une portion quelconque du 
plan æ — 0, sera 


(16) [fu s= [fa 


Étant déterminée la nature des sections des surfaces de flux par le 
plan des yz, la forme des surfaces est déterminée en tout point par 
les conditions (8) et (9). Les deux fonctions À et À’ ainsi déterminées 
suffisent à déterminer l'intensité en un point quelconque, au moven 
des équations (15), où l’on a substitué l’unité à la place de L. 


Des lignes de flux. 


293. Considérons deux séries de valeurs de À et de À, telles que 
dans chaque série les différences successives soient égales à l'unité. 
Les deux séries de surfaces définies par ces valeurs divisent l'espace 
en un système de tubes à quatre faces, dans chacun desquels passe 
l'unité de courant. En prenant une unité suffisamment petite, on peut 
représenter au moyen de ces tubes toutes les particularités du courant 
avec telle exactitude que l'on veut. Ainsi l'intensité du courant qui 
traverse une surface quelconque rencontrant le système de tubes est 
exprimée par le nombre des tubes coupés, puisque chaque tube amène 
un courant d'intensité égale à l'unité. 

Les intersections des surfaces peuvent être appelées lignes de flur. 
Si l'on prend une unité suffisamment petite, le nombre des lignes 
de flux qui rencontrent une surface est approximativement égal au 
nombre des tubes de flux qui coupent cette surface. On peut donc 
considérer les lignes de flux comme représentant non seulement la di- 
rection du courant, mais aussi son intensité, chacune des lignes de 
flux qui passent par une section donnée correspondant à un courant 
d'intensité égale à l'unité. 


Des nappes de courants et des fonctions d'intensité. 


29%. On appelle nappe de courant la couche d'un conducteur qui 
est comprise entre deux surfaces de flux consécutives appartenant à 
un mème système, soit }'. Dans cette nappe, les tubes de flux sont 
déterminés par la fonction À. Si À, et À? désignent les valeurs de } aux 
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points À et P, l'intensité du courant qui va de droite à gauche à tra- 
vers une ligne tracée sur la nappe entre À et P est Àp — À,. Si AP est 
un élément ds d'une courbe tracée sur la nappe, le courant qui coupe 
cet élément de droite à gauche est 

a ds. 

ds 
Cette fonction À, qui détermine entièrement la distribution de l'inten- 
sité dans la nappe, est appelée fonction d'intensité. 

Toute feuille mince de métal ou de matière conductrice, limitée sur 
ses deux faces par de l’air ou par quelque autre milieu non conduc- 
teur, peut être traité comme une nappe de courant, et la distribution 
de l'intensité peut y être exprimée au moyen d’une fonction d'inten- 


sité. (Voir $ 67.) 


Équation de continuité. 


295. Si nous différentions les trois équations (15) par rapport à x, 
} et = respectivement, nous souvenant que L est une fonction de à et 
À! (1), nous trouvons 


(5) du dv n Os 
? 0x y ds 


= ©. 

L'équation correspondante en lHvdrodynamique est appelée équation 
de continuité. La continuité qu’elle exprime est celle de l'existence ; 
en d’autres termes, elle énonce ce fait qu’une substance matérielle ne 
peut partir d’un point de l’espace et arriver à un autre sans traverser 
tout l'espace intermédiaire. Elle ne peut simplement disparaître en un 
point, et paraître en un autre; mais il faut qu'elle suive un chemin 
continu, de sorte que, si l’on trace une surface fermée qui comprenne 
un des points et soit extérieure à l’autre, la substance matérielle ne 
peut passer d'un point à l’autre sans traverser la surface. La forme Ja 
plus générale de cette équation en Iydrodynamique est 


d(su) dis) J(2w). dœ 
(18) Oz = ——— + ——— 


9 


0y (1 Jes " dl 


où ? désigne le rapport de la quantité de matière au volume qu’elle 
occupe, ce volume étant, dans le cas présent, un élément difléren- 





[(*) Il est inutile de passer par les fonctions à, X' pour établir l'équation (1=); 
la notion de continuité a déjà été introduite S 286 pour déterminer + et établir 
l'existence des fonctions À ct des surfaces de flux. P.] 
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tiel de volume; et pu, pv, pw le rapport de la quantité de matière 
qui traverse un élément de surface dans l'unité de Lemps, à cet élément 
de surface, lequel est pris successivement normal aux axes des >, 
des y et des 5. Ainsi entendue, l'équation s'applique à toute espèce de 
matière, solide ou fluide, animée d'un mouvement continu ou discon- 
Unu, pourvu que l'existence des parties de cette matière soit continue. 
Si quelque chose, mème autre que de la matière, est soumis à cette con- 
dition de la continuité de son existence dans le temps et dans l’espace, 
celte condition est exprimée par l'équation. Dans d’autres parties de 
la Physique, dans la théorie des quantités électriques et magnétiques 
par exemple, on rencontre des équations de même forme que nous 
appellerons aussi des équations de continuité pour rappeler leur forme ; 
sans que nous puissions attribuer aux quantités en question ni les pro- 
priétés de la matière, ni mème une existence continue dans le temps 
et dans l'espace. 

L'équation (15) à laquelle nous sommes arrivés, dans le cas des 
courants électriques, est identique à (18), si nous faisons o — 1, c'est- 
à-dire si nous supposons la substance homogène et incompressible. 
Dans le cas des fluides, l'équation peut s'établir par l’une ou l’autre 
des méthodes données dans les Traités d'Hydrodynamique. Dans une 
de ces méthodes, on suit la marche et la déformation d’un élément 
déterminé du liquide, pendant son mouvement. Dans l’autre, on 
fixe son attention sur un élément de l'espace, et l'on fait le compte de 
ce qui entre et de ce qui sort. La première de ces méthodes ne peut 
s'appliquer aux courants électriques, parce que nous ne savons pas 
avec quelle vitesse l'électricité se meut dans Îles corps, ni même si 
elle se meut dans le sens du courant positif ou du courant négatif. 
Tout ce que nous connaissons se réduit à la valeur algébrique de la 
quantité qui traverse l'unité d’aire pendant l'unité de temps, quantité 
qui correspond à (2u) de l'équation (18). Nous n'avons pas le moyen 
de déterminer la valeur de l’un ou l’autre des facteurs : ou &, et, par 
suile, nous ne pouvons suivre une masse particulière d'électricité dans 
son mouvement à travers le corps. L'autre méthode de recherche, 
où on fait le compte de ce qui passe à travers les faces d’un élément de 
volume, s'applique aux courants électriques ; et peut-être est-elle pré- 
férable, au point de vue de la forme, à celle que nous avons donnée; 
mais, comme on la trouve dans tous les Traités d’'Ilydrodynamique, il 
n'était pas nécessaire de la répéter ici. 
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Quantité d'électricité qui passe à travers une surface donnée. 


296. Soit F l'intensité résultante en un point de la surface. Soient 
dS un élément de surface, et € l'angle de F et de la normale à la sur- 
face; le courant total qui passe à travers la surface sera 


f fr cos: as, 


l'intégration s'étendant sur toute la surface. 
Comme au $ 21, nous pouvons mettre cette intégrale sous la forme 


du ds ow 
à e dS — — -- — —  d3, 
(19) ff: cose d SITE D + )ardra 


si la surface est fermée, les limites de l'intégrale triple étant alors dé- 
terminées par la surface. C’est là une expression du flux total qui sort 
de la surface fermée. Comme dans tous les cas de courants permanents, 
cette quantité doit s’annuler, quelles que soient les limites de l'in- 


tégration, la quantité sous le signe fait ètre égale à o, et nous retrou- 


vons ainsi l'équation de continuité (15). 


DES RELATIONS LES PLUS GÉNÉRALES ENTRE L'INTENSITÉ, ETC. 


Le 
LS 
[ST] 


CHAPITRE VII. 


RÉSISTANCE ET CONDUCTIBILITÉ DANS L'ESPACE 
À TROIS DIMENSIONS. 


Des relations les plus générales entre l'intensité et la force 
électromotrice. 


297. Soient w, # et w les composantes de l'intensité en un point 
quelconque. 

Soient X, Ÿ, Z les composantes de la force électromotrice. 

La force électromotrice en un point est la force résultante qui agit 
sur une unité d'électricité positive placée en ce point; elle peut être 
due : 

1° À une action électrostatique, auquel cas, V étant le potentiel, on a 


(1) x= -0Ÿ, y, z =, 
0x 0y 3 

2° À l'induction électromagnétique dont les lois seront examinées 
plus loin; ° 

3° À une action thermo-électrique ou électrochimique en ce point 
mème, tendant à produire un courant de direction donnée. 

Nous supposerons, en général, que X, Ÿ, Z représentent les compo- 
santes de la force électromotrice résidant au point donné, quelle que 
soil l'origine de cette force; et nous examinerons, en particulier, ce 
que l'on obtient en supposant la force électromotrice uniquement due 
à une différence de potentiels. 

D'après la loi de Ohm, l'intensité est proportionnelle à la force 
clectromotrice. Donc X, Y et Z doivent être des fonctions linéaires de 
u, “ets. Nous pouvons donc prendre comme équations de résis- 
tance 
| X == Riu + Qse + Pow, 

Y = P,u-- Rise — Qi, 


(2) . 
Z = Qu — P,v — R; . 


Nous pouvons appeler les coefficients R coefficients de résistance lon- 
citudinale dans la direction des axes de coordonnées; et les coefli- 
cients P et Q coefficients de résistance transversale; ils indiquent la 
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force électromotrice qui doit agir dans une direction pour produire 
un courant dans une autre direction. 

Si nous sommes libres de supposer qu'un solide peut être traité 
comme un système de conducteurs linéaires, il est aisé de faire voir, 
d'après la propriété réciproque de deux conducteurs d’un système li- 
néaire ($ 281), que la force électromotrice dirigée suivant les 3, qui est 
nécessaire pour donner l'unité d'intensité parallèlement aux y, est égale 
à la force électromotrice parallèle aux y nécessaire pour donner l'unité 
d'intensité dans la direction des 5. Cela revient à démontrer que 
P,— Q,, et de mème que P;— Q, et P;,— Q,. Si ces conditions sont 
satisfaites, on dit que le système des coefficients est symétrique. Si 
elles ne le sont pas, on dit que le système est gauche. 

Nous avons de fortes raisons de croire que le système est symétri- 
que dans tous les cas qui se présentent en réalité; mais nous examine- 
rons quelques-unes des conséquences qui résulteraient de lhypothèse 
d'un système gauche. 


298. Les quantités u, s, « peuvent s'exprimer comme fonctions li- 
néaires de X, Ÿ, Z, par un système d'équations que l'on peut appeler 
équations de conductibilité, 

u = riX+p;sY+gqs:2, 
(5) 0 = gq3X + r2YŸ+p12, 

4 = peX + qiY + r:2. 
Nous pouvons appeler les coefficients r coefficients de conductibilité 
longitudinale, et les coefficients p et g coeflicients de conductibilité 
transversale. 

Les coefficients de résistance sont les inverses des coefficients de 
conductibilité. Cette relation peut être définie comme il suit : 

Soient [PQR] le déterminant des coefficients de résistance et [pgr] 
celui des coefficients de conductibilité. 

Alors 


(4) [PQR]=PiP2P3+Q1Q2Q3+RiRa Ra PiQiRi—P2Q2 Re P3Q3 Rs. 
(5) [pqgr] =pipips+ giqaqs+ lirars — piqili— pas: — Par, 
(6) [PQRJLpgr] =1, 


(7) [PQR]pi=(P2P3— Qi), [pgr]Piz (psps-— qiri), 


Les autres équations s'obtiennent en faisant une formalion circulaire 
des symboles P, Q, R, p, q, r, et des indices 1, 2 et 3. 


PRODUCTION DE CHALEUR. 459 


Production de chaleur. 


299. Pour trouver le travail accompli dans l'unité de temps par le 
courant qui surmonte une résistance et produit ainsi de la chaleur, 
nous multiplions les composantes de l'intensité par les composantes 
correspondantes de la force électromotrice. Nous oblenons ainsi les 
expressions suivantes de VW’, la quantité de travail dépensé dans l'unité 
de temps : 


(8) W=%u Ye --Zur, 

(9) == R, u”-- Ra c—Rau+(P,- Qihou + (Pet Qu -+(P, Qu, 

(io) = rit ri Yt 2 (pi -qi)YL-tipi- qe) ZX + (pags) XY. 
Par un choix d'axes convenables, on peut faire disparaître de l’une 

ou l'autre des deux dernières équations les termes contenant les rec- 

tangles de u, s, ou de X, Y, Z. Mais le système d'axes qui ramène 


W à la forme 
W=Riu-Re+ R;cw1 


n'est pas, en général, le mème qui le réduit à la forme 
W = ri X?— l'a V2 ra23. 


Les deux systèmes d'axes ne coïncident que si les coefficients P,, P., 
P; sont respectivement égaux à Q,, Q,, Q. 
S1 nous posons, avec Thomson (!), 


P-S--T, Q.=S—T, 
(11) / 


P=S --t. q 


I 
es 
| 
I 


nous avons 


| [PQR] = RiRaR3+281SaS3— StRi—S2R:—S2R; 
| a SiTaT = ST Ti Sa TT) RATE + RT 2 + RIT? 
et 
[PORIri= ReR;—S? + Ti, 
(13) [PQRIsi= TeTs+ SaSs — RiSi, 
[PQRIt = —RiTi- ST, ST. 


Si donc nous faisons disparaître S,, S, et S:, s, ne disparaîtra que 
si les coefficients T sont nuls. 


eo, 2 


(') Trans. R.S. Edin., 1853-54, p. 102. 
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Condition de stabilité. 


300. Puisque l'équilibre électrique est stable, le travail dépensé 
pour entretenir le courant doit toujours être positif. La condition pour 
que W soit positif, est que les trois coefficients R,, R,, R, et les trois 
expressions 

1RRs—(Pi+ Q,}, 

(14) 4RsRi— (Ps Qr}?, 

| 4RiR:—(P3+ 03) 
soient posilifs. 

Il y a des conditions semblables pour les coefficients de conduc- 
tibilité. 


Équation de continuité dans un milieu homogène. 


301. Si nous exprimons les composantes de la force électromotrice 
comme dérivées du potentiel V, l'équation de continuité 


(15) MELLE 


devient, pour un milieu homogène, 


PCA LA CA EL) BV. otV 
10) ri Jri -:- d'y DE L ra Uz? — 251: dy 03 _.— 


2% sor Sr dy 0. 
Si le milieu n'est pas homogène, il s’introduit des termes dus à la va- 
rialion des coeflicients de conductibilité quand on passe d’un point à 
un autre. 

Cette équation correspond à l'équation de Laplace pour les milieux 
isotropes. 


302. Si nous posons 


(17) [rs]= rirors— S1s383— ris? 283 — rs 
et 
(IS [AB]. AiA:As--2B,B,B;— A B?— A,B3- A\,Bi. 
où 


(19) : [rs]Biz sis; --7s, 


el ainsi de suite, le système \, B est inverse du système 7, 5; et si 
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nous posons 
(20) Ari Asy?-+ ÀA332+ aB,75— 2 B:5r— 2B;x) = [AB];:, 
nous trouvons que 
, c 
(21) V— — 
4T. 


1 
"D | = 


est une solution de l'équation. 

Si les coefficients T sont nuls, les coefficients À et B deviennent 
identiques à.R et S. Mais ce n'est plus le cas si T n'est pas nul. 

Donc, dans le cas où l'électricité s'écoule à partir d’un centre placé 
dans un milieu infini, homogène, mais non isotrope, les surfaces équi- 
poteutielles sont des ellipsoïdes pour chacun desquels : est constant. 
Les axes de ces ellipsoïdes sont dirigés suivant les axes principaux de 
conductibilité, lesquels ne coïncident avec les axes principaux de ré- 
sistance que si le système est symétrique. 

En transformant cette équation, on peut prendre pour axes les axes 
principaux de conductibilité. Les coefficients de la forme s ou de la 
forme B se réduisent alors à zéro, et chacun des coefficients de Ja 
forme À est l'inverse du coefficient correspondant de la forme r. L'ex- 
pression de 9 est 

r°? 2 2? 2 

303. La théorie du système complet des équations de résistance et 
de couductibilhité est celle des fonctions linéaires à trois variables, 
dont on trouve des exemples dans la théorie des déformations élas- 
tiques (1) et dans d’autres branches de la Physique (?). La forme la 
plus convenable pour traiter cette théorie est celle que Hamilton et Tait 
appliquent aux fonctions linéaires et vectorielles d’un vecteur. Toute- 
fois nous n'introduirons pas formellement la notation des quater- 
nions. 

On peut regarder les coefficients T;, T, et T; comme les compc- 
santes rectangulaires d’un vecteur T, dont la grandeur absolue et la 
direction dans le corps sont fixes et indépendantes du choix des axes 
de coordonnées. La même chose est vraie de £,, £, et {3, composantes 
d'un autre vecteur £. 

En général, les directions des vecteurs T et £ ne coïncident pas. 





(*) Voir Tuousox ct Tair, Natural Philosophy, $ 15. 
(*) [Ces équations sont identiques aussi à celles de la propagation de la chaleur. 
(Cf. Laué, T'heorie de la chaleur.) P. 
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Prenons l'axe des 3, de façon qu'il coïncide avec le vecteur T, et 
transformons, en conséquence, les équations de résistance ; elles pren- 
dront la forme 

| X=Ru=-Sse+ Sau — Te, 
(23) Y=Ssu + Rss --Sju — Tu, 


Z =. Su+S;, + Rsur. 


De ces équations il résulte que nous pouvons considérer la force 
électromotrice comme la résultante de deux forces : l’une ne dépen- 
dant que des coefficients R et S, et l'autre ne dépendant que de T. La 
partie qui dépend de R et S est liée à l'intensité par la mème relation 
qui existe entre la perpendiculaire abaissée sur le plan tangent à un 
ellipsoïde et le rayon vecteur. L'autre partie, qui dépend de T, est égale 
au produit de T par la composante de l'intensité perpendiculaire à 
l'axe T; sa direction est perpendiculaire à l'axe T et à la composante 
de l'intensité, dans le sens où serail amenée cette composante par une 
rotalion de 90° autour de T dans le sens positif. 

Si nous considérons l'intensité et T comme des vecteurs, la partie 
de la force électromotrice due à T est la partie vectorielle du produit 
T x intensité. 

Le coefficient T peut être appelé coefficient de rotation. Nous avons 
lieu de croire qu'il n'existe pour aucune substance connue. S'il existait 
quelque part, ce serait dans les aimants (!}, qui ont dans une certaine 
direction une polarité due sans doute à quelque phénomène de rota- 
tion à l'intérieur de la substance. 


30%. Admettant qu'il n’y ait point de coefficient de rotation, nous 
allons étendre le théorème de Thomson donné au $ 100, et démontrer 
que la chaleur développée par un courant dans un système en un 
Lemps donné est un minimum unique. 

Pour simplifier les opérations algébriques, prenons les axes de ma- 
niére à réduire à trois Lermes l'expression (9), el, par suite, dans le 
cas actuel, l'expression (10); on a alors pour l'équation générale ca- 
ractéristique (16) 

PV PV | DV 


° : r s ? * = = O. 
UT * u Ov'£ 3 U5? 





Soient aussi a, b, c trois fonctions de +, y, 3 satisfaisant à la con- 





(*) [Ou duns les substances soumises à l'action d'un champ magnétique.  P.] 
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dition 
5) da +? 9b + oc 
(25 0x 03 ne 
et soient 
an +u 
| = ri dE —+ , 
OV 
26) ben +4 
PE 
C — r3 = w 
Enfin prenons l'intégrale triple 
(27) W = ff fire - R:03—+ R;c?) dx dy dz 


pour des espaces définis comme dans l'énoncé du $ 100, c’est-à-dire 
tels que V soit constant dans certaines parties, et que la composante 
du vecteur à, b, c suivant la normale aux surfaces limites des autres 
parties soit donnée et assujettie, en outre, à la restriction que son 
intégrale prise sur l'ensemble de la surface limite soit nulle; alors W 
sera minimum 51 

U—O, #ÿ—0, Ww—O. 


En effet, nous avons 
riRi=t, raRs= I, raR3=1; 


donc, d'après l'équation (26), 


OO EMOMONCEE 


(28) ( -+- [f. (Riu?+ Riot Raw?) dx dy ds 


ENTER 


Mais, puisque 
ou dv dw 


— = O, 


(29) x TG 


le troisième terme s’annule en vertu des conditions aux limites. 
Le premier terme de (28) est donc l’unique minimum de W. 


305. Comme cette proposition a une grande importance dans la 
théorie de l'électricité, il peut être utile de donner la démonstration 
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suivante du cas le plus général, sous une forme exempte d'opérations 
analytiques. 

Considérons la propagation de l'électricité dans un conducteur de 
forme quelconque, homogène ou hétérogène. 

Nous savons que : 

1° Une ligne, menée suivant la direction et dans le sens du courant, 
va des points où le potentiel est plus élevé à ceux où il est moins 
élevé. 

2° Si en tous les points du système le potentiel est changé dans le 
même rapport, l'intensité est changée dans le mème rapport : c'est l1 
loi de Ohm. 

3° Si une certaine distribution des potentiels donne lieu à une cer- 
laine distribution des intensités, et si une autre distribution des po- 
tentiels donne une autre distribution des intensités, une troisième 
distribution où le potentiel est la somme ou la différence des poten- 
Liels dans la première et la seconde distribution donne lieu à une 
distribution des intensités telle que l'intensité du courant qui, dans 
ce troisième cas, passe à travers une surface finie donnée, est égale à 
la somme ou à la différence des intensités des courants qui traversent 
celte surface dans le premier et le second cas. Car, d’après la loi de 
Ohm, lintensité additionnelle due à une variation des potentiels ne 
dépend pas de l'intensité primitive due à la distribution primitive 
des potentiels. 

4° Si le potentiel est constant sur l’ensemble d'une surface fermce 
ne renfermant ni électrodes, ni forces électromotrices intérieures, il 
n’y a point de courant à l'intérieur de la surface fermée, et le poten- 
tiel en un point intérieur quelconque est égal au potentiel sur la 
surface. 

En effet, s’il y a des courants à l'intérieur de la surface fermée, il< 
décrivent des courbes fermées, ou bien ils commencent et finissent en 
des points situës à l'intérieur de la surface ou sur cette surface. 

Mais, puisque les courants passent toujours des points où le poten- 
tiel est plus élevé aux points où le potentiel est moins élevé, ils ne 
peuvent décrire des courbes fermées. 

Puisqu'il n'y a point d'électrodes à l'intérieur de la surface, le 
courant ne peut commencer ni finir en un point intérieur de la surface ; 
puisque le potentiel est le même en tous les points de la surface, il ne 
peut y avoir de courant suivant des lignes tracées d'un point à un 
autre de la surface. 

Donc, il n’y a point de courants à l'intérieur de la surface, et, par 
suite, pas de différence de potentiels; car une pareille différence dou- 


CALCUL APPROCHÉ DE LA RÉSISTANCE D'UN CONDUCTEUR, ETC. 481 


nerait lieu à des courants. Donc, le potentiel en tous les points inté- 
rieurs est le mème que sur la surface fermée. 

9 Sil n'y a point de courant électrique qui traverse une partie 
quelconque de la surface fermée, et s’il n'y a à l’intérieur de cette 
surface ni électrodes, ni forces électromotrices intérieures, il n’y a 
point de courant dans la surface, et le potentiel y est partout le même. 

6° Si le potentiel est uniforme sur une partie d’une surface fermée, 
et qu'il ne passe point de courant à travers le reste de la surface, le 
potentiel à l'intérieur de la surface est uniforme pour les mêmes rai- 
sons. 

7° Si l’on connait le potentiel pour chacun des points d’une partie 
d'une surface fermée et l'intensité du courant qui traverse la surface 
en chacun des points du reste de cette surface, il ne peut exister 
pour les points intérieurs du corps qu’une seule distribution des po- 
tentiels. 

Car, si pour un point quelconque intérieur au corps il y avait deux 
valeurs, dont V, füt la première et V, la seconde, nous pouvons con- 
cevoir un troisième cas daus lequel le potentiel de chaque point 
sera l'excès de la première valeur sur la seconde. Pour la partie de la 
surface où l’on connaît le potentiel, le potentiel deviendra nul dans ce 
troisième cas; de mème, l'intensité sera nulle pour les autres parties de 
la surface; par suite, d’après (6). le potentiel sera nul pour tout 
point à l'intérieur de la surface : il ne doit donc point exister de dif- 
férence entre V, et V.. Il n’y a donc qu'une seule distribution des po- 
tentiels possible. Cette proposition est vraie, que le solide soit limité 
par une ou par plusieurs surfaces fermées. 


Calcul approché de la résistance d'un conducteur de forme donnée. 


306. Le conducteur que nous considérons ici a sa surface partagée 
en trois portions : sur l’une, le potentiel est maintenu à une valeur 
constante; sur l’autre, il a une valeur constante différente de [a pre- 
mière; tout le reste de la surface est impénétrable à l'électricité. 
Nous pouvons supposer que l’on remplit les conditions relatives à la 
première et à la seconde partie, en appliquant sur le conducteur deux 
électrodes faites d’une substance parfaitement conductrice, et celle 
qui est relative au reste de la surface, en le couvrant d’une couche de 
matière parfaitement isolante. | 

Dans ces conditions, l'intensité en chaque point du couducteur est 
proportionnelle à la différence des potentiels aux électrodes. Appelant 
cette différence force électromotrice, l'intensité totale de l'une des 

Tr. d'Élect. et de Magn., I. 31 
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électrodes à l’autre est le produit de la force électromotrice par la 
conductibilité du conducteur entier, et la résistance du conducteur 
est l'inverse de sa conductibilité. | 

C'est seulement quand un conducteur se trouve à peu près dans les 
conditions ainsi définies que l’on peut dire que, pris dans son en- 
semble, il a une résistance ou une conductibilité déterminée. Une 
bobine de résistance, formée d'un fil fin se terminant par de grosses 
masses de cuivre, satisfait à peu près à ces conditions; car le potentiel 
est sensiblement constant dans ces électrodes massives, les différences 
de potentiels qui peuvent exister entre les différents points d'une 
même électrode pouvant être négligées devant la différence des poten- 
tiels aux deux clectrodes. 

Une méthode très utile pour calculer la résistance de pareils con- 
ducteurs a été donnée pour la première fois, à ma connaissance. 
dans un Mémoire de lord Rayleigh sur la Théorie de la Réso- 
nance (!). 

Elle est fondée sur les considérations suivantes : si la résistance 
spécifique d’une partie du conducteur change, celle du reste du con- 
ducteur demeurant invariable, la résistance du conducteur total aus- 
mente ou diminue, suivant que la résistance de cette partie augmente 
ou diminue. 

Ce principe peut être considéré comme évident ; il est aussi aisé de 
faire voir que la valeur de lexpression qui donne la résistance d‘uu 
système de conducteurs entre deux points choisis comme électrodes 
croît à mesure que croît la résistance de chacun deséléments du système. 

Il résulte de là que si, dans la masse du conducteur, nous tracons 
une surface de forme quelconque, et si nous supposons que cette sur- 
face soil une nappe infiniment mince, formée d’une substance parfai- 
tement conductrice, la résistance du conducteur total sera diminuée. 
à moins que la surface ne soit une surface équipotentielle lorsque le 
corps est dans son état naturel; car alors, cette surface étant déjà en 
équilibre électrique, aucun effet ne sera produit quand on la rendra 
parfaitement conductrice. 

Tracons donc dans l’intérieur du conducteur une série de surfaces - 
la prèmière coïncidant avec la première électrode, la dernière avec la 
seconde électrode, les surfaces intermédiaires étant limitces par la 
surface non conductrice et ne se coupant point les unes les autres ; 
supposons que chacune de ces surfaces suit une nappe infiniment 


—————— A —— ———— —— —_—— > —— — — ——. 





(‘) Pluil. Trans., 1831. 
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mince, d’une substance parfaitement conductrice. Nous aurons ainsi 
constitué un système dont la résistance n'est certainement pas supé- 
rieure à la résistance du conducteur proposé, et ne lui devient égale 
que si les surfaces que nous avons choisies sont les surfaces équipo- 
tentielles naturelles. 

Mais calculer la résistance du système artificiel est une opération 
bien plus aisée que le problème primitif; car la résistance de l’en- 
semble est la somme des résistances de toutes les couches comprises 
entre les surfaces successives, et l’on peut trouver, ainsi qu'il suit, la 
résistance de chaque couche. ‘ 
Soient 


dS un élément de surface de la couche, 

l'épaisseur de la couche perpendiculairement à cet élément, 

2 la résistance spécifique, 

E la différence de potentiels des deux surfaces parfaitement conduc- 
trices, 

dC l'intensité du courant qui passe à travers dS ; 


alors 


(1) dc =E-- 48, 
Ev 


et l'intensité du courant tolal qui traverse la couche est 


(2) C=Eff<as, 
| ÎJ > 


l'intégration s'étendant à toute la couche limitée par la surface nou 
conductrice du conducteur. 
D'où la conductibilité de la couche est 


C [ 


et la résistance de la couche est l'inverse de cette quantité. 
Si la couche est limitée par deux surfaces pour lesquelles une fonc- 
tion F a des valeurs FetF+4F,ona 
1 
| dE gp [ (26) (EN (ET 
(1) y =vr-[(5) 7 (1) 4 | 33) 


\ 


et la résistance de la couche est 
dF 


——_—_—_— + + 


(5) | 
[. LTFaS 
? 
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Pour trouver la résistance de l’ensemble du conducteur, nous n’avons 
qu’à intégrer par rapport à F, et nous trouvons 


dF 
(6) R;, = Fri. 
J 2 SFAS 


La résistance R du conducteur, dans son état naturel, est plus 
grande que la valeur ainsi trouvée, à moins que les surfaces choisies 
ne soient les surfaces équipotentielles naturelles. D'ailleurs, comme 
la vraie valeur de KR est le maximum absolu des valeurs de R, et peut 
être ainsi obtenue, une légère différence entre les surfaces choisies et 
les surfaces équipotentielles exactes ne produira sur R qu'une erreur 
comparativement faible. 

Cette méthode pour déterminer une limite inférieure de Ia valeur 
de la résistance est évidemment d'une généralité parfaite, et peut 
s'appliquer à des conducteurs de forme quelconque, lors même que la 
résistance spécifique p varierait d'une manière quelconque dans l'inté- 
rieur du conducteur. 

L'exemple le plus familier de cette méthode est la facon dont on 
détermine habituellement la résistance d’un fil métallique tendu, de 
section variable, Dans ce cas, les surfaces que l'on choisit sont des 
plans perpendiculaires à Faxe du fil; les couches ont des faces paral- 
lèles, et la résistance d’une couche de section S et d'épaisseur ds est 


et la résistance de tout un fil de longueur s est 
(8) R; = — 9 


S étant la section transversale, laquelle est fonction de s. 

Dans le cas des fils dont la section varie lentement avec la longueur, 
cette méthode donne des résultats très voisins de la vérité; mais ce 
n'est, en réalité, qu'une limite inférieure, et la résistance vraie est 
toujours plus grande, sauf dans le cas où la section est parfaitement 


uniforme. 


307. Pour trouver une limite supérieure de la résistance, supposons 
que l'on trace dans le corps une surface et qu'on rende cette surface 
impénétrable à l'électricité. L'effet sera d'augmenter la résistance du 
conducteur, à moins que la surface ne soit une surface naturelle de 
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flux. Au moyen de deux systèmes de surfaces, nous pouvons former 
une série de tubes qui déterminent complètement le flux; et l'effet 
de ce système de surfaces impénétrables, s'il y a un effet produit, est 
d'accroître la résistance du conducteur au delà de sa valeur naturelle. 

La résistance de chaque tube peut être calculée par la méthode que 
l'on a donnée pour un fil fin, et la résistance du conducteur est 
l'inverse de la somme des inverses des résistances de tous les tubes. 
La résistance ainsi trouvée est plus grande que la résistance véritable, 
à moins que les tubes ne suivent les lignes naturelles de flux. 

Dans le cas déjà considéré d’un conducteur en forme de solide de 
révolution allongé, comptons les x suivant l'axe, et soit b le rayon 
de la section faite en un point quelconque. Prenons pour l’une des 
séries de surfaces impénétrables des plans passant par l'axe, pour 
chacun desquels © est constant; pour l'autre, des surfaces de révo- 
lution, pour lesquelles 


(9) = ÿbt, 


Y étant une quantité numérique comprise entre o et 1. 

Considérons une portion de tube limitée par les surfaces o et » + do, 
d et Ÿ + dÙ, et x et x + dr. 

La section du tube perpendiculaire à l'axe est 


(10) 7 dyde = 16? d4 de. 
Si 6 est l’angle du tube avec l’axe 


1 
(11) tang0 — 42 _ 





La vraie grandeur de l'élément de tube est dr sécô, et sa vraie sec- 
tion est 


18?d4 do cos, 
de sorte que Îla résistance est 
dr | dx db \? 
nn "7 — séct0 — TT — — . 
(12) 2 p Bras dj séc?0 — 2p bide dy [i+4(2) | 
Soient 


(13) A=f£ dr, B=fA(S) de 


l'intégration s'étendant à toute la longueur x du conducteur; alors la 
résistance du tube do dy est 


a 
dyds (À + $B), 
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et sa conductibilité 
_dyde 


Pour trouver la conductibilité de tout le conducteur, laquelle est la 
somme des conductibilités des différents tubes, nous devons intégrer 
cette équation depuis eg — o jusqu'à e — 27, et de ÿ$ —o à $ — 1. Le 


résultat est 

TS log ( 1 + x) 
(15) Ti _A/, 
KR’ TS ’ 


il peut ètre inférieur, mais non supérieur à la conductibilité vraie du 
conducteur. 


. db . ..… B . 
Si — est toujours une pelite quantle, A est aussi petit, et nous 


dr 
pouvons développer l'expression de la conductibilité sous la forme 
15) 1Lef_rB iB ri. ) 
R' A 2 À 3 A? 4 AS 


T 
A 
méthode, comme limite supérieure de la conductibilité. Donc la con- 
ductibilité vraie est inférieure au premier terme, mais supérieure à la 
série tout entière. La limite supérieure de la résistance est l'inverse 
de celle-ci, soit 


Le premier terme = est celui que l’on aurait trouvé, par la première 


» CB 1 DB 1 B3 
(6) = (i+i ri x | Fu): 


Si nous avions supposé non seulement que le flux est dirigé par les 
surfaces » et Y, mais encore que le flux dans chaque tube est propor- 
tionnel à de dŸ, on aurait obtenu, comme valeur de la résistance, sous 
cette restriction supplémentaire, 


a) R'= =(A+EB), 


laquelle est évideminent supérieure à la première valeur, ainsi qu'elle 
devait l'être en raison de cette restriction additionnelle. Dans le Me- 
moire de lord Rayleigh, cette supposition est faite, et la limite supé- 
rieure de la résistance qui y est donnée a la valeur (15), un peu plus 
grande que celle obtenue en (16). 


308. Nous allons maintenant appliquer cette mème méthode à la 
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recherche de la correction qu'il faut appliquer à la longueur d'un con- 
ducteur cylindrique de rayon a, lorsque son extrémité cst mise en 
contact avec une électrode massive, que nous supposerons faite d’un 
métal différent. 

Pour trouver la limite inférieure, nous pouvons supposer que l'on 
interpose entre le bout du cylindre et l’électrode massive un disque 
infiniment mince d'une substance parfaitement conductrice, de façon 
que le potentiel soit partout le même au bout du cylindre. Alors le 
potentiel dans le cylindre ne sera plus fonction que de sa longueur; 
et, si nous supposons que la surface de contact de l'électrode et du 
cylindre soit à peu près plane et que l'électrode ait des dimensions 
considérables relativement au diamètre du cylindre, la distribution 
‘du potentiel sera la même que celle qui est produite sur un conducteur 
en forme de disque placé dans un milieu infini. (Voër $& 151 et 177.) 

Si E est la différence entre le potentiel du disque et celui des parties 
les plus éloignées de l'électrode, C l'intensité du courant qui va de la 
surface du disque à l'électrode, et si 7’ est la résistance spécifique de 
l'électrode; si enfin Q est la quantité d'électricité répandue sur le 
disque et que nous supposons distribuée comme au $ 151, nous avons 


g tC=ii-0 = _aEk_., E 
(19) a = 3iT T2 ia JP 
2 


d'après le $ 151. 


Si donc le fil présente une longueur L depuis un point donné jusqu'à 
l'électrode, et si sa résistance spécifique est », sa résistance, depuis le 
point choisi jusqu’à un point de l’électrode non situé dans le voisinage 
de la jonction, est 





L s' 
R = 9 — + —, 
Ta? q« 
ce qui peut s'écrire 
"ra 
(19) R= ER (L+É Fe); 
tri p t 


le second terme de la parenthèse est une quantité que l'on doit ajouter 
à la longueur du cylindre ou du fil quand on calcule sa résistance, et 
qui est évidemment une très petite correction. 

Pour comprendre la nature de l'erreur dont il s'agit, il faut remar- 
quer que nous avons toujours supposé Île flux uniforme dans toute la 
section du fil, y compris le disque; mais le flux du disque à l'élec- 
trode n'est plus uniforme : en chaque point, il est inversement pro- 
portuionnel à la corde minimum passant par ce point. Dans le cas 
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. actuel, le flux à travers le disque n’est pas uniforme; mais il n'est pas 
non plus aussi différent d’un point à un autre que nous le supposons 
ici. Dans le cas actuel, le potentiel du disque n’est pas uniforme, mais 
varie et diminue quand on va du milieu vers les bords. 


309. Nous allons maintenant déterminer une quantité plus grande 
que la vraie résistance, en astreignant le flux à être uniforme en tous 
les points du disque. Nous pouvons supposer que les forces électro- 
motrices introduites à cet effet agissent perpendiculairement à la sur- 
face du disque. 

La résistance du fil sera la même que précédemment; mais la quan- 
tité de chaleur produite dans l’électrode sera l'intégrale de surface du 
produit du flux par le potentiel. Or le flux, en un point quelconque, 
est 

C 


ra” 
et le potentiel est le mème que celui d'une surface électrisée pour 
laquelle la densité superficielle o est 


? 
(20) 2T0 — 





? 
r a? 


F' étant la résistance spécifique. 

Nous avons donc à déterminer l'énergie potentielle de la charge d’un 
disque dont la densité suoerficielle est uniforme et égale à 0. 

(!) On trouve aisément que sur les bords d’un disque où la densité 
superficielle est uniforme et égale à 6, le potentiel est 


4 


4 «as. 
Le travail effectué, si l’on ajoute à la circonférence du disque une 
bande d'épaisseur da, est 

2racdaias, 


et l'énergie potentielle totale du disque est l'intégrale de cette expres- 
sion, soil 


(21) | P — ao, 


Dans le cas de la conduction électrique, le travail effectué dans une 


oo 


(:) Voir un Mémoire du professeur Cayley, London Math. Soc. Proc., VI, 
p. 47. 
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électrode de résistance R’ est 
CR; 
mais, d'après l'équation générale de conduction, l'intensité du courant 
qui passe à travers l'unité d’aire du disque est de la forme 


1 dV 
5" dy 


ou 





17 p. 
Nous avons donc 
(22) C?'R'=— _ P ; 
d'où, en vertu de (20) et de (41). 
, 8: 
R= 3r'a° 


et la correction qu'il faut faire subir à la longueur du cylindre est 


cette correction étant supérieure à la vraie valeur. La correction vraie 


?’ 


à faire sur la longueur est donc : an, où nr est un nombre compris 


7 8 , ET Nu 
entre 3 et FA c'est-à-dire entre 0,785 et 0,849. 


Par une deuxième approximation, lord Rayleigh a réduit à 0,8282 la 
limite supérieure de 7 (!). 








me — = — 


(') Phil. Mag., nov. 1872. Plus tard, lord Rayleigh a obtenu pour limite supé- 
ricure 0,8242. (Voir London Math. Soc. Proc., VII, p. 54.) 
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CHAPITRE IX. 


CONDUCTION DANS LES MILIEUX HÉTÉROGÈNES. 


Des conditions qui doivent être satisfaites à la surface de séparation 
de deux milieux conducteurs. 


310. 11 y a deux conditions auxquelles doit satisfaire, en général, 
toute distribution de courants : la condition de continuité du poten- 
tiel et la condition de continuité des courants électriques. 

La première de ces conditions exige que deux points infiniment 
voisins, mais situés de part et d'autre de la surface de séparation de 
deux milieux, soient à des potentiels égaux. Il est entendu que les 
potentiels sont mesurés avec un électromètre relié au point considéré 
par une électrode faite d'un métal donné. Mais, si les potentiels sont 
mesurés par la méthode décrite aux $ 222 et 246, où les électrodes 
viennent aboutir dans une cavité pleine d’air, creusée dans le conduc- 
teur, les potentiels de deux points voisins pris sur des métaux difYé- 
rents devront différer d’une certaine quantité qui dépend de la nature 
et de la température des deux métaux. 

L'autre condition à la surface est que le courant qui passe à travers 
un élément quelconque de la surface de séparation ait la même valeur, 
quel que soit celui des milieux dans lequel on le mesure. 

Ainsi, Viet V; étant les potentiels dans les deux milieux, en un 
point quelconque de la surface de séparation, 


(1) Vi= Va, 


et, Si WU, Pi, 1 Et Ua, Ve, Wa sont les composantes de l'intensité dans 
les deux milieux, et /, », n les cosinus directeurs de la normale à la 
surface de séparation, 


(2) lu = mo, + nwi:z lua-- Mmve + nwe. 


Dans le cas le plus général, #, # ets sont des fonctions linéaires 
des dérivées de V et sont représentées par des équations de la forme 
| u = rX --p3Y — q:2, 


(3) 6 == q3N --72Y — pi, 


(14 “= Pa À 1 Y —. ra Z. 
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où X, YŸ, Z sont les dérivées partielles de V, par rapport à x, y et 5. 
Considérons le cas où la surface sépare un milieu qui a ces coeffi- 
cients de conduction d’un milieu isotrope, où le coefficient de con- 
duction est 7. 
Soient X’, Y’, Z' les valeurs de X, Ÿ, Z dans le milieu isotrope; 
nous avons à la surface 


(4) V= V 

ou 

(5) Xdx-Ydy + Zds = X'dx + Y'dy + L'ds, 
quand 

(6) ldx + mdy + ndz = 0. 


Cette condition donne 
(5) X'=X + énol, Y'=Y+irsm, L'=L+A4Tsn, 


os étant la densité superficielle. 
Nous avons aussi, dans le milieu isotrope, 


(8) u=rX", v'=rY, w'=rz, 


et à la surface la condition du flux est 


(9) ul+vm-wn=ul+vm+wn 
ou encore 
(10) r(IX+mY-n£l)=l(r,X-+p3Y+q22) 
+ m(qgaX+rY+pil)+n(psX--qgiY+rsZ): 
d'où 


(11) ( 4TSr = [{(ri—r) + mgs+ npa]X + [ps + m(ra—r)+ ng:1]Y 
+ [lgs+ mpi+ n(rs—r)]Z. 


La quantité o représente la densité superficielle de la charge, à la sur- 
face de séparation. Dans les substances cristallines ou organisées, elle 
dépend de la direction de la surface, aussi bien que de la force qui est 


normale à cette surface. Dans les substances isotropes, p et q sont 
nuls, et tous les coefficients r sont égaux, de sorte que 


(12) | ans = (1 )(UX+mY+n2), 


où 7, est la conductibilité de la substance, et r celle du milieu exté- 
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rieur, et /, m, n les cosinus directeurs de la normale dirigée vers le 
milieu dont la conductibilité est r. 

Si les deux milieux sont isotropes, les conditions peuvent être bien 
simplifiées ; car, À étant la résistance spécifique par unité de volume, 
(13) nu oV o—=— 1! OV w—=— 2 OV 
dx Kkdy’  Kos’ 
et si v est la normale menée en un point de la surface de séparation, 
du premier milieu vers le second, la condition de continuité est 


LM Lo, 
(15) | KE 0 — k à 
Si 0, et 0, sont les angles que font, avec la normale à la surface de sé- 
paration, les Hignes de flux dans le premier et dans le second milieu, 
les tangentes à ces lignes de flux sont dans le plan qui contient la nor- 


male et sont situées de part et d'autre de cette normale, et 
(15) Kitang0; — Ka tang0. 


C'est ce qu’on peut appeler la lot de la réfraction des lignes de flux. 


311. Pour donner un exemple des conditions qui doivent être satis- 
faites lorsque l'électricité traverse la surface de séparation de deux 
milieux, nous allons considérer une surface sphérique de rayon a, la 
résistance spécifique étant 4, à l’intérieur de la sphère et #;, à l’exté- 
rieur. 

Développons en harmoniques solides le potentiel de lintérieur et 
celui de l'extérieur de la surface, et soient 


(1) Vi= [Airi+ B,r-‘+1)]S,;, 
(2) Va — [Asri+ Bsr-4+0]S,, 
les parties qui, pour l'intérieur et pour l'extérieur de la sphère, dé- 


pendent de l'harmonique de surface S,. 
A la surface de séparation, où r — a, nous devons avoir 


Le T 
(3) Vi= Va et | oV' … 1 OVe 





= 
SS 
D. 
| 
C2 

Q | 
s [, 


De ces conditions, nous tirons les équations 
(A1— As)att#1+ (Bi— B:) = 0, 


) (x Ai pe A }éattei—(E Bip Br )(é+1)= 0. 
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Si nous connaissons deux des quatre quantités A,, As, B;, B;, ces 
équations suffisent pour déterminer les deux autres. 

Supposons connus À, et B,, nous trouvons les expressions suivantes 
de À, et B, : 


(5) L ki(2i+:1) 
| gp, Ci hr)iAsaitie [kit R(i+NIB, 
ki(at+1) 


On peut ainsi trouver les conditions auxquelles doit satisfaire chaque 
terme du développement harmonique du potentiel, pour un nombre 
quelconque de couches limitées par des surfaces sphériques conceu- 
triques. 


312. Soient a le rayon de la première surface sphérique, a, le rayon 
d’une deuxième surface sphérique plus grande, au delà de laquelle la 
résistance spécifique est &;. S'il n'y a à l’intérieur de ces sphères ni 
sources, ni pertes d'électricité, il n’y a point de valeurs infinies de V, 
et nous aurons 

B; = ©. 
Nous trouvons alors, pour les coefficients À, et B, du milieu exté- 
rieur, 
A3k1ke(at+ 1)? = IUT, 1)— Age][Aole + Ki] 
.... a] 21+1); 

+ Ge (A (EE ) {Au 
(6) 
Bs ki ks(ai +1) = UTC 1) Aëltks— k)atitt 


+R -k)[hé ÇÉ-njañiriias. 


La valeur du potentiel dans le milieu extéricur dépend en partie 
des sources extérieures d'électricité qui produisent les courants, indé- 
pendamment de l'existence de la sphère de matière non homogène 
introduite dans le champ de ces sources, et en partie de la perturba- 
tion causée par l'introduction de cette sphère hétérogène. 

La première partie dépend seulement d’'harmoniques solides de 
degré positif, car elle ne peut avoir de valeurs infinies à l'intérieur de 
la sphère. 

La seconde partie ne doit dépendre que d'harmoniques de degrés 
négatifs, car elle doit s’annuler à une distance infinie du centre de la 
sphère. 


494 2° PARTIE, CHAP. IX. — CONDUCTION DANS LES MILIEUX, ETC. 


Donc, le potentiel dà aux forces électromotrices extérieures doit 
ètre développable en une série d'harmoniques solides, de degré po- 
sitif. Soit À, le coefficient de l’un d’eux, de la forme 


As Sir; 


nous pouvons trouver À, le coefficient correspondant pour la sphère 
intérieure, par Féquation (6), et de celui-là déduire A:, B; et B;. De 
ceux-ci, B, représente l'effet produit sur le potentiel du milieu exté- 
rieur par l'introduction des sphères hétérogènes. 

Supposons maintenant À, — 4,; nous serons dans le cas d’une enve- 
loppe creuse, pour laquelle À —£K,, qui sépare un milieu intérieur 
d’un milieu extérieur semblable, dans lequel 4 — #.. 

Si nous posons 


I 

a 
QE Dh ke + ie Duke | (4) | 
a: 

alors 
Ai Aikl(at-.-1)? CA», 

, Au h3(28--1[ AE -5- 1) + Ket] CA, 

7) ‘ 


| B, T— Ko tÉ2T LA — ks ja?t#i CA, 


| B; == ECko— À: [Ait L —- 1) — ke tl(azirt — ati )CGA 3. 


La différence entre À, le coefficient non troublé, et sa valeur A, dans 
la cavité intérieure de l'enveloppe sphérique, est 


\ 2i+1 
(8) As Au th hit éenfi (ft) Jeas. 


2 


Puisque cette quantité est toujours positive, quelles que soient les 
valeurs de #, et #,, 11 résulte que l'action électrique, dans l’espace 
compris à l'intérieur de l'enveloppe, est moindre qu'il n'eùt été autre- 
ment, que la couche sphérique conduise mieux ou plus mal que le 
reste du milieu. Si l'enveloppe conduit mieux que le reste du milieu, 
elle tend à égaliser le potentiel dans toute l'étendue de la sphère inté- 
rieure. Si elle conduit moins bien, elle tend à empècher absolument 
les courants électriques d'atteindre la sphère intérieure. 

Le cas d'une sphère massive peut être déduit de celui-ci, en faisant 
di = 0, où peut être étudié directement. 


313. Le terine le plus important dans le développement harmonique 
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est celui dans lequel î=—1; on a 


I 


C = TT Ja; \3Ï? 
94145 + 2 kr] 1 (4) | 
As 


(9) A1 = 94142 CA, 
As = 3k:(2k1-- A2) CA3, 
Ba = 342(41-- ks)ai CA, 
B3 = (A2— A1)(241+ Ka)(aÿ — aÿ)CA3. 


Le cas d'une sphère massive de résistance À, peut s’en déduire en faï- 
sant a —0. Ona alors e 


3 ka 


… … … Ka— 
2 — H+2k A3, B:=0, B;— 


Go) A H+ak 


ai À3. 
Il est aisé de faire voir, au moyen des expressions générales, que la 
valeur de B, est la même dans le cas d’une sphère creuse formée d’un 
noyau de résistance À, entouré d'une enveloppe de résistance 4,, et, 
dans le cas d’une sphère massive et homogène, ayant pour rayon le 
rayon de la surface extérieure et présentant une résistance K, où 
(11) K Chair (he koi pe 
(24k1=- Rr)aÿ — 2(k1— k:)ai 

314. Si l’on a x sphères de rayon @, et de résistance 4;, réparties 
dans un milieu de résistance #,, et écartées les unes des autres à des 
distances telles que l’on puisse considérer comme indépendants les ef- 
fets de perturbation qu'elles exercent sur la marche des courants, et 
si ces sphères sont toutes contenues dans une sphère de rayon @;, le 
potentiel, en un point très éloigné du centre de cette sphère, sera de 
la forme 


(12) V=(ar+nB 2 )cost, 
la valeur de B étant 

… Ki— F3 3 
(13) B — + a A. 


Le rapport du volume des r petites sphères à celui de la sphère qui 
les contient est 


3 
(14) p=n te 


La valeur du potentiel, en un point éloigné du centre de la sphère, 


496 2° PARTIE, CHAP. IX. — CONDUCTION DANS LES MILIEUX, ETC. 
pourra donc être mise sous la forme 

k; - Ko L 
15 V=A(r-—pai ———" — )cos0. 
( ) ( pes 2ki— LE à) 
Or, si toute la sphère avait été faite d’une substance ayant la résistance 
spécifique K, on aurait 


(16) VA (ra EE à 


Pour que l’une de ces expressions soit équivalente à l’autre, 1l faut 
que 

. 2ki- Ke = pk; — AQ) 
un) ST ke pile k) 
Telle est donc la résistance spécifique du milieu composé, formé d’une 
substance de résistance À, dans lequel sont disséminées de petites 
sphères de résistance À;, le rapport du volume des petites sphères au 
volume de le masse totale étant égal à p. Pour qu'il ne se produise 
pas d'effets dus aux réactions mutuelles de ces sphères, il faut que 
leurs rayons soient petits en comparaison de leurs distances, ou quep 
soit une fraction assez faible. 

Ce résultat peut aussi être obtenu par d’autres méthodes; mais 
celle qui est donnée ici ne fait que revenir sur le résultat déjà obtenu 
dans le cas d'une seule sphère. 

Si la distance des sphères n'est pas grande relativement à leur 
rayon et si UE est considérable, d'autres termes s'introduisent 
dans le résultat que nous allons examiner maintenant. En raison de 
l'existence de ces termes, certaines distributions des sphères donnent 
lieu à des résistances du milieu composé variables dans les diffé- 


rentes directions. 
Application du principe des images. 


315. Prenons pour exemple le cas de deux milieux séparés par une 
surface plane, et supposons que, dans le premier milieu, à une dis- 
tance a de la surface, il ÿ ait une source S d'électricité, qui émet une 
quantité d'électricité S dans l'unité de temps. 

Si le premier milieu s'étendait indéfiniment, le courant aurait, en 


un point quelconque P, la direction SP, et le potentiel en P serait E 
ri 


,. SA . 
où E == :--' et r, == SP. 


# 
4 
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Dans le cas actuel, les conditions sont remplies, si l'on prend un 
point 1, image de S dans le second milieu, de sorte que le plan de sé- 
paration des deux milieux divise normalement IS en deux parties 
égales. Soit 7, la distance d’un point quelconque au point I; à la sur- 
face de séparation 


(1) ri= Ta) 
or … Ors 
(2) ù 


Soit V, le potentiel en un point du premier milieu, dà à une quantité 
E «d'électricité placée en S, et à une autre quantité E, fictivement 
placée en 1; soit V, le potentiel en un point du second milieu, dû à 
une quantité E, fictivement placée en S. Alors, si 


(3) v,= EE: et v, = À, 
T1  Pe ri 


la condition à la surface V, — V, donne 
(4) E + E: == E:;, 
et la condition 


(5) FN EX 





donne 

. I I 
(0) RE—-È)= TE E;, 
d'où 
, … 2 ke … Ke— Ki; 
7) HE R+R® MERTE 


Le potentiel dans le premier milieu est donc égal à celui que produi- 
raient dans l'air, d’après la théorie électrostatique, une charge E 
placée en S et une charge E, placée en 1; et le potentiel dans le se- 
cond milieu est égal à celui que produirait dans l'air une charge E 
placée en $. 

En un point quelconque du premier milieu, l'intensité est égale à 





celle que produiraient la source S et une source ns S placée en I, 
177 A2 


agissant dans le premier milieu supposé infini; et l'intensité dans le 


eve ’ « e e k 
second milieu est égale à celle que produirait une source P : S 
1 2 





placée en S, dans le second milieu supposé infini. 
Nous avons ainsi une théorie complète des images électriques dans 
Tr. d’Élect. et de Magn., 1. 32 
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le cas de deux milieux séparés par une surface plane. Quelle que soit 
la nature des forces électromotrices qui agissent dans le premier mi- 
lieu, le potentiel qu'elles ÿ produisent peut se calculer en combinant 
leur effet direct à l'effet de leur image. 

Si nous supposons le second milieu parfaitement conducteur, #,— a, 
et l’image I est égale et de signe contraire à la source S. Tel est le cas 
des images électriques dans la théorie électrostatique de Thomson. 

Si nous supposons le second milieu parfaitement isolant, 4, est in- 
fini, et l’image I est égale à la source S et de mème signe. Tel est le 
cas des images en hydrocinétique, lorsque le fluide est limité par une 
surface plane rigide. 


316. La méthode d'inversion, si utile en Électrostatique où l'on 
suppose que la surface de séparation est celle d’un corps parfaitement 
conducteur, ne s'applique plus au cas plus général d’une surface sépa- 
rant deux milieux présentant des résistances électriques inégales. 
Toutefois, on peut appliquer la méthode d'inversion dans le plan, 
ainsi que la méthode, plus générale, de transformation dans le plan 
donné au $ 190 (!). 


Conduction dans une plaque séparant deux milieux. 


317. Considérons une plaque d'épaisseur AB, faite d'une substance 
de résistance À, qui sépare deux milieux de résistances 4, et 4, 
(/ig. 24), et voyons comment elle fait varier le potentiel dù à une 





source S placée dans le premier milieu. 
Le potentiel sera égal à celui qui serait dù dans l'air à une série de 
charges plactes en certains points sur la normale menée par S à la 


plaque. 








(*) Voir Kircnnorr, Pogg. Ann., LXIV, 497, et LXVII, 341; Quixcxe, Pogg., 
XCVIL, 382, ct Suiru, Proc. À. S. Edin., 1869-70, p. 39. 
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Faisons 
AI — SA, BI, — SB, AJ, IA, BI, — JB, AJ,:= BA, 


nous avons ainsi deux séries de points écartés les uns des autres au 
double de l'épaisseur de la plaque. 


318. Le potentiel en un point quelconque P du premier milieu est 
égal à 
E I HE 

(#) PS PI PI," Pt, 
le potentiel en un point P' du second milieu est 


OR EE I, J' J | 
OÙ PS ET PI PR UT PI TP, À 


le potentiel en un point P” du troisième milieu sera 


ET. di, Je 
(to) PS © PJ, PA 


où 1, l,... représentent les charges fictivement placées aux points 
I, l',..., et où les accents indiquent que le potentiel doit être pris à 
l’intérieur de la plaque. 

Alors, d'après le paragraphe précédent, nous avons, pour la surface 
passant par À, 











_. ks — A ; 7. 23 
(11) [ — k+A E, E' 4, f E. 
Pour la surface passant par B, nous avons 
ke pe 24 
(12) H = BR L? E ka 
De mème, pour la surface passant par À, 
(13) J, — Ki— À: L' 2Â1 


Re ke 


(14) l, = Ji, Ji ——J;; 





el, si nous faisons 
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nous trouvons pour le potentiel dans le premier milieu 


| V= ps —-Pp tte pp re U—e)ee pr +: 
(5) E 
+ p (1 p?)(pp°}eTt PT, 
Pour le potentiel dans le troisième milieu, nous trouvons 
= a+pu-pEl +82... GPYT. 
(16) V=Gi+p)(t —p)E [rs + PT, He + ST ] 


Si le premier milieu est le mème que le troisième, 4, — À, et p —p", 
et le potentiel, sur l’autre côté de la plaque, sera 


T— _ np = P? + À). 
(17) V= PE (ps + po + "PT, 


Si la plaque conduit bien mieux que le reste du milieu, p est très 
voisin de 1. Si la plaque est un isolant presque parfait, p est presque 
égal à — 1; et, si le pouvoir conducteur de la plaque diffère peu de 
celui du reste du milieu, p est une quantité très petite, positive ou né- 
gative. | 

La théorie de ce cas a été donnée, pour la première fois, par Green, 
dans sa Théorie de l'induction magnétique (Essay, p. 65). Mais 
son résultat n’est exact que si p est presque égal à 1 (‘). La quantité g 
qu'il emploie est liée à p par les équations 





__ 29 Ki— Ke 
8 — 3— 2 Ki+ 243 
3e k— 





4 


AT 


————, nous avons la solution du problème de 
1— 274 


Si nous posons p — 


l'induction magnétique produite par un pôle magnétique dans une 
plaque indéfinie dont le coefficient d’aimantation est x. 
Des conducteurs stratifiés. 


319. Soit un conducteur formé de couches alternatives d'épaisseurs 
cet c’, de deux substances dont les coefficients de conductibilité sont 


= —  ——————————— - 





(*) Voir Sir W. Tuowsox, Note sur l'induction magnétique dans une plaque. 
(Camb. and Dub. Math. Journ., nov. 1845, ou Reprint, art. IX, 6 156.) 
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diflérents. On demande de trouver les coefficients de résistance et de 
conductibilité du conducteur composé. 

Prenons le plan des couches normal aux 3, et distinguons par un 
accent les symboles relatifs à la couche de la deuxième espèce, par un 
trait placé au-dessus les symboles relatifs au conducteur composé : 


ainsi À. Alors 


A 


X=X=X, (c+c)}u =cu+cu, 
Y=Y—-Y, (c+c')o = cv +cr, 


(c+c)Z=cZ+cz, w = w = w". 


Nous devons d’abord déterminer u, u’, v, r', Zet Z' en fonction de 


X, Yet w, d'après les équations de résistance du $ 297 ou celles de 
conductibilité du $ 298. Si nous désignons par D le déterminant des 
coefficients de résistance, nous trouvons 


ursD = RX — QY + wg2D, 

cr; D=R;Y—P,X + wpD, 

Zr; = — paX -qiY + w. 
Des équations semblables, où les symboles sont accentués, donnent 
les valeurs de u', y’ et Z'. Ayant trouvé u,vetwen fonction de X, 


ŸY et Z, nous pouvons poser les équations de conductibilité du conduc- 
teur stratifié. Si nous faisons 


h — La et h'— ©, 
2 T3 
nous trouvons 
— __ hp;+ h'p; — qi+h'g 
MT RER NT RER ? 
— _hp;+ hp; —  hg:+h'g, 
PI REn BE RER 


—_ CPs+C Ps _ hh(qi—qigr— gs) 


VS c+e (h+h'Nc+c) 
7 C4s+ C3 _ hh(pi—piNp:—pPrh, 
T3 c+c' (h+h')(c+c) 
—_ Cm+c'ri __ hh'(p:— pi)(g:—g3) 

lc +c (h+RYc+c) ” 
mL HOT kh(pi— pil(gi—g1), 

s C+c (hA+h")(c+ c) 

— _c+c 
rs . 
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320. Si aucune des substances dont sont formées les couches ne 
possède la propriété rotatoire du $ 303, la valeur d'un quelconque 
des P ou p sera égale à celle du Q ou q correspondant. D' où 1l résulte 
que, dans un conducteur stratifié, on a aussi 


Pi= qu Pr= q: P3= 43; 


c'est-à-dire que la stratification ne développe point de propriété rota- 
toire, s’il n'en existe déjà dans les substances employées. 


321. Si nous supposons maintenant qu'il n’y ait point de propriété 
rotatoire, et que les axes des x, des y et des 3 soient des axes princi- 
paux, les coefficients p et g s'annulent, et 





— CT: cr Crs-- Cr c+c 
LT BR —— ? 31—- = ———," 

C-:-C cc‘ © ec‘ 

— - — 


Si donc nous employons deux substances isotropes, l'effet de la strati- 
fication sera de rendre la résistance maximum dans la direction de la 
normale aux couches; la résistance sera la mème dans toutes les direc- 
tions parallèles au plan des couches. 


322. Prenons une substance isotrope de conductibilité 7; cou- 
pons-la en tranches très minces, d'épaisseur «&, et faisons alterner ces 
tranches avec d'autres d'une substance de conductibilité s et d’épais- 
seur 14. 

Supposons ces tranches normales aux x. Coupons maintenant ce 
conducteur en tranches d'épaisseur plus grande b, normales aux y, et 
faisons alterner ces tranches avec des tranches de conductibilité s et 
d'épaisseur À, b. 

Enfin, coupons ce nouveau conducteur en tranches d'épaisseur plus 
grande encore c, ct faisons-les alterner avec des tranches de conducti- 
bilité s et d'épaisseur 4, c 

Le résultat de ces trois opérations est de partager la matière de con- 
ductibilité r en parallélépipèdes rectangles, dont les dimensions sont 
a, bet c, b étant très petit relativement à c, et a très petit relative- 
ment à b, et de nover ces parallélépipèdes dans la substance de con- 
ductibilité s, leur écartement étant de k,a dans le sens des , de £,b 
dans le sens des y et de K;c dans le sens des 5. On trouve la conduc- 
ubihté du conducteur ainsi formé, dans le sens des >, des y et des 2, 
en appliquant trois fois successivement les résultats du $ 321. On ob- 
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Uient ainsi 
Ta A)G EE k)QG EE As)1r + (Rs + Ki Keka)s 
QG h)a+k)(ir+s) 
r.— Qt Re Re RP CRE BE Es 8 Kki+ Kikeks ss, 
F7 QG As)[ker—(i li+ Kike)s] ' 
| (+ ls)r+ (kit lit kikoe)s 
PE io Ch lala h ones ll) 


S;, 


L'exactitude de cette étude tient à ce que les trois dimensions des 
parallélépipèdes sont d'ordres de grandeur différents, en sorte que 
l’on peut négliger les conditions à remplir sur les angles et sur les 
arètes. Si l'on fait #,, À, et f, tous égaux à l'unité, 

_ Sri3s _ ir t-5s 2r-L6s 


4r is ”? 217 + 65$ r--3s 





3 — _— 


Si s:= 0, c'est-à-dire si le milieu dans lequel sont placés les parallélé- 
pipèdes est un isolant parfait, 


— 3 — — $ 


Sir æ, c'est-à-dire si les par allélépipèdes sont des conducteurs 
parfaits, 
ri =ÈS, Pr=35, Fra—= 26. 

Dans tous les cas, pourvu que K,:= f,— f,, on peut montrer que r:, 
r, et r, sont dans l’ordre des grandeurs croissantes, et que la conduc- 
uibilité la plus grande se présente dans le sens de la dimension la plus 
grande, la résistance la plus grande dans le sens de la dimension la 
plus petite des parallélépipèdes. 


323. Dans un parallélépipède rectangle formé d’une substance con- 
ductrice, perçons d’un sommet au sommet opposé un passage conduc- 
teur : ce sera, par exemple, un fil métallique recouvert d’une sub- 
stance isolante, de dimensions transversales assez petites pour que la 
conductibilité de la masse ne soit changée que par le courant qui 
passe le long du fil. 

Soient a, b, c les dimensions du parallélépipède dans les directions 
des axes; et soit Kabc la conductibilité du passage qui s'étend de 
l'origine au point (abc). 

La force électromotrice qui agit entre les extrémités du passage est 

aX —+bY+czZ 
et, si C’est l'intensité le long du passage, 
C' = Kabc(aX + bY + cz). 
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Le courant qui traverse la face bc du parallélépipède est bcu, et il 
se compose du courant dù à la conductibilité de la masse et du cou- 
rant dù à la conductibilité du passage, ou bien 


bcu — bc(riX -- psY + g:Z) + Kabc(aX - bY --cZ) 
ou bien 
u=(r--Ka)X + (p3+(Kab)Y --(qg:- Kac)Z. 
On trouverait de même les valeurs de s et sw. Les coefficients de 
conductibilité, modifiés par l'effet du passage, seront 


r, + Ka?, re + K?, ra + Ko, 
Pi Kèc, Ps: + K ca, P3 + K ab, 
gi+ Kbc, gi: Koca, q3+ Kab. 


Dans ces expressions, les termes ajoutés à p,, ..., par l'effet du pas- 
sage, sont égaux aux termes ajoutés à 41, .... Donc les valeurs de p, 
et de g, ne peuvent être rendues inégales par l'introduction de pas- 
sages linéaires dans chacun des éléments de volume du solide; et la 
propriété rotatoire du $ 303 ne peut être créée par de tels moyens, si 
elle n'existe pas préalablement. 


324. Construire un système de conducteurs linéaires ayant des 
coefficients de conductibilité donnés quelconques et formant un 
système symétrique. 


Divisons l’espace en petits cubes égaux, et soit l’un d'eux re résenté 
P Le) ? P 
par la fig. 25. 








Fig, 25 
m' N 
AE mr 
F | PE (| 
PL) 
LT — 
Us PLé Ÿ 
D 7e 
nW' M 


Supposons que les coordonnées des points O, L, M, N et leurs poten- 
tiels soient 


T. LE 3. Potentiel. 
O re) o o X-Y + 7Z 
L o 1 I X 
M I 0 I Y 
N I 0 Z 


Relions ces quatre points par les six conducteurs 
OL, OM, ON, MN, NL, LM, 
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dont les conductibilités sont 
A,B,C,P,Q,R. 


Les forces électromotrices qui agissent le long de ces conducteurs 
seront 
Y+Z, ZX, X=Y, Y—Z, ZX, X—Y, 
et les intensités 
A(Y+Z), B(Z+X), CIX+Y), P(Y—Z), Q(Z—X), R(X—Y). 
De ces intensités, celles qui apportent de l'électricité dans le sens 


positif des æ sont celles des courants dirigés suivant LM, LN, OM 
et ON, et la quantité transportée est 


u=—(BC-Q- R)X--(C—R)Y+(B—Q)Z. 
De même, 


po =(C—R)X+(C+A+RP)Y+(A—P)Z, 
æ —(B—Q)X+(A—P)Y+(A+B+P--Q)Z; 


d'où l’on tire, par comparaison avec les équations de conduction du 
$ 298, 

&Â = rat rs—ri+2Pn 4P — rit rs—ri—2pPi, 

4B = rs+ri— rat ps 4Q= ra+ ri— ra — 2Pas 


4CG— ri+ re— rss 2ps5 4R:-ri+ ra— r3— aps. 
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CHAPITRE X. 


CONDUCTION DANS LES DIÉLECTRIQUES. 


325. Nous avons vu qu'une force électromotrice agissant sur un 
milieu diélectrique y détermine ce que nous avons appelé un état 
de polarisation électrique. Nous nous sommes représenté cet état 
comme consistant en un déplacement électrique s'effectuant à travers 
le milieu dans une direction qui, pour les milieux isotropes, est la mème 
que celle de la force électromotrice, et en une charge superficielle de 
chacun des éléments en lesquels on peut supposer le délectrique par- 
tagé, charge qui est négative du côté vers lequel agit la force, et posi- 
üve du côté d’où agit cette force. 

Si la force électromotrice agit sur un milieu conducteur, elle pro- 
duit aussi ce qu'on appelle un courant électrique. 

Or les milieux diélectriques, sauf de bien rares exceptions, si tant 
est qu'il y en ait, sont aussi des conducteurs plus ou moins imparfaits, 
et bien des milieux qui ne sont pas de bons isolants donnent lieu aux 
phénomènes de l'induction diélectrique. Nous sommes donc conduits 
à étudier l'état d’un milieu où se produisent à la fois l'induction et la 
conduction. 

Pour plus de simplicité, nous supposerons le milieu isotrope en 
chaque point, mais sans qu'il soit nécessairement homogène en ses 
différents points. Alors l'équation de Poisson devient, d'après le 
S 83, 

1) D ) . OV) 2) 
0 an) (Ri)e (RU) cire, 
où K est le pouvoir inducteur spécifique. 
L'équation de continuité des courants électriques devient 
D /1 OV D [roi dd fr oN le) 
G) or \r ae) ete ( )T x 
où rest la résistance spécifique rapportée à l’unité de volume. 

Si K ou r sont discontinus, ces équations doivent être transformées 
en celles qui correspondent aux surfaces de discontinuité. 

Dans un milieu entièrement homogène, K et r sont des constan tes, 
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et l’on trouve 


AV AV AV 2,0 
G) dt on on TK "w 
d'où 

IT; 
(4) p—Ce 

. Kr | 
ou, Si nous posons T — =” 
! 

(5) p=Ce T. 


Ce résultat nous montre que, sous l’action de forces électriques exté- 
rieures quelconques, un milieu homogène dont l’intérieur était chargé 
d'électricité d'une manière quelconque voit ces charges intérieures 
se dissiper suivant une loi qui ne dépend pas des forces extérieures; 
par suite, il finira par ne plus y avoir de charge électrique dans le 
milieu, et alors aucune force extérieure ne pourra n1 produire, ni 
maintenir une charge en un point intérieur du milieu, aussi long- 
temps du moins que les relations entre [a force électromotrice, la 
polarisation électrique et la conduction resteront les mêmes. S'il se 
produit une décharge disruptive, ces relations cessent d'être vraies, et 
il peut se produire une charge intérieure. 


Conduction à travers un condensateur. 


326. Soient C Ia force de capacité d’un condensateur, R sa rés:- 
stance, E la force électromotrice qui agit sur lui, c’est-à-dire la diffe- 
rence de potentiels qui existe entre ses électrodes métalliques. 

La quantité d'électricité répandue sur l’armature du côté d’où agit 
la force électromotrice est CE, et le courant qui se produit à travers 
la masse du condensateur, dans la direction de la force électromo- 
R 

Si l’on admet que l’électrisation est produite par une force électro- 
motrice E agissant dans un circuit dont fait partie le condensateur, 


dQ 


et si — représente l'intensité dans ce circuit, 


dt 
dQ _E dE 
at RT "à 


trice, est 


(6) 


Introduisons dans ce circuit une pile de force électromotrice E, et de 
résistance 7',, alors 


(7) dd n “RC 
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donc, à une époque quelconque 4,, 


8 EC: E)-- Eo = — ( — +) 
( ) ( — 1) = 0 R r I € 1} 
où 
… CRr: 
LeRir 


Coupons le circuit 7, pendant un temps 44, 


(9) E(:- E)— Ee %, 


où 
T, — CR. 


Enfin, pendant un temps #,, relions les armatures du condensateur par 
un fil de résistance r';, 





WE] 
(to) E(=: Es) - Le D, 
où 
CRre 
LE n R + ra 


Si Q, est la décharge totale qui se produit à travers ce fil pendant un 
temps 63, 
t t, CA 
GG ER Ge) (ie À). 
On peut ainsi calculer la décharge qui se produit à travers un fil au 
moyen duquel on relie les armatures d’un condensateur chargé pen- 
dant un temps £,, puis isolé pendant un temps #4. Si, comme il arrive 
d'ordinaire, la durée de charge est suffisante pour que l'on obtienne 
la charge totale, et la durée de décharge assez longue pour que la 
décharge puisse être complète, l'expression se réduit à 
CR? + 

(12) Q3=- Eo R+nR= rs) e CR. 

327. Dans un pareil condensateur, chargé d'abord d’une manière 
quelconque, déchargé ensuite à travers un fil de faible résistance, puis 
isolé, il n'apparait point de nouvelle charge. Mais, dans la plupart des 
condensateurs dont nous disposons effectivement, nous voyons se dé- 
velopper peu à peu, après la décharge et l'isolement, une nouvelle 
charge de même nature que la première, mais d'intensité moindre : 
c'est ce qu'on appelle la charge résiduelle. Pour nous expliquer son 
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existence, nous sommes donc obligés d'admettre que la constitution 
du milieu diélectrique n'est point telle que nous venons de l’admettre. 
Mais nous allons trouver que cette propriété existe pour un milieu 
formé de l'assemblage de petites parties constituées elles-mêmes par 
différents diélectriques simples. 


Théorie des diélectriques composés. 


328. Supposons, pour plus de simplicité, que le diélectrique con- 
siste en une série de couches planes formées de diverses substances, 
de surface égale à l'unité, et que les forces électriques agissent sui- 
vant une direction normale aux couches. 

Soient 


&i, A, ... les épaisseurs des différentes couches ; 

X1, X2,... les forces électriques résultantes qui agissent dans l’inté- 
rieur des différentes couches entre des points pris à l’unité de dis- 
tance sur la direction normale aux couches; 

Pis Ps, -.. les intensités des courants dus à la conduction à travers 
les couches ; 

fis fr, ... les déplacements électriques; 

U, Us, ... les intensités totales, dues en partie à la conduction, en 
partie à la variation du déplacement; 

li, l'a... les résistances spécifiques par unité de volume; 

K;, K:,... les pouvoirs inducteurs spécifiques; 

Ki, ks, ... les inverses des pouvoirs inducteurs spécifiques; 

E la force électromotrice due à une pile voltaïque placée dans la 
partie du circuit qui va de la dernière couche à la première, cou- 
ches que l'on suppose formées de substances conductrices; 

Q la quantité totale d'électricité qui a passé dans cette partie du cir- 
cuit jusqu’à l'instant !; 

R, la résistance de la pile et de ses fils de communication; 

3, la densité superficielle de l'électricité à la surface de séparation de 
la première et de la seconde couche. 


Dans la première couche nous avons : par la loi de Ohm, 
(1) X1= r1p1; 
par la théorie du déplacement électrique, 


(2) X,= 47 ki fi; 
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par la définition de l'intensité totale, 
e 7 + ———0 
(3) ul) P1 dt 


On a des équations semblables pour les autres couches, les différentes 
quantités étant affectées de l'indice correspondant à la couche consi- 
dérée. 

Pour déterminer la densité superficielle sur une couche, nous avons 
une équation de la forme 


(4) is —- fa — fi 


et, pour déterminer sa variation, 


(5) RE pipe. 


En différentiant (4) par rapport à 4 et égalant le résultat à (5), nous 
avons 


(6) Pi À ds = Pr + ds = U, par exemple, 


ou, en tenant compte de (3), 
(7) Uj=:Ua—... = U, 


c'est-à-dire que, dans toutes les couches, l'intensité totale est la 
mème et égale à l'intensité dans la pile et dans ses fils de communi- 
cation. 

Nous avons aussi, en vertu des équations (1) et (2), 


TL % 1  d\;, 
(8) ES ET PTE 


d'où nous pouvons tirer X,, en effectuant sur « l'opération inverse 


I d \-1 
Xi=(t+ "© nu. 
(9) | (+ T 4T hi 7) U 
La force tlectromotrice totale E est 
(10) E = aiXi+ a%:2+... 


ou bien 


) E=!|a D, td l'a +res) 
qi LV 47h dt re  47ks dt +], 


équation entre la force électromotrice extérieure E, et l'intensité exte- 
rieure &. 
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Si le rapport de r à # est le mème dans toutes les couches, l’équa- . 
tion se réduit à 


r_ dE ‘airi+ + ) 
— -— ar Asls +...) 
3rk dt «ar: 272 , 


(12) E + 
ce qui est le cas que nous avons déjà examiné et dans lequel nous 
avons trouvé qu'il ne peut se produire aucun phénomène de décharge 
résiduelle. 

S'il y a 2 substances, pour lesquelles le rapport de 7 à 4 est diffé- 
rent l'équation générale (11), une fois débarrassée des opérations in- 
verses qui y sont figurées, sera une équation différentielle linéaire 
d'ordre x» en E et d'ordre (n — 1) en u, { étant la variable indépen- 
dante. 

De la forme de cette équation, il ressort clairement que l’ordre des 
couches est indifférent, et que, s’il y a plusieurs couches formées 
d'une mème substance, on peut les supposer réunies en une seule, 
sans changer en rien les phénomènes. 


329. Supposons d’abord que /;, f:, ... soient tous nuls et que l’on 
fasse agir subitement une force électromotrice E et soit à en trouver 
l'effet instantané. 

Intégrant (8) par rapport à {, nous trouvons 


I - D 
(13) Q= fude- HT ES TA X1+ const. 


Or, puisque dans ce cas X, est toujours fini, fx doit être in- 


appréciable lorsque £ est très petit; par suite, la valeur initiale de X, 
étant nulle, l'effet instantané sera 


(15) Ai ir A1Q; 
d'où, d'après l'équation (10), 
(15) E— {r(kiai+ Kia—+...)Q, 


et si C est la capacité électrique du système mesurée par cette mé- 
thode instantanée, 
Q I 
(16) C=i- AT + Kai ...) 
Ce résultat est le même que l’on aurait obtenu, si l’on avait négligé la 


conductibilité des couches. 
Supposons maintenant que la force électromotrice uniforme E con- 


e 
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tinue d’agir pendant un temps infiniment long, ou, du moins, jusqu’à 
ce qu'il se soit établi à travers le système un courant uniforme p. 
Nous avons alors 
X, TT TP: .. 

et, par suite, d'après (10), 
(17) E -:(r;@i-+ ra@s + ...)p: 
et si R est la résistance totale du système, 

E 
(18) RES SIG EH Pia... 


Dans cet état, nous avons par (2) 


__ "mi 
fi= 1T ki P: 
de sorte que 
LE 
(9) Ha (EE Er. 


Si maintenant nous relions subitement les couches extrêmes par un 
conducteur de faible résistancé, E passe brusquement de la valeur ini- 
tiale E, à la valeur zéro, et une quantité d'électricité Q traverse le 
conducteur. 

Pour déterminer Q, nous observons que la nouvelle valeur de X, 
sera, d'après (13), 


(20) X°-- \: -4rA1Q; 


d'où, en faisant E -— o dans l'équation (ro), 


(21) o = di —...+ 4r(aik + ashs+...)Q 
ou encore 
(22) o-: Er & Qi 
d'où | 
Q Te —— CE, 


où C est la capacité donnée par l'équation (16). La décharge instan- 
tanée est donc égale à la charge instantanée. 

Supposons qu'aussilôt après cette décharge on rompe la communi- 
cation; nous aurons alors w == o, et, d’après l'équation (8), 


: TA: t, 


(23) X,-== X'e rs 


X' étant la valeur initiale après la décharge. 
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Donc, au bout d’un temps { quelconque, 


Xi: E( —irkC)e nr". 


La valeur de E à un moment quelconque est donc 


! , [/an Th, 
| EE, [ (4% -—ira ac) rs 
(21) | 





et la décharge instantanée, après un temps quelconque #, est EC : 
c'est là ce que l’on appelle la décharse résiduelle. 

Si le rapport de r à 4 est le mème pour toutes les couches, la valeur 
de E se réduit à zéro. Si ce rapport n’est pas le même pour toutes les 
couches, ordonnons les termes suivant les valeurs décroissantes de ce 
rapport. 

La somme de tous les coefficients est évidemment nulle, de sorte 
que E --- 0 quand t — 0. L'ordre est aussi celui des grandeurs décrois- 
santes pour les coefficients et pour les termes exponentiels où # est 
positif; donc, si £ est positif, E est toujours positif, c'est-à-dire que 
la décharge résiduelle est de même signe que la décharge primaire. 

Si test infiniment grand, tous les termes disparaissent, à moins que 
l’une des couches ne constitue un isolant parfait; alors r, est infini 
pour cette couche, R est infini pour le système entier, et la valeur 
finale de E n’est pas zéro, mais 


(25) E — Eo(i— fra). 


S1 donc certaines couches, mais non toutes, sont des isolants parfaits, 
le système peut conserver une charge résiduelle permanente. 


330. Nous allons maintenant déterminer la décharge totale qui se 
produit à travers un fil de résistance R,, mis en communication per- 
manente avec les couches extrêmes, dans l'hypothèse que le système 
a d'abord été chargé par l'application prolongée d'une force électromo- 
trice E. 

À chaque instant, nous avons 


(26) E = aripi+ Girapa+... + Rou—0o 


et aussi, d’après (3), 
ds. 
dt? 
Tr. d'Élect. et de Magn., 1. 33 


(27) uU —=pPi+ 
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donc 


d d 
(28) CR Ro)u — arr D + avr, D +. 


En intégrant, par rapport à f, pour obtenir Q, nous trouvons 
(29) (RRQ aritfi— fi) riffs — fa) +... 


où f, est la valeur initiale, et f”, la valeur finale de /,. 
Or, dans le cas présent, f' — o et, d’après (2) et (20), 


— ri __ ° 
Az of R c); 





d'où 
‘ «2 2 
(30) (R+R)Q=- 2 (UN, CT .. )+ ECR, 
AT La Ke 
LL CE k . ri ns l'a 2 
(31) 2 — TR DD uckik (7 ' FR) l 


la sommation étant étendue à toutes les quantités de cette forme cor- 
respondant aux différents couples de couches qu’on peut former. 

On voit que Q est toujours négatif, c’est-à-dire en sens inverse du 
courant qui a servi à charger le système. 

L'étude qui vient d'être faite montre qu’un diélectrique formé de 
couches de diverses natures peut donner lieu aux phénomènes connus 
sous le nom d'absorption électrique et de décharge résiduelle, lors 
mème qu'aucune des substances dont sont formées ces couches ne 
donnerait lieu à ces phénomènes, lorsqu'elle est prise isolément. 
L'étude des cas où les substances sont disposées autrement qu'en 
couches conduirait à des résultats analogues, mais les calculs seraient 
plus compliqués. Notre conclusion doit donc être qu'il faut s’attendre 
à des phénomènes d'absorption électrique dans le cas de substance: 
faites d'éléments de natures diverses, quand mème ces éléments se- 
raient de dimensions microscopiques. 

Il ne s’ensuit pas le moins du monde que toute substance qui pré- 
sente ces phénomènes soit ainsi composée; car ces phénomènes peu- 
vent être l'indice d'une nouvelle espèce de* polarisation électrique, 
dont seraient susceptibles les substances homogènes, et qui, dans 
certains cas, pourrait ressembler bien plus à une polarisation électro- 
chimique qu'à une polarisation diélectrique. 

L'objet de cette étude est seulement d'indiquer le caractère mathé- 
matique véritable de ce qu'on appelle l'absorption électrique, et de 
montrer quelle différence fondamentale la distingue de phénomènes 
calorifiques qui paraissent analogues à première vue. 
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331. Prenons une plaque épaisse d’une substance quelconque, et 
chauffons-la d'un côté, de manière à produire un flux de chaleur à 
travers sa masse; puis, refroidissons brusquement le côté chauffé à la 
température du côté froid, et abandonnons la plaque à elle-même. Le 
côté chauffé redeviendra plus chaud que l’autre par conduction, à 
partir de l’intérieur. 

Or on peut produire un phénomène électrique exactement analogue, 
et, de fait, il se produit sur les câbles télégraphiques; mais ses lois 
mathématiques, exactement semblables à celles de la chaleur, sont 
entièrement différentes de celles du condensateur stratifié, 

Dans le cas de la chaleur, il y a une véritable absorption de chaleur 
par la substance, dont l'effet est d'échauffer cette substance. IL est 
impossible de produire en électricité un phénomène véritablement 
analogue, mais on peut l'imiter de la manière suivante et lui donner 
la forme d'une expérience de cours. 

Soient A;, A;, ... les armatures intérieures d’une série de conden- 
sateurs dont B;, B;, ... sont les armatures extérieures. 


Relions A, A;, ... en série par des fils de communication, de ré- 
sistance R, et faisons passer un courant dans cette série, de gauche à 
droite. 

Supposons d’abord les armatures B isolées et non électrisées. La 
quantité totale d'électricité sur chacune des plaques B doit rester 
nulle, et, puisque dans tous les cas la charge des plaques À doit être 
égale et opposée à celle des surfaces opposées, ces plaques ne se char- 
gent pas et l’on n'observe pas de changement dans le courant. 

Mais mettons à la terre les plaques B individuellement ou réunies 
ensemble. Alors, le potentiel de A; étant positif, tandis que celui des 
plaques B est zéro, A, prendra une charge positive et B, (fig. 26) 


Fig. 26. 





eu9” Ka y 5 
une charge négative. 
Si P;, P;, ... sont les potentiels des plaques A4, As, ..., C la capa- 
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cité de chacune d'elles, et si Q, est la quantité d'électricité qui passe 
dans le fil de gauche, Q, celle qui passe dans le fil R,, ..., la quan- 
tité qui est sur la plaque A, est Q— Q,, et nous avons 


Qo— Q1 = C1P1e 
Qi — Q2= Ca Pa, 


De même 


et ainsi de suite. 
Mais, par la loi de Ohm, nous avons 


d 
Pi Pie R PE 

d 
Pa— Pre Rs D 


Si nous supposons que la valeur de C soit la même pour toutes les 
plaques, et celle de R pour tous les fils, nous aurons une série d’équa- 
tions de la forme 


Qo— 2Q1 + Q: = RC —- 2, 


Q—2Q+ Q= RC do 


Et, s’il y a n quantités d'électricité à déterminer et que l’on donne 
la force électromotrice totale ou quelque autre condition quelconque, 
l'équation différentielle qui détermine chacune d'elles est linéaire 
d'ordre n. 

Dans un appareil disposé de cette manière, M. Varley a réussi à 
imiter les effets électriques d’un câble de 1200 milles de longueur. 

Lorsqu'on fait agir une force électromotrice sur la gauche du fil, 
l'électricité qui s'écoule d’abord dans le système sert surtout à charger 
les différents condensateurs en commençant par À,, et une fraction très 
faible du courant n'apparaît à l'extrémité de droite qu’au bout d’un 
temps considérable. Si l’on place des galvanomètres dans le circuit 
en R;, R:,...,1ls ne seront influencés par le courant que l’un après 
l’autre, et l'intervalle entre les instants où ils donnent des indications 
égales augmente à mesure que l’on s’avance vers la droite. 


332. Dans un câble télégraphique, le fil conducteur est séparé des 
conducteurs extérieurs par une enveloppe cylindrique de gutta-percha 
ou de quelque autre matière isolante. Chaque partie du câble devient 
donc un condensateur dont l’armature extérieure est toujours au po- 
tentiel zéro. Donc, dans une partie déterminée d’un câble, la quantité 
d'électricité qui est libre à la surface du fil conducteur est égale au 
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produit du potentiel par la capacité de cette partie de cäble consi- 
dérée comme un condensateur. 

Si a, et a, sont les rayons intérieurs et extérieurs de la couche iso- 
lante et si K est son pouvoir inducteur spécifique, la capacité de l'unité 
de longueur du câble est, d’après le $ 126, 

K 
(1) C = mr 
2 log 2 


Soit » le potentiel en un point quelconque du fil, auquel nous pou- 
vons supposer la même section en tous les points. 

Soit Q la quantité totale d'électricité qui a traversé dans cette section 
depuis que le courant a commencé de passer. La quantité d'électricité 
qui existe au temps £, entre les sections x et æ + ôx, est 


ou 


ce qui est égal, ainsi que nous l'avons dit, à cvôx. Donc 
(2) co—=— =. 


. . dv 
Dans une section quelconque, la force électromotrice est — 55” €b 


d’après la loi de Ohm, 


dv . 0Q 
(3) — ke 
k étant la résistance de l'unité de longueur du conducteur et 2 l'in- 


tensité du courant. Éliminant Q entre (2) et (3), nous trouvons 


(4) kE= 


Telle est l'équation aux différences partielles qu'il faut résoudre pour 
obtenir à chaque instant le potentiel aux différents points du câble. 
Elle est identique à l'équation donnée par Fourier pour déterminer 
la température en un point d’une couche à travers laquelle la chaleur 
se propage dans une direction normale à la couche. Dans le cas de la 
chaleur, c représente la capacité de l'unité de volume ou ce que 
Fourier désigne par CD, et £ représente l'inverse de la conductibilité. 

Si l'enveloppe n’est pas un isolant parfait, et qu’on représente par 4, 
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la résistance que l’unité de longueur de cette enveloppe oppose à la 
conduction dans la direction du rayon, et par p, la résistance spéci- 
fique de la matière isolante, il est aisé de faire voir que 
1 a: 

= — ] ——— 0 
(5) ki an 71 0e & 
L'équation (2) n’est plus vraie, car l'électricité n’est plus dépensée 
seulement à donner au fil la charge cv, mais aussi à fournir un écou- 


lement dont le débit est représenté par L La dépense d'électricité 
1 


est donc 


92Q de I 
(6) xt ü H° 


ce qui, par comparaison avec (3), nous donne 


(7) AT KR" 


ce qui est l'équation donnée par Fourier pour la propagation de la 
chaleur dans une tige ou dans un anneau (!). 


333. Si nous avions supposé qu'un corps porté à un potentiel élevé 
est électrisé dans toute sa masse, comme si l’on y avait comprimé de 
l'électricité, nous serions arrivés à une équation de cette même forme. 
Il est remarquable que Ohm lui-même, trompé par l’analogie de l’élec- 
tricité et de la chaleur, se faisait une idée de ce genre; et c’est ainsi 
que, par une conception erronée, il fut conduit à employer les équa- 
tions de Fourier pour représenter les vraies lois de la conduction de 
l'électricité dans un long fil, bien avant que l’on pût soupçonner la 
raison véritable pour laquelle ces équations se prêtent à cet usage. 


Exemple mécanique pour faire comprendre les propriétes 
des diélectriques. 


334. Cinq tubes, de même section, À, B, C, D et P, sont disposés 
bout à bout, comme le montre la fig. 27; A, B, C et D sont égaux et 
verticaux, P est horizontal. 

Les parties inférieures de À, B, C et D sont remplies de mercure; 
les parties supérieures, ainsi que P, sont remplies d’eau. 

Un tube à robinet Q réunit la partie inférieure de A et B à celle 


(‘) Théorie de la chaleur, S 105. 
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de C et D, et l’on fait glisser dans le tube horizontal un piston P. 
Supposons d'abord que le niveau de mercure soit le même dans les 
quatre tubes et soit indiqué par As, Bo, Co, Do, que le piston soit 
en P, et que le robinet soit fermé. 
Déplaçons le piston de P, en P;, sur une longueur a; puisque les 
sections de tous les tubes sont égales, le niveau de mercure montera 


Fig. 27. 





d'une hauteur a dans A et C, en A, et C;, et descendra d'une hauteur 
égale a dans B et D, en B; et D,. 

La différence des pressions sur les deux côtés du piston sera repré- 
sentée par 4a. 

Cette disposition peut servir à représenter l’état d’un diélectrique 
sur lequel agit une force électromotrice 4a. 

L'excès d’eau dans le tube D peut représenter une charge positive 
sur une face du diélectrique; l'excès de mercure dans le tube A, une 
charge négative sur l'autre face; enfin, l'excès de pression qui s'exerce 
dans le tube P sur le côté du piston tourné vers D, l'excès de poten- 
tiel sur la face positive du diélectrique. 

Si le piston est libre de se mouvoir, il reviendra en arrière jus- 
qu’en P, où il se trouvera en équilibre : ceci représente la décharge 
totale du diélectrique. 

Pendant la décharge, il se produit dans tout le tube un mouve- 
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ment inverse des liquides, figurant ce changement dans le déplace- 
ment électrique que nous avons supposé se produire dans un diélec- 
trique. 

Enfin tout le système de tubes est supposé rempli de liquides in- 
compressibles, pour figurer cette propriété des déplacements élec- 
triques, qu'il n'y a jamais en aucun point accumulation eflective 
d'électricité. 

Considérons maintenant quel effet se produit quand on ouvre le ro- 
binet Q pendant que le piston P est en P;. 

Les niveaux de A, et D, ne changent pas, mais ceux de B et C de- 
viennent égaux et coïncident avec B, et G. 

L'ouverture du robinet Q correspond à l’existence dans le diélec- 
trique de parties ayant un faible pouvoir conducteur, ces parties ne 

s'étendant pas dans tout le diélectrique, car alorsil donnerait un libre 
passage à l'électricité. * 

Les charges qui existent sur les deux faces du diélectrique restent 
isolées, mais leur différence de potentiels diminue. 

En fait, la différence des pressions exercées sur les deux faces du 
piston tombe de 4 a à 2a, lorsque le liquide passe par le robinet Q. , 

Si maintenant on ferme le robinet Q et qu'on laisse le piston P se 
mouvoir librement, il prend une position d'équilibre P,, et la décharge 
semble n'être que de la moitié de la charge. 

Le niveau de mercure dans À et dans B est de a au-dessus de 
son niveau primitif, et de + a au-dessous du niveau primitif daus B 
et C. C'est ce qu’indiquent les niveaux A:, B:, C:, D 

Si alors on fixe le piston et qu'on ouvre le robinet, du mercure 
passe de B en C, jusqu’à ce que le niveau dans les deux tubes soit 
encore en B, et C, et il y a une différence de pression «a entre les 
deux faces du piston P. Si ensuite on ferme le robinet et qu'on laisse 
le piston libre de se mouvoir, il prend une position d'équilibre P;, 
à mi-chemin de P, et P,. Cet effet correspond à la charge résiduelle 
que l'on observe dans un diélectrique chargé, que l’on a déchargé 
d’abord, puis abandonné à lui-mème. Il reprend peu à peu une partie 
de sa charge primitive et, s’il est déchargé de nouveau, une troisième 
charge se forme, les charges successives allant constamment en dé- 
croissant. Dans le cas de l'expérience qui sert à notre explication, 
chaque charge est la moilié de la précédente, et les décharges qui 
sont À, !, elc., de la charge primitive, forment une série dont la somme 
est égale à la charge primitive. 

Si, au lieu d'ouvrir et de fermer le robinet, on l'avait laissé pen- 
dant toute la durée de l'expérience presque fermé, mais non complè- 
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tement, on se serait trouvé dans un cas ressemblant à celui de l’élec- 
trisation d’un diélectrique qui est un isolant parfait, mais qui, cepen- 
dant, donne lieu au phénomène appelé absorption électrique. 

Pour représenter le cas où il y a une véritable conduction par le 
diélectrique, il faut ou bien pratiquer des fuites à travers le piston, 
ou bien établir une communication entre le haut du tube A et celui 
du tube D. 

De cette façon, on peut construire une machine servant à expli- 
quer les propriétés de toute espèce de diélectrique : les deux élec- 
tricités y étant représentées par deux fluides matériels, et le potentiel 
électrique par une pression hydrostatique. La charge et la décharge 
sont figurées par les mouvements du piston P, la force électromotrice 
par la force résultante qui agit sur le piston. 
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CHAPITRE KT. 


MESURE DE LA RÉSISTANCE ÉLECTRIQUE. 


335. Dans l’état actuel de la science électrique, la détermination 

de la résistance électrique d’un conducteur peut être regardée comme 
l'opération fondamentale en Électricité, au même titre que la détermi- 
nation des poids est l’opération fondamentale en Chimie. 
. La raison en est que, pour déterminer en mesures absolues les au- 
tres grandeurs électriques : quantité d'électricité, forces électromo- 
trices, intensités, etc., il faut toujours et pour chaque cas passer par 
une série d'opérations compliquées, comprenant l'observation du 
tenips, la mesure de distances, la détermination des moments d'iner- 
tie; et, pour chaque nouvelle détermination, il faut répéter ces opé- 
rations, ou du moins quelques-unes d’entre elles, parce que l’on ne 
peut garder et conserver immuable une unité d'électricité, ou de force 
électromotrice, ou d'intensité, susceptible de servir à des comparai- 
sons directes. 

Mais, si l’on a une fois déterminé la résistance électrique d’un con- 
ducteur de forme convenable et fait d’une substance convenablement 
choisie, on trouve que cette résistance reste la même à la même tem- 
pérature, en sorte que ce conducteur peut servir d’étalon de rési- 
Slance, auquel on compare la résistance des autres conducteurs; or la 
comparaison de deux résistances est une opération susceptible d’une 
précision extrème. | 

L'unité de résistance une fois fixée, on en a construit des copies 
matctrielles à l’usage des électriciens; dans toutes les parties du 
monde, les résistances peuvent donc s'évaluer en fonction de la même 
unité. Jusqu'à présent ces bobines de résistance, égales à l'unité, sont 
le seul exemple d'étalon électrique matériel qui puisse être conservé, 
copié et employé pour les mesures. Les mesures de capacité élec- 
trique, qui ont aussi une grande importance, sont encore défectueuses 
en raison de l'influence perturbatrice de l'absorption électrique. 


336. L'unité de résistance peut être absolument arbitraire : tel était 
le cas pour l’étalon de Jacobi, qui était un certain fil de cuivre pesant 
228",40932, long de 7",61975 et ayant 0"",66: de diamètre. Des copies 
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en ont été faites par Leyser, de Leipzig, et se trouvent en différents 
endroits. 

Une autre méthode consiste à définir l'unité comme une masse de 
dimensions déterminées, d’une substance déterminée. Ainsi l'unité 
Siemens est la résistance d'une colonne de mercure de 1" de long, 
de 14 de section, à la température de o°C. 


337. Enfin l’unité peut être définie en ayant égard aux systèmes 
d'unités électrostatiques ou électromagnétiques. Dans la pratique, le 
système électromagnétique, qui sert pour toutes les opérations télé- 
graphiques, est le seul ensemble d'unités systématiques qui soit ac- 
tuellement en usage. 

Dans le système électromagnétique, ainsi que nous le ferons voir en 
son temps, la résistance est une quantité homogène à une vitesse et, 
par suile, peut s'exprimer comme une vitesse. 


338. Les premières mesures faites dans ce système sont celles de 
Weber, qui employait pour unité 1"# par seconde. Sir W. Thomson 
employa, plus tard, l’unité de 1 pied par seconde; mais le plus grand 
nombre des électriciens sont convenus d'employer l'unité de l’Asso- 
ciation britannique, laquelle est censée la résistance correspondant 
à une vitesse de 10 millions de mètres par seconde. Cette unité est 
d’une grandeur plus commode que celle de Weber, qui est trop petile. 
On la désigne sous le nom d'unité À. B., ou encore d’ohm, pour y 
attacher le nom de celui qui a découvert les lois de la résistance. 


339. Pour se rappeler sa valeur en mesure absolue, 1l est utile de 
se souvenir que 10 millions de mètres sont censés faire la distance du 
pôle à l'équateur, mesurée sur le méridien de Paris. Donc un corps 
qui, dans l'espace d'une seconde, cheminerait le long du méridien, du 
pôle à l'équateur, aurait la vitesse qui, dans le système électroma- 
gnétique, est censée représentée par un ohm. 

Je dis censée, car, si des recherches plus exactes établissaient que 
l’ohm, tel qu’on le construit d’après les étalons matériels de l’Asso- 
cialion britannique, ne correspond pas véritablement à cette vitesse, 
les électriciens ne changeraient pas leurs étalons, mais feraient une 
correction. De même, le mètre est censé la dix-millionième partie 
de l'arc d’un quadrant ; on a reconnu qu'il n’en est point exactement 
ainsi; on n’a point changé pour cela les dimensions du mètre, mais 
on exprime Îles dimensions de la Terre par un nombre moins simple. 

Dans le système de l'Association britannique, on a choisi primiti- 
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vement l'unité absolue, de façon à représenter aussi exactement que 
possible une quantité déduite du système électromagnétique. 


340. Une unité matérielle représentant cette quantité abstraite 
ayant été une fois construite, d’autres étalons ont été établis en copiant 
cette unité, ce qui peut se faire avec une très grande précision; avec 
une précision bien plus grande, par exemple, que celle avec laquelle 
on peut copier des règles d’un pied d'après un pied étalon. 

Ces copies, faites des substances les plus permanentes, ont été ré- 
pandues dans toutes les parties du monde; il est donc peu supposable 
que l’on éprouve jamais de difficulté à en obtenir d'autres copies, si 
les étalons originaux venaient à être perdus. 

Mais on peut reproduire, sans trop de peine et avec une grande 
exactitude, des unités telles que celle de Siemens; si donc on connaît 


Fig. 28. 





























le rapport de l'ohm au siemens, on pourra reproduire l'ohm sans 

même avoir d'étalon à copier; toutefois, le travail sera bien plus 

grand et l'exactitude bien moindre que par la méthode de copie. 
Enfin, l'ohm peut être reproduit par la méthode électromagnétique 
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au moyen de laquelle il a été primitivement déterminé. Cette mé- 
thode, bien plus laborieuse que la détermination du pied au moyen 
du pendule à secondes, est probablement inférieure en exactitude à la 
précédente. D'autre part, la détermination de l'unité électromagné- 
tique en fonction de l’ohm, avec une exactitude en rapport avec les 
progrès de la science électrique, est une recherche physique très im- 
portante et qui mérite d'être répétée. 

Les bobines de résistance qui ont été construites pour représenter 
l'ohm ont été faites d’un alliage à 2 parties d'argent et 1 partie de 
platine, en forme de fils de o0°",5 à o"®,8 de diamètre et de 1® à 2" 
de longueur. Ces fils sont soudés à de grosses électrodes de cuivre. 
Le fil lui-même est couvert de deux couches de soie, noyé dans une 
masse de paraffine et renfermé dans une boîte de cuivre mince, de façon 
qu'on puisse le porter aisément à la température pour laquelle sa ré- 
sistance est exactement de 1 ohm. Cette température est inscrite sur 
le support isolant de la bobine ( fig. 28). 


Forme des bobines de résistance. 


341. Une bobine de résistance est un conducteur susceptible d'être 
placé facilement dans le circuit voltaïque, de façon à y introduire une 
résistance connue. 

Les électrodes des bouts de la bobine doivent être faites de telle 
sorte qu'aucune erreur appréciable ne puisse provenir de la manière 
d'établir ces communications. Pour les résistances considérables, il 
suffit que les électrodes soient faites par de fortes tiges de cuivre bien 
amalgamées au bout, dont l’extrémité appuie sur une surface plane de 
cuivre amalgamé plongée dans un godet de mercure. 

Pour de très grandes résistances, il suffit que les électrodes soient 
de forts morceaux de cuivre, et que les communications soient éta- 
blies en introduisant entre deux de ces morceaux une cheville de 
cuivre ou de laiton. Ce moyen est très commode. 

La bobine de résistance elle-même est formée d’un fil bien recou- 
vert de soie, dont les extrémités sont soudées à demeure sur les élec- 
trodes. 

La bobine doit être disposée de façon que l’on puisse en observer 
aisément la température. À cet effet, le fil enroulé sur un tube est 
renfermé dans un autre tube, de façon qu’on puisse le placer dans un 
vase rempli d’eau, et que l’eau ait accès au dedans et au dehors de la 
bobine. | 

Pour éviter les effets électromagnétiques du courant dans la bobine, 
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le fil est d’abord replié sur lui-même, puis enroulé sur la bobine à 
partir du bas; il y a ainsi des courants égaux et opposés dans les par- 
ties adjacentes du il, dans toute la longueur de la bobine. 

Si l’on désire maintenir deux bobines à la même température, on 
place quelquefois les deux fils côte à côte, puis on les enroule. Ce 
procédé est particulièrement avantageux lorsqu'il est plus important 
d'assurer l'égalité des résistances que d’en connaître la valeur ab- 
solue : tel est le cas pour les branches égales du pont de Wheatstone 
(n° 347). 

Lorsqu'on essaya de faire les premières mesures de résistance, on 
employa beaucoup un fil nu enroulé en hélice dans une rainure pra- 
tiquée sur un cylindre de matière isolante : c’est ce qu'on appelait un 
r'héostat. Mais on reconnut possible de comparer les résistances avec 
une précision qui ne comportait plus l’usage d’un instrument à con- 
tacts aussi imparfaits que le rhéostat. On emploie encore le rhéostat 
pour régler des résistances, quand on n'a pas besoin de mesures 
exactes. 

Les bobines de résistance sont généralement faites des métaux dont 
la résistance est la plus grande et varie le moins avec la température. 
L'argent allemand remplit très bien ces conditions; mais on a observé 
qu'avec le temps certains échantillons perdent leurs propriétés. Aussi 
a-t-on employé pour les bobines étalons divers métaux purs et un 
alliage de platine et d'argent; durant plusieurs années, les résistances 
relatives de ces diverses bobines ont été trouvées constantes dans les 
limites d’exactiltude que l’on peut atteindre de nos jours. 


342. Pour de très grandes résistances, plusieurs millions d'ohms 
par exemple, le fil doit être très long ou très fin, et la construction de 
la bobine est coûleuse et difficile. Aussi a-t-on proposé le sélénium et 
le Lellure comme substances propres à la construction de grandes ré- 
sistances. Un mode de coustruction très ingénieux et très simple a 
élé proposé dernièrement par Phillips (1). Sur un morceau d’ébo- 
nite ou de verre dépoli, on trace une ligne fine au crayon, on relie à 
des électrodes métalliques les bouts de ce filament de plombagine, et 
l'on recouvre le tout d'un vernis isolant. Si l'on reconnaît que la ré- 
sistance d’une pareille ligne au crayon reste constante, ce serait la 
meilleure manière pour obtenir une résistance de plusieurs millions 
d’ohms. 


— 


(') Phil. Mag., juillet 1850. 
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343. Il y a différentes dispositions au moyen desquelles il est aisé de 
mettre des bobines de résistance dans un circuit. 

Ainsi, on peut disposer en série dans une boîte un certain nombre 
de bobines, de résistances 1, 2, 4, 8, 16, ..., rangées suivant les puis- 
sances ascendantes de 2 (fig. 29). 


Fig. 29. 

















Les électrodes sont formées de fortes pièces de cuivre, disposées au 
dehors de la boîte, de telle sorte que, par l'introduction entre deux de 
ces pièces d'une cheville ou d’un coin de cuivre formant dérivation, 
la résistance de la bobine correspondante soit mise hors circuit. Cette 
disposilion a été introduite par Siemens. 

Chaque intervalle entre deux électrodes porte l'indication de la ré- 
sistance de la bobine correspondante; si donc nous voulons rendre la 
résistance de la bolte égale, par exemple, à 107, il nous faut exprimer 
107 dans le système df numératéër à base 2, soit 64 +32+8+2+1 
ou sio1o11. Nous retirons ensuite les chevilles des trous correspon- 
dant à 64, 32, 8, 2 et 1, et nous laissons les chevilles dans les trous 
marqués 16 et 4. 

Cette méthode, fondée sur l'emploi du système de numération à 
base 2, est celle qui exige le plus petit nombre de bobines séparées et 
aussi celle qu'il est le plus aisé de vérifier. Car, si nous avons une 
autre bobine égale à 1, nous pouvons vérifier l'égalité de 1 et de 1’, 
puis celle de 1+1' et de 2, celle de 1 +1'+2 et de 4', et ainsi de 
suile. 

Le seul désavantage de cette disposition est qu’elle exige l'usage fa- 
milier du système de numération à base 2, que ne possèdent point en 
général des gens habitués à se servir du système décimal. 


34h. Les bobines de résistance d’une boîte peuvent être disposées 
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autrement, dans le but de mesurer les conductibilités au lieu des ré- 
sistances. | 
Les bobines ( /ig. 30) sont reliées par une de leurs extrémités à une 





longue et forte pièce de cuivre, qui forme l’une des électrodes de la 
boîte, et, par l’autre extrémité, à de fortes pièces de cuivre, comme 
dans le cas précédent. 

L'autre électrode de la boîte est une longue pièce de cuivre : en in- 
troduisant des chevilles de cuivre entre les électrodes des bobines et 
cette pièce, on peut la relier à la première électrode par l’intermé- 
diaire d'un groupe quelconque de bobines. La conductibilité de la 
boîte est alors la somme des conductibilités des bobines. 

Dans la figure, les résistances des bobines sont 1, 2, 4, ...; les che- 
villes sont mises en 2 et 8 et la conductibilité est ++ 3%—%, et la 
résistance de la boîte est, par conséquent, % ou 1,6. 

Cette méthode, qui consiste à combiner plusieurs bobines pour me- 
surer des résistances fractionnaires, a été introduite par Sir W. Thom- 
son sous le nom de méthode des arcs multiples. (Voir $ 216.) 


De la comparaison des résistances. 
345. Soient 


E la force électromotrice d’une pile; 

R la résistance de cette pile et de ses communications (y compris le 
galvanomètre qui sert à mesurer la force du courant); 

I l'intensité du courant lorsque le circuit de la pile est fermé; 

I, et IL, ces intensités lorsqu'on introduit dans le circuit les résistances 
additionnelles 7, et 7; ; 


la loi de Ohm donne 
E = IR — LCR + ri) —= LCR + re). 


Éliminant E la force électromotrice et R la résistance de la pile et de 
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ses communications, nous avons la formule de Olhm 


ri _(—H)l 

re 7 
Cette méthode exige que l’on mesure les rapports de 1, 1, et [;, ce qui 
suppose un galvanomètre gradué pour des mesures absolues. 

Si les résistances r, et r, sont égales, I, et I, sont égales; nous pou- 
vons donc vérifier l'égalité de deux intensités au moyen d’un galvano- 
mètre qui ne pourrait pas en mesurer le rapport. 

Mais c'est là plutôt un exemple d'une méthode défectueuse que 
d’une méthode vraiment pratique pour mesurer les résistances. On 
ne peut maintenir exactement constante la force électromotrice E; la 
résistance intérieure de la pile est aussi extrêmement variable : on ne 
doit donc compter sur aucune méthode qui suppose, même pour un 
temps très court, la constance de ces deux éléments. 


346. La comparaison des résistances peut être faite avec une très 
srande exactitude par l’une ou l’autre des deux méthodes suivantes, 
dans lesquelles le résultat ne dépend point des variations de R 


ou de E ( /ig. 31). 
Fig. 31. 
c 


Ÿ 


La première de ces méthodes repose sur l'emploi du galvanomètre 
différentiel : cet instrument renferme deux bobines, que les cou- 
rants traversent indépendamment l'une de l’autre; en sorte que s'ils 
y passent dans des directions opposées, les bobines exercent sur l’ai- 
vuille du galvanomètre des actions de sens contraires, dont l’elfet 
résultant devient nul, lorsque le rapport des intensités prend une cer- 





. m 
taine valeur a" 


Tr. d'Élect. et de Magn., I. 3 
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Soient I, et I, les intensités dans les deux bobines du galvanomètre; 
la déviation de l'aiguille pourra se représenter par 


Ô = mi, — nl. 


Partageons entre les deux bobines le courant I fourni par la pile; 
introduisons des résistances A et B dans les circuits de la première et 
de la seconde bobine, et représentons par a et f le reste de la résistance 
des bobines et de leurs communications, par 7° la résistance de la 
pile et de ses communications de C à D, et par E sa force électro- 
motrice. 

Alors la loi de Ohm donne, pour la différence des potentiels entre 
Get D, 

L(A+z)=RL(B+8)—E--fr, 


et, puisque 1, + I,=— L,, 


_LB--8 _LrA-+:z _LRA+2-B+8 
H=E pi RRESS IE 
où 
D=(A--2)(B+8)+r(A+z+B+8) 


La déviation de l’aiguille du galvanomètre est donc 
ss E 
= plm(B+8)—n(A+a)]; 


s’il n’y a point de déviation appréciable, c'est que la quantité entre 
parenthèses ne peut différer de zéro de plus d'une certaine quantité 
très petite, laquelle dépend de la puissance de la pile, de la bonne dis- 
position des appareils, de la sensibilité du galvanomètre, enfin de 
l'exactitude de l'observateur. 

Supposons B réglé de façon qu'il n’y ait point de déviation appré- 
ciable. 

Substituons à À un autre conducteur A’, et réglons-le jusqu’à ce 
qu'il n’y ait plus de déviation appréciable. Il est clair qu’alors on a, 
comme première approximation, A'— A. 

Pour nous rendre compte du degré d’exactitude de cette évalua- 
tion, distinguons par un accent les quantités qui ont changé dans la 
seconde observation; on a 


m(B+$8)—n(A +a)e Là 


m(B + 3) -- n(A'+ a) — F 9, 
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d'où 


Si, au lieu d’ètre sensiblement nuls, à et Ô’ étaient seulement égaux, 
le second membre de l'équation ne serait plus nul, à moins que l’on 
ne pût aussi affirmer que E — E, et, en fait, la méthode ne serait 
plus qu’une simple modification de la méthode déjà décrite plus haut. 

Mais sa valeur tient à ce que le point sur lequel porte l'observation, 
c'est l'absence d’une déviation; en d’autres termes, c'est une méthode 
de réduction à zéro : la non-existence d’une force résulte d’une obser- 
vation où cette force aurait produit un effet appréciable, si elle avait 
différé de zéro de plus d’une certaine quantité très petite. 

Les méthodes de réduction à zéro ont une grande valeur lorsqu'on 
peut les employer; mais elles exigent que l’on puisse mettre en jeu 
simultanément dans l’expérience deux quantités de même espèce 
égales et opposées. 

Dans le cas actuel, à et 5’ sont deux quantités trop petites pour 
pouvoir être observées, et, par suite, un changement dans la valeur 
de E n’enlève rien de son exactitude au résultat. 

On peut déterminer le degré de précision auquel peut atteindre 
cette méthode en faisant une série d'observations pour chacune des- 
quelles on fait à nouveau le réglage de À’, et en comparant le résultat 
de chacune de ces observations à la moyenne de la série entière. 

Or, si l’on dérègle À’ d'une quantité connue, par exemple si l’on 
introduit en À ou en B une résistance additionnelle égale à la cen- 
tième partie de À ou B, en observant la déviation qui en résulte pour 
l'aiguille du galvanomètre, on peut déduire le nombre de degrés cor- 
respondant à une erreur de 1 pour 100. Et, pour connaître la préci- 
sion effectivement obtenue, il faut déterminer la plus petite déviation 
qui ne puisse échapper à l'observation et la comparer à la déviation 
qui correspond à une erreur de 1 pour 100. 

Si c'est entre À et B que la comparaison (!) doit être faite en échan- 
seant les positions de À et de B, la seconde équation devient 


’ 


m(A+3)—n(B+2:)= a ÿ", 
d’où 


(m+n)(B —A)=— 





(') Cette étude est tirée du Traité de Weber sur les mesures galvanométriques. 
(Gôttingen Transactions, t. X, p. 65.) 
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Et, si met n, AetB, x et $ sont à peu près égaux, 
; A! 
B — À — onÉ (A+ a)}(A+a+ar)(ô — 0), 


où l’on peut prendre pour & — &’ la plus petite déviation appréciable 


du galvanomètre. 
Si l’on fait le fil du galvanomètre plus long et plus fin, tout en lui 


conservant la même masse totale, z varie comme la longueur du fil 
et « comme le carré de sa longueur, il y a une valeur minimum 


de ta reran 


amtaænf/ | 


Si l’on suppose que r, la résistance de la pile, soit faible relativement 
à À, ceci donne 


’ pour 


a—=#+A, 


ou la résistance de chacune des bobines du galvanomètre doit être 
le tiers de la résistance à mesurer. | 


On trouve alors 
_8 A: 


one) 


B — A 
Si le courant passant à travers une seule des bobines du galvano- 
mètre donne une déviation À, on a (à supposer que la déviation soit 
exactement proportionnelle à la force qui la produit), 








a LC sir—=o et a — A; 
d'où 
B—A _29—C 
CA 3 A 


Dans le galvanomètre différentiel, deux courants produisent sur l'ai- 
guille suspendue des effets égaux et contraires. La force avec laquelle 
chacun d'eux agit sur l'aiguille ne dépend pas seulement de son inten- 
sité, mais aussi de la position des spires du fil par rapport à l'aiguille. 
Donc, à moins que la bobine n'ait été enroulée avec un très grand 
soin, le rapport de » à x» peut changer avec la position de l'aiguille. 1] 
est donc nécessaire de déterminer ce rapport par des moyens conve- 
nables au cours de chaque expérience, si l’on suppose qu'il a pu se 
produire quelque changement dans la position de l'aiguille. 

L'autre méthode de réduction à zéro, où l'on emploie le pont de 
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Wheatstone, ne demande qu’un galvanomètre ordinaire; l'absence de 
déviation de l'aiguille que l’on observe est due, non plus aux actions 
opposées de deux courants contraires, mais bien à l'absence de cou- 
rant dans le fil. Le phénomène observé n’est donc plus seulement une 
déviation nulle, mais aussi une intensité nulle, et aucune erreur ne peut 
se produire par le fait d'irrégularités ou de changements de quelque 
nature que ce soit dans les bobines du galvanomètre. On n'a à de- 
mander au galvanomètre que d’être suffisamment sensible pour révéler 
l'existence et la direction d’un courant, sans aucunement en déter- 
miner la valeur, ni la comparer à celle d’un autre courant. 


3#7. Le pont de Wheatstone est formé essentiellement de six con- 
ducteurs reliant quatre points. Une force électromotrice E est mise 
en jeu entre deux de ces points au moyen d’une pile voltaïque intro- 
duite entre B et C (/ig. 32). On observe au moyen d’un galvanomètre 


Fig. 32. 





l'intensité entre les deux autres points O et A. 

Ce courant devient nul dans certaines conditions : on dit alors que 
les conducteurs BC et OA sont conjugués l’un à l’autre; cela implique 
une certaine relation entre les résistances des quatre autres conduc- 
teurs, et c’est de cette relation que l’on fait usage pour mesurer les 
résistances. 

Si l'intensité est nulle dans OA, le potentiel O doit être le même 
que le potentiel en A. Or, si nous connaissons les potentiels en B etC, 
nous pouvons déterminer les potentiels en O et en A par la règle 
donnée au $ 275, pourvu qu'il n'y ait point de courant dans OA, 





: By+- C3 __B--Cc 
RE ET PTE 
la condition est donc 
bi—=c", 


b, c, 8 et ÿ étant les résistances respectives de CA, AB, BO et OC. 
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Pour savoir le degré de précision que l’on peut atteindre par cette 
méthode, il nous faut déterminer l'intensité du courant qui passe dans 
OA quand la condition n’est pas exactement remplie. 

Soient 


A, B,Cet O les quatre points; 

æ, y et 3 les courants suivant RC, CA et AB; 

a, b et c les résistances de ces trois conducteurs; 
ë,n, & les courants suivant OA, OB et OC; 

«, 8, y leurs résistances; 

E une force électromotrice qui agit suivant BC. 


Désignons par A, B, C et O les potentiels aux points A, B, C et O. 
Les équations de conduction sont 


ax—B—-C+E, a = O—A, 
by = C—A, Bn = O —B, 
cs = À —B, y=0—C, 


et les équations de continuité sont 


E+y—3=0, 
1A1+3—T—=0, 
C+r—7y=o. 


En considérant le système comme formé de trois circuits OBC, OCA 
et OAB, dans lesquels les intensités sont x, y et 5, et en appliquant 
à chaque circuit la règle de Kirchhoff, nous éliminons les valeurs des 
potentiels O, A, B, C et des intensités £, n, &, et nous obtenons les 
équations suivantes en æ, y et 3, 


(a+$+y)r — y — $3 — E, 
—Yxz +(b+y+a)y — as = 0, 
— fr —2y +(c+a+8)s—=o; 
d’où, en posant 
a+fp+y — + — $ 
D — — bL+yÿ+a — a |» 
-- f — 4 caf 
nous tirons 
E 
= piés—cy) 


ct 


T = - [(b+y)(c+B)+a(b+cec+8+y)]. 
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348. La valeur de D peut être mise sous une forme symétrique 


D =abc+bc(8+y)+ca(y+a)+ ab(za+ 8) 
+(a+b+c)(yz+ 28 + By), 


ou bien, puisque nous supposons la pile dans le conducteur a et le 
galvanomètre dans le conducteur x, nous pouvons remplacer a par B 
résistance de la pile et « par G résistance du galvanomètre. Nous 
trouvons alors 


D=BG(b+c+$+y)+B(d+y)(c+—B)+G(b+c)(3 +7) 

+ bc(83 + y) + By(d + ec). 
Si la force électromotrice E agissait suivant OA, la résistance de OA 
restant toujours égale à x et si le galvanomètre était placé dans BC, 
la résistance de BC restant a, la valeur de D resterait la mème, et 
l'intensité dans BC, due à une force électromotrice E agissant suivant 
OA, serait égale à l'intensité suivant OA due à une force électromo- 
trice agissant suivant BC. 

Si l’on détache simplement la pile et le galvanomètre et si, sans 
altérer leurs résistances respectives, on attache la pile en A et O et le 
galvanomètre en B et C, il faut échanger les valeurs de B et G dans 
l'expression de D. Si D' est la valeur de D après cet échange, on trouve 


D—D'=(G—B)[(0+ c)(3 + y) —(b + 7)(8+ 0] = (B— G)(b — B)(e — y). 


Supposons que la résistance du galvanomètre soit plus grande que 
celle de la pile. 

Supposons également que, dans sa première position, le galvano- 
mètre relie le point de jonction des deux conducteurs les moins rési- 
stants $ et y au point de jonction des deux conducteurs les plus ré- 
sistants d et c; ou en d’autres termes, que, supposant les quantités b, 
C, ÿ et y rangées par ordre de grandeur, b et c soient reliés ensemble, 
et 8 et y également ensemble. Alors les quantités b — 8 et c — 7 
sont de même signe, leur produit est positif, et D — D’ est de même 
signe que D —G. 

Si donc le galvanomètre est placé de façon à relier le point de jonc- 
tion des deux plus grandes résistances au point de jonction des deux 
plus petites, et si sa résistance est supérieure à celle de la pile, la va- 
leur de D est moindre et les déviations du galvanomètre sont plu: 
grandes que si l’on établit les communications de l'autre manière. 

Donc, pour obtenir dans un système donné les plus grandes dévia- 
tions du galvanomètre, la règle est la suivante : 


Des deux résistances de la pile et du gal“anomètre, placer la 
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plus grande de façon qu’elle relie le point de jonction des deur 
plus grandes au point de jonction des deux plus petites des quatre 
autres résistances. 


349. Soit à déterminer le rapport des résistances des conducteurs 
AB et AC, en trouvant sur le conducteur BOC un point O tel que, 
les points A et © étant reliés par un fil sur lequel est embroché un 
galvanomètre, aucune déviation appréciable de l'aiguille ne se pro- 
duise lorsque l'on fait agir la pile entre les points B et C. 

On peut admettre que le conducteur BOC soit un fil de résistance 
uniforme, divisé en parties égales, en sorte que l’on puisse lire de 
suite le rapport des résistances de BO à OC. 

Mais au lieu que tout le conducteur soit formé de ce fil uniforme, 
on peut aussi n’en faire que la partie voisine de O, et prendre pour 
parties latérales des bobines de forme quelconque et de résistance 
exactement déterminée. 

Nous allons maintenant employer une notation différente de Ia no- 
tation symétrique avec laquelle nous avons commencé. 

Soient 


R la résistance totale de BAC; 
c=œmRetb—(1—m})R; 

S la résistance totale de BOC; 
B—nSety —(1—n)S. 


La valeur de À se lit directement et celle de m s’en déduit lorsqu'il 
n'y a plus de déviation appréciable du galvanomètre. 

Soient B la résistance de la pile et de ses communications; G celle 
du galvanomètre et de ses communications. 

Nous trouvons, comme plus haut, 


D = G(BR--BS+RS)+m(i— m)R?(B +S) 
+ n(i—n)S(B+R)-(m+n—2mn)BRS, 


et, si £ est l'intensité dans le fil du galvanomitre, 


Pour obtenir les résultats les plus exacts, nous devons rendre les 
déviations de l'aiguille aussi grandes que possible relativement à la 
valeur de r7 — m. C’est à quoi l’on arrive en choisissant convenable- 
ment les dimensions du galvanomètre et le fil dont la résistance sert 
de terme de comparaison. 
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On fera voir, quand on traitera de la Galvanométrie ($ 716), que si 
la forme du fil dans un galvanomètre change, sa masse restant con- 
stante, la déviation de l'aiguille produite par l’unité d'intensité est 
proportionnelle à la longueur, et que la résistance croît comme le 
carré de la longueur. D'où l'on tire que la déviation maximum se pro- 
duit quand la résistance du fil du galvanomètre est égale à la résis- 
tance du reste du circuit. 

Dans le cas actuel, si à est la déviation, 


où C est une certaine constante et G la résistance du galvanomètre 
qui varie comme le carré de la longueur de son fil; d’où l’on trouve 
que, quand à est maximum, la partie de la valeur de D qui renferme 
G doit devenir égale au reste de l'expression. 

Si nous posons aussi 7» — An, ce qui est le cas lorsque nous avons 
fait une observation correcte, nous trouvons que la meilleure valeur 


de G est 
G—=n(i—n)(R+S). 


On peut aisément obtenir ce résultat, en considérant la résistance 
du système de À à O et se souvenant que BC, étant conjugué de AO, 
n’a aucun effet sur cette résistance. 

Nous trouvons de mème que, étant donnée la surface agissante 
totale de la pile, la disposition la plus avantageuse de cette pile est 
réalisée quand 

RS 


BR x 


Enfin, nous -déterminons la valeur de S par la condition qu’un 
changement donné dans la valeur de x produise la plus grande dévia- 
tion possible au galvanomètre. Différentiant l'expression de £, nous 


trouvons ainsi 
. BR G 
S=g rl" | xl 


Si l’on doit faire un grand nombre de déterminations pour lesquelles 
la résistance à mesurer présente à peu près la même valeur, on peut 
se donner la peine de préparer un galvanomètre et une pile spéciale- 
ment en vue de ces mesures. La meilleure disposition est alors 


S=R, B—2iR, G=—an(i—n)R 


et, 512), 
G LR. 
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Sur l'emploi du pont de Wheatstone. 


350. Nous avons exposé la théorie générale du pont de Wheatstone ; 
nous allons maintenant considérer quelques-unes de ses applications. 

La comparaison qui peut être effectuée avec le plus d’exactitude 
est celle de deux résistances égales. 

Supposons que 8 (/ig. 33) soit une bobine de résistance étalon et 
que nous voulions régler la résistance de + à être égale à celle de $. 


Fig. 33. 





Deux autres bobines, betc, sont préparées, égales entre elles ou à peu 
près; puis les quatre bobines sont mises en place, leurs électrodes plon- 
geant dans des godets de mercure, de façon que le courant de la pile se 
partage entre les deux branches formées, l’une par 3 et ; et l’autre par b 
et c. Les bobines b et c sont reliées par un fil PR, de résistance aussi 
uniforme que possible, pourvu d’une échelle divisée en parties égales. 

Le fil du galvanomètre relie le point de rencontre de 8 et de + avec 
un point Q du fil PR, que l’on fait varier jusqu’à ce que, fermant 
d’abord le circuit de la pile, puis celui du galvanomètre, on n'observe 
plus aucune déviation de l'aiguille. 

On échange alors les positions des bobines $ et ;, et l'on trouve 
une nouvelle position de Q. Si cette nouvelle position est la même 
que l’ancienne, nous savons que l'échange de $ et de ; n’a produit 
aucun changement dans le rapport des résistances et que, par suite, 
y est bien réglé. S'il faut déplacer Q, le sens et la grandeur de ce dé- 
placement indiqueront la nature et la grandeur du changement qu'il 
faut apporter à la longueur du fil ; pour que sa résistance devienne 
égale à celle de 8. 
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Si les résistances des bobines b et c, chacune d'elles comprenant 
la portion du fil PR qui s'étend jusqu’au point marqué zéro sur 
l'échelle, sont égales aux résistances de b et de c divisions du fil, et si 
la lecture de l'échelle qui correspond à Q est x dans le premier cas, 
y dans le second, 

cr _B c+y _7. 

b—z % by 8’ 
d'où 

 _,, @+c}y- x), 

pi b+z)(b—7) 


Puisque b — y est à peu près égal à c + x et que tous deux sont 
wrands par rapport à æ ou à y, ceci peut s'écrire 








et 
Y = B(i+2 Fe). 

Ayant réglé + aussi bien que possible, nous substituons à betà c 
d’autres bobines, de résistance dix fois plus grande, par exemple. 

La différence qui subsiste encore entre $ et y produira alors dans la 
position de Q une variation dix fois plus grande qu'avec les premières 
bobines, et nous pouvons ainsi augmenter constamment l'exactitude 
de notre comparaison. 

Le réglage se fait plus vite au moyen d’un fil et d’un contact que 
l'on déplace, qu’au moyen d’une boîte de résistances, et il se fait d’une 
manière continue. 

On ne doit jamais introduire dans le fil par le contact mobile la pile 
au lieu du galvanomètre, car le passage d’un courant énergique par le 
point de contact détériorerait la surface du fil. Cette disposition s’ap- 
plique donc au cas où la résistance du galvanomètre est plus grande 
que celle de la pile. 

Si l'on donne } la résistance à mesurer, a la résistance de la pile et 
« celle du galvanomètre, les valeurs les plus avantageuses des autres 
résistances sont, ainsi que l’a fait voir M. Oliver Heaviside (PAil. 
Mag., février 1853), 
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De la mesure des petites résistances. 


351. Si l'on introduit dans un circuit un conducteur court et épais, 
sa résistance est très faible à côté des résistances causées par les dé- 
fauts inévitables des attaches, contacts imparfaits, mauvaises sou- 
dures, etc., et des mesures faites de la façon qu'on vient de décrire 
ne donneraient pas une valeur correcte de la résistance. 

L'objet de ces expériences est, en général, de déterminer la ré- 


Fig. 34. 





sistance spécifique d’une substance, et l’on y a recours si la substance 
ne peut être obtenue sous forme de fil long et fin ou si l’on doit me- 
surer la résistance transversale aussi bien que la résistance longitu- 
dinale. ‘ | 

Sir W. Thomson (‘) a décrit une méthode applicable dans des cas 
de ce genre, que nous pouvons prendre comme exemple d'un système 
à neuf conducteurs. 

Le point le plus important de cette méthode est que l’on mesure la 
résistance non pas du conducteur tout entier, mais seulement de la 
partie de ce conducteur comprise entre deux repères voisins de ses 
extrémités. 

La résistance que nous voulons mesurer est celle que rencontre un 
courant dont l'intensité est uniforme dans toutes les sections du con- 
ducteur, et qui s'écoule parallèlement à l'axe de ce conducteur. Or, 
dans le voisinage des extrémités, lorsque le courant pénètre par des 
électrodes soudées, amalgamées ou simplement serrées contre les ex- 
trémités du conducteur, il y a généralement un défaut d'uniformité 
dans la distribution de l'intensité dans le conducteur; tandis qu’à une 
courte distance des électrodes, l'intensité devient sensiblement uni- 
forme. Le lecteur peut se reporter à l'étude et aux diagrammes 


(‘) Proc. R. S., 6 juin 1861. 
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donnés au $ 193, où un courant pénétrant par un côté dans une 
bande de métal à bords parallèles devient bientôt parallèle à ces 
bords. 


Fig. 35. 





On doit donc comparer la résistance des conducteurs entre certains 
repères S, S'et T, T’. 

Les conducteurs sont disposés à la suite l’un de l’autre, reliés aussi 
parfaitement que possible, dans le circuit d’une pile à faible résistance. 
Un fil SVT touche les conducteurs en S et en T; un autre, S'V'T", 
les touche en S' et T'. 

Le fil du galvanomètre relie les points V et V’ de ces deux fils. 

Les fils SVT et S'V'T’ sont pris assez résistants pour que l’on puisse 
négliger devant leur résistance celle qui est due aux contacts impar- 
faits en S, T, S’et T'; V'et V' sont pris de façon que les résistances 
des deux branches de chacun des deux fils soient à peu près dans le 
rapport des résistances des conducteurs. 

Appelons 
IT et F les résistances des conducteurs SS’ et TT; 

A et C celles des branches SV et VT; 

Pet R celles des branches S'V' et V'T"; 

Q celle de la pièce S'T’ qui relie les conducteurs; 
B celle de la pile et de ses communications; 

G celle du galvanomètre et de ses communications. 

La symétrie de ce système se comprend aisément d’après le dia- 
sramme simplifié (fig. 34). 

La condition pour que la pile B et le galvanomètre G soient des 
conducteurs conjugués est, dans ce cas, 


F OH /R P Q _o 
cat (c-i)r or" 


Or la résistance de la pièce de communication Q est aussi faible 
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qu'il nous est possible de le faire. Si elle était nulle, l'équation se ré- 
duirait à 


et le rapport des résistances à comparer serait égal au rapport de C 
à À, comme dans la forine ordinaire du pont de Wheatstone. 

Dans le cas actuel, la valeur de Q est petite en comparaison de P 
ou de R; si donc nous prenons les points V et V’, de facon que le rap- 
port de R à C soit à peu près égal au rapport de P à À, le dernier 
terme de l'équation s’annule, et nous avons 


F  C 


Le succès de cette méthode dépend, dans une certaine mesure, de la 
perfection des contacts entre les fils et les conducteurs que l’on exa- 
mine, en S, S', Tet T'. Dans la méthode suivante, employée par 
MM. Matthiessen et Hockin (!), on n’a pas à se préoccuper de cette 
condition. 


RQ 


352. Les conducteurs à examiner sont disposés de la façon qui 
vient d’être dite : les attaches sont faites aussi bien que possible, et 
l'on se propose de comparer la résistance de la partie comprise entre 
les repères S, S' du premier conducteur et la résistance de la partie 
comprise entre les repères T, T' du second ( /ig. 36). 


Fig. 36. 





Deux pointes ou deux arêtes vives, faites d'une substance conduc- 


(') Laboratory, Matthicssen et Hockin, Sur les alliages. 
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trice, sont fixées dans un morceau de matière isolante, de facon que 
l'on puisse mesurer exactement la distance qui les sépare. Cet appa- 
reil étant placé sur le conducteur à examiner, ses points de contact 
avec ce conducteur sont à une distance connue SS’. Chacune de ces 
pièces de contact est reliée à un godet de mercure où l’on peut plonger 
une des électrodes du galvanomètre. 

Le reste de l'appareil est disposé comme dans le pont de Wheatstone, 
avec des bobines ou des boîtes de résistance en A et C,un fil PR et 
un contact mobile Q auquel est reliée l’autre électrode du galvano- 
mètre. 

Supposons le galvanomètre relié à S et Q, et soient A, et C, ainsi 
disposés, et la position de Q ainsi déterminée en Q, qu'il n’y ait point 
de courant dans le fil du galvanomètre. 

Nous savons alors que 

XS A+ PQ, 
SY Gr QkR 


XS, PQ, ... étant mis pour représenter les résistances de ces con- 
ducteurs. 
De là nous trons 
XS A+ PQ; 
XY En A+ Gi+ PR 
Relions maintenant à S’ l’électrode du galvanomètre, et transpor- 
tons des bobines de résistance de C en A, jusqu'à ce que nous puis- 
sions établir l'équilibre électrique dans le fil du galvanomètre en -pla- 
cant Q en un certain point Q, du fil. Soient C, et A, les nouvelles va- 
leurs de C et À, soit 


A+ Gi+PR = As+ C+ PR=R. 


Nous avons, comme précédemment, 





XS’ Ao--- PQ; 

XŸ R ? 
d'où 
SS" A3 — A1 + Qi Q 
XY KR 
De même, en mettant l'appareil sur le second conducteur en TT' et 
en transportant encore des résistances, nous aurons, quand l’électrode 
est en T', 
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et, quand elle est en T, 
XT _A;+PQ,. 
XY  _R 
d’où 
TT .: A,—A1— QQ 
XY R 
Nous pouvons donc en tirer le rapport des résistances SS' et TT", 


SS" _ Ar Art QrQ 
TT  A,—A:+ Q:3Q 


Si l'on ne recherche une grande précision, on peut se passer des 
bobines A et C, et alors on trouve 


Lorsqu'on lit la position de Q sur un fil de 1" de longueur, on 
ne peut guère compter sur une approximation supérieure à -L de mil- 
limètre, et la résistance du fil peut présenter des variations considé- 
rables en ses différents points par suite de différences de température, 
de frottements, etc. Si donc on veut obtenir une grande précision, on 
introduit en À et C des bobines de résistance considérable, dont on 
peut déterminer le rapport des résistances plus exactement que le 
. rapport des résistances des parties en lesquelles le point Q partage 

le fil. 

Il y a lieu de remarquer que dans cette méthode l'exactitude des 
résultats ne dépend nullement de la perfection des contacts en S, S’, 
T'et T'. 

Cette méthode peut être appelée méthode différentielle du pont dc 
Wheatstone, car elle repose sur la comparaison d'observations sé- 
parées. 

Une condition essentielle d'exactitude dans cette méthode est que 
la résistance des communications reste la même pendant le cours des 
quatre opérations qui sont nécessaires pour obtenir une détermination 
complète. Aussi doit-on toujours répéter cette série d'opérations dans 
le même ordre, pour découvrir les changements qui auraient pu se 
produire dans ces résistances. 


Comparaison des grandes résistances. 


353. Si la résistance à mesurer est très considérable, on peut com- 
parer les potentiels des difiérents points du système au moyen d'un 


Ot 
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électromètre sensible, tel que l’électromètre à quadrants décrit au 
$ 219. | 

Si les conducteurs dont on doit mesurer la résistance sont placés en 
série et traversés par le courant d’une pile de force électromotrice 
considérable, la différence des potentiels aux extrémités de chaque 
conducteur est proportionnelle à la résistance de ce conducteur. Donc, 
en reliant les électrodes de l’électromètre aux extrémités d’un conduc- 
teur, puis d’un autre, on peut déterminer le rapport de leurs résistances. 

C'est là la méthode la plus directe pour déterminer des résistances ; 
mais elle suppose l'emploi d'un électromètre aux indications duquel 
on puisse se fier, et nous devons être assurés que le courant reste 
constant pendant la durée de l'expérience. 

On peut aussi disposer quatre conducteurs de grande résistance, 
comme dans un pont de Wheatstone, et former le pont lui-même par 
les électrodes d'un électromètre au lieu de celles d’un galvanomètre. 
L'avantage de cette méthode est qu'il n’y a pas besoin d’un courant 
permanent pour produire la déviation de l'électromètre, au lieu que 
le galvanomètre ne dévie que si son fil est traversé par un courant. 


35%. Lorsque la résistance d'un conducteur est si grande, que le 
courant qu'y produit toute force électromotrice dont on dispose soit 
encore trop petit pour être mesuré directement au galvanomètre, on 
peut employer un condensateur pour y accumuler l’électricité pendant 
un certain temps; ensuite, en déchargeant ce condensateur à travers 
un galvanomètre, on peut évaluer la quantité d'électricité accumulée : 
c’est la méthode de MM. Bright et Clark pour essayer les soudures 
des câbles sous-marins. 


355. Mais la manière la plus simple de mesurer la résistance d’un 
pareil conducteur consiste à charger un condensateur de grande ca- 
pacité et à relier ses deux armatures aux électrodes d’un électromètre 
et aux extrémités du conducteur. 

Soient 


E la différence de potentiels indiquée par l'électromètre ; 
S la capacité du condensateur ; 

Q la charge sur chacune de ses surfaces ; 

R la résistance du conducteur; 

x l’intensité du courant qui le traverse, 


on a, d’après la théorie des condensateurs, 


Q = SE; 
Tr. d’'Élect. et de Magn., 1. 35 
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d’après la loi de Ohmn, 
E=R7,; 


d’après la définition de l'intensité, 


dQ 
T = — 7 n 
d'où 
dQ 
—Q=RS 
et 
' 
Q — Que F8, 


Q étant la charge initiale au temps { — o. 
De même 


{ 
E = E,e RS, 


E, étant la première lecture de l’électromètre et E la lecture au 


temps £. 
De là nous tirons 
RE, 

S (logeEo— logeE) 
ce qui donne R en mesure absolue. Dans cette expression, il n’est 
pas nécessaire de connaître la valeur d’une division de l'échelle de 
l'électromètre. 

Si la capacité S du condensateur est évaluée en mesure électrosta- 
tique par un certain nombre de mètres, R est aussi donné en mesure 
électrostatique comme l'inverse d’une vitesse. 

Si S est donné en mesure électromagnétique, ses dimensions sont 

à 


T . 
TL et R est une vitesse. 


Comme le condensateur lui-même n’est pas un isolant parfait, il est 
nécessaire de faire deux expériences. Dans la première, on détermine 
la résistance R, du condensateur lui-même; dans la seconde, celle du 
condensateur ayant ses armatures reliées par le conducteur. Soit R' 
cette résistance. Alors la résistance R du conducteur est donnée par 


l'équation 


Cette méthode a été employée par M. Siemens. 
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Méthode de Thomson (:) pour déterminer la résistance d'un galvanomètre. 


356. Une disposition semblable à celle du pont de Wheatstone 
(fig. 37) a èté employée avec avantage par Sir W. Thomson pour dé- 
| Fig. 37. 


Galrnnomelre. 





A 


terminer la résistance du galvanomètre dont on se sert. Elle a été 
suggérée à Sir W. Thomson par la méthode de Mance (vorr $ 357). 

Comme précédemment, plaçons la pile entre B et C, sur la figure 
du $ 3#7; mais mettons le galvanomètre en CA au lieu de OA. Si 
b3— cest nul, le conducteur OA est conjugué de BC, et, puisqu'il 
n’y a point de courant produit dans OA par la pile placée dans BC, 
l'intensité du courant dans un quelconque des conducteurs est indé- 
pendante de la résistance de OA. Donc la déviation du galvanomètre 
placé en CA restera la mème, que la résistance de OA soit grande ou 
petite. On observe donc si la déviation du galvanomètre reste la 
mème lorsqu'on réunit O et À par un conducteur de faible résistance 
ou lorsqu'on rompt cette communication; et lorsque, par un réglage 
convenable des résistances des conducteurs, ce résultat a été obtenu, 
on sait que la résistance du galvanomètre est 


cY 
b— +, 
Ê 


c, y et 8 étant des résistances de bobines connues. 
Il y a lieu de remarquer que cette méthode n’est point une méthode 





(') Proc. A. S., 19 janvier 1851. 
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de réduction à zéro, si l’on entend par là qu'il ne passe point de cou- 
rant dans le galvanomètre; mais c'est une méthode de réduction 
à zéro, en ce sens que ce que l’on observe est un fait négatif, le fait 
que la déviation du galvanomètre ne change pas quand on établit un 
cerlain contact. Une observation de ce genre a plus de valeur que 
l'observation de l'égalité de deux déviations du même galvanomètre; 
car, dans ce dernier cas, la force de la pile ou la sensibilité du galva- 
nomètre peuvent changer dans l'intervalle des mesures, au lieu que, 
si la déviation reste constante malgré certains changements que nous 
pouvons répéter à volonté, nous sommes sûrs que l'intensité est com- 
plètement indépendante de ces changements. 

On peut déterminer aisément la résistance de la bobine d’un galva- 
nomètre en employant le pont de Wheatstone, à la manière ordinaire, 
et en mettant en OA un autre galvanomètre. Par la méthode que l’on 
vient de décrire, le galvanomètre sert à mesurer lui-même sa propre 
résistance. 


Méthode de Mance (!) pour déterminer la résistance de la pile. 


397. La mesure de la résistance d’une pile qui fonctionne présente 
des difficultés bien plus grandes; car on trouve que la résistance de 
la pile éprouve un changement considérable quelque temps après que 
l’on a changé la force du courant qui traverse cette pile. Dans la plu- 
part des méthodes communément employées pour mesurer la résis- 
lance des piles, il se produit au cours même des opérations de ces va- 
riations dans la force du courant qui traverse la pile, par suite, les 
résultats sont rendus incertains. 

La méthode de Mance ne prête pas à cette objection : la pile est 
mise en BC et le galvanomètre en CA. La communication entre O et B 
est alternativement établie et rompue. 

Or la déviation de l'aiguille du galvanomètre reste constante, quelques 
changements que subisse la résistance de OB, pourvu que OB et AC 
soient conjugués. On peut regarder ce résultat comme un cas parti- 
culier de ce qui a été établi au $ 347, on peut aussi l'obtenir direc- 
tement en éliminant 3 et 8 dans les équations de ce paragraphe; on «à 


alors 
(az—cy)r+(cy+ca+ cb + bay = Ka. 


Pour que y soit indépendant de zx et, par suite, de $, il faut que l'on 


— — 


(') Proc. BR. S., 19 janvier 18:r. 
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ait 
ax = C}. 
On a ainsi la résistance de la pile en fonction de c, + et z. 
Si la condition ax — cY est remplie, le courant qui passe dans le 
walvanomètre est 
E x | 
ch+a(a+b+e) 
ou 
E 
ab+y(a+—b+c) 
Pour nous rendre compte de la sensibilité de cette méthode, suppo- 
sons que la condition 
at —CYŸY 


soit remplie à peu près (/£g. 38), mais non entièrement, et qu'il passe 






Pin 





dans le galvanomètre un courant }, lorsque les points O et B sont 
reliés par un conducteur de résistance négligeable, un courant );, 
lorsque la communication est entièrement rompue entre O et B. 

Pour trouver ces valeurs, nous devons faire $# — o et 5 — dans la 
formule générale de y et comparer les résultats. 

La valeur générale de y est 

cy y + ya 43 
D 

D désignant la mème expression qu'au $ 348. Donnant à 8 les valeurs 
indiquées plus haut, il est aisé de voir que les expressions de 3, et 
de y, sont à peu près 


E, 


c(cy— az)yt 
1(c+2)É 
b(cy—az)r! 

TG HUE 


F + 





y 


550 2° PARTIE, CHAP. XI. — MESURE DE LA RÉSISTANCE, ETC. 
? ? 


De ces valeurs nous tirons 


Yo—Y1 ____A(Cy— az) 


J  1(c+a)a+t) 
Donc la résistance c du conducteur AB doit être égale à &, celle de la 
pile ; « et ÿ doivent être égaux et aussi petits que possible, et b doit 
être égal à « + +. 

Puisqu'un galvanomètre a sa plus grande sensibilité lorsqu'il est 
près de sa position de repos, avant d'établir le contact entre O et B, 
nous ramènerons l'aiguille au zéro au moyen d'aimants fixes. 

Quand on mesure de cette façon la résistance de la pile, aucune 
partie de l'opération ne modifie l'intensité dans le galvanomètre ; on 
peut donc mesurer la résistance de la pile pour toute intensité du 
courant et déterminer comment l'intensité réagit sur la résistance (!). 

Si y est l'intensité du courant dans le galvanomètre, les intensités 
dans la pile seront x, lorsque la clef est abaissée et x; quand elle est 
relevée, où l’on a 


Lo — LB ac TL — un —) 
oral #7) 


la résistance de la pile étant 





et sa force électromotrice 
. c 
E-y[o+c+ 2@+n |. 


La méthode du $ 356, pour déterminer la résistance d’un galvano- 
mètre, ne diffère de celle-ci qu'en ce que les contacts sont établis et 
rompus entre O et À au lieu de Oet B; en échangeant x et B, nous 
oblenons pour ce cas 


doi 8 Cy—bR 
1(Cc+—sUB+7) 


De la comparaison des forces électromotrices. 


358. La disposition suivante, pour comparer la force électromotrice 


(*) Dans le Philosophical Magazine de 1855, t. I, p. 515-525, M. Oliver Lodge 
le signale comme un défaut de la méthode de Mance que, la force électromotrice 
de la pile dépendant de l'intensité du courant dans cette pile, la déviation du 
galvanomètre ne peut ètre la même dans les deux positions de la clef abattue ou 
relevée, si l'équation ax = cy est vraie. M. Lodge décrit une modification de la 
méthode de Mance qu'il a employée avec succès. 
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des systèmes voltaïques ou thermo-électriques que ne traverse aucun 
courant, n’exige qu’une série de bobines de résistance et une pile 
constante. 

Supposons que la force électromotrice E de cette pile soit plus grande 
que celle de l’un ou l’autre des électromoteurs à comparer. En inter- 
posant entre les points À, et B, (/ig. 39) du circuit primaire EB, A,E 


Fig. 39. 


F0 








AH 


une résistance suffisante R,, on peut rendre la force électromotrice 
qui agit de B, vers À, égale à celle de l’électromoteur E;, et si alors on 
relie aux points À, et B, les électrodes de cet électromoteur, il ne 
sera traversé par aucun courant. On placera donc un galvanomètre G; 
dans le circuit de l’électromoteur E;, et l'on réglera la résistance 
entre À, et B, jusqu'à ce que le galvanomètre G;, ne décèle plus de 
courant; on obtient alors l'équation 


E; — RC, 


où R, est la résistance entre À, et B, et C l'intensité du courant dans 
le circuit primaire. 

De même, en prenant le second électromoteur E, et plaçant ses 
électrodes en À, et B,, de facon que le galvanomètre G, ne décèle 


aucun courant 


où R, est la résistance entre A, et B,. Si les observations des galva- 
nomètres G, et G, sont simultanées, la valeur de C, l'intensité dans 
le circuit primaire, est la même dans les deux équations, et l’on 


trouve 
E, __R 


Es Ra 
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De cette manière, on peut comparer les forces électromotrices de deux 
électromoteurs. La force électromotrice absolue d'un électromoteur 
peut être mesurée par la méthode électrostatique avec l’électromètre 
ou par la méthode électromagnétique avec un galvanomètre absolu. 

Cette méthode, dans laquelle il n’y a de courant dans aucun des élec. 
tromoteurs au moment de la comparaison, est une modification de 
la méthode de Poggendorff et est due à M. Latimer Clark, qui a ob- 
tenu ainsi les valeurs suivantes pour les forces électromotrices : 


Daniell I. Zincamalgamé. SO'H + 4Aq volts. 
Solution concentrée de......... SO!:Cu cuivre 1,079. 
» II. » SOtH + 12Aq 
D ....... SO*Cu cuivre 0,978. 
»° III. » SO:H + 12Aq 
» ....... AzZOSCu cuivre 1,00. 
Bunsen I. » SO‘H + 12Aq 
D... AzOSH charbon 1,964. 
» IT. » SO‘H + 12Aq 
DO .…..... AzOSH(!)charbon 1,888. 
Grove » SOtH+ 4Aq 
» so... AzO6H platine 1,956. 


Un volt est une force électromotrice égale à 100000000 unités du 
système centimètre-gramme-seconde. | 


(*) Densité 1,38. 


Cr 
Ot 
© 
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CHAPITRE XIT. 


DE LA RÉSISTANCE ÉLECTRIQUE DES CORPS. 


359. Les différents corps se rangent en trois classes, d’après Îa 
facon dont ils se comportent relativement au passage de l'électricité. 

La première classe comprend tous les métaux, leurs alliages. 
quelques sulfures et d’autres composés renfermant des métaux ; 1l faut 
y ajouter le carbone sous forme de charbon de cornue, et le sélénium 
sous la variété cristalline. 

Pour toutes ces substances, la conduction se produit sans décompo- 
sition ni altération de la matière chimique des corps, ni dans la 
masse, ni aux points où le courant entre ou sort. Dans tous ces corps, 
la résistance augmente à mesure que la température s'élève (1). 

La seconde classe comprend les substances que l’on appelle électro- 
lytes, parce que le passage du courant est accompagné d’une décom- 
position de la substance en deux éléments qui apparaissent sur Îles 
électrodes. En général, les corps ne peuvent être électrolytes qu'à 
l’état liquide; cependant il y a certains colloïdes, tels que le verre 
à 100°, qui sont solides en apparence et qui sont pourtant des élec- 
trolytes. Des expériences de Sir B.-G. Brodie, il semble résulter que 
certains gaz sont susceptibles d’électrolyse sous l'influence d’une force 
électromotrice considérable. 

Pour toutes les substances où la conduction est électrolytique, la 
résistance diminue à mesure que la température s'élève. 

La troisième classe comprend des substances dont la résistance est 
si grande que les méthodes les plus délicates peuvent seules y perce- 
voir le passage de l'électricité : elles sont appelées diélectriques. A 
celte classe appartiennent un grand nombre de corps solides, quelques 
liquides, tels que la térébenthine, le pétrole, la paraffine fondue, etc., 
et tous les gaz et les vapeurs. Le charbon sous forme de diamant et le 
sélénium sous la variété amorphe appartiennent à cette classe. 

La résistance des corps de cette classe est énorme, comparée à celle 





(') La résistance des charbons employés pour la production de la lumière 
électrique décroit quand la température s'élève. . [P.] 
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des métaux. Elle diminue à mesure que la température s'élève. En 
raison de la grande résistance de ces corps, il est difficile de déter- 
miner si le faible courant que l’on peut faire passer au travers est ou 
‘non accompagné d’électrolyse. 


De la résistance électrique des métaux. 


360. Il n’y a point de partie des études électriques pour laquelle on 
ait fait des expériences plus nombreuses et plus soignées que pour la 
détermination de la résistance des métaux. Il est de la plus haute im- 
portance pour les télégraphes électriques que le métal dont sont faits les 
fils ait la plus petite résistance possible : on doit donc faire des mesures 
de résistance pour choisir les matériaux. Si une faute se produit sur 
la ligne, sa position est aussitôt déterminée par des mesures de rési- 
stance; ces mesures, auxquelles tant de personnes sont maintenant 
employées, exigent l’usage de bobines de résistance faites d’un métal 
dont les propriétés électriques aient été étudiées avec soin. 

Les propriétés électriques des métaux et de leurs alliages ont été 
étudiées avec grand soin par MM. Matthiessen, Vogt et Hockin, et 
par MM. Siemens qui ont tant contribué à introduire dans la pra- 
tique journalière l'usage des mesures électriques exactes. 

Des recherches du Dr Matthiessen, il résulte que l'effet de la tempé- 
rature sur la résistance est à peu près le même pour un grand nombre 
de métaux purs; la résistance à 100°C. est à la résistance à o°C. dans 
le rapport de 1,414 à 1, ou de 100 à 50,7. Pour le fer pur, le rapport 
est de 1,645; pour le thallium pur, de 1,458. 

La résistance des métaux a été observée par le Dr C.-W. Siemens (!) 
dans les limites de température plus étendues, s'étendant du point de 
congélation del'eau jusqu’à 35o°C. et, dans quelques cas, jusqu’à ro000°C. 
Il trouve que la résistance croît avec la température, mais que l’ac- 
croissement diminue à mesure que la température s'élève. La formule 
qu'il trouve en accord très exact avec les observations de résistances 
faites à basse température par le Dr Matthiessen et avec ses propres 
observations s'étendant sur un intervalle de 1000°C. est 


1 
r=AaT'-ST+ 7, 


où T est la température absolue comptée à partir de — 273°C. et où 


(') Proc. R. S., 2; avril 1871. 


Qt 
Qt 
ot 
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æ, 8 et y sont des constantes. Ainsi, pour 


4 

Platine..... r = 0,039369T ? + 0,00216407T — 0,2413. 
1 

Cuivre..... r—0,026577T?+0,0031443 T —0,22751. 
1 

Fer........ r—0,072545T?—0,0038133 T — 1,23971. 


Grâce à des données de ce genre, on peut déterminer la température 
d’un four en observant la résistance d’un fil de platine placé dans 
ce four. 

Le D° Matthiessen a reconnu que deux métaux étant combinés pour 
former un alliage, la résistance de l’alliage est, dans la plupart des 
cas, supérieure à la résistance que l'on pourrait calculer d’après la 
résistance des métaux composants et leur proportion. Dans le cas des 
alliages d’or et d'argent, la résistance de l’alliage est plus grande que 
celle de l'or ou de l'argent pur, et, quand les proportions des deux 
métaux sont comprises dans certaines limites, la résistance varie très 
peu pour de légères variations dans les proportions. Pour cette raï- 
son, le D' Matthiessen recommande, comme substance très convenable 
pour reproduire l'unité de résistance, un alliage de deux parties en 
poids d’or pour une partie d'argent. 

En général, les changements de température ont moins d'effet sur 
la résistance électrique des alliages que sur celle des métaux. 

Aussi fait-on les bobines de résistance ordinaires en argent allemand, 
qui présente une grande résistance variant peu avec la température. 

On emploie aussi pour les bobines étalons un alliage de platine et 
d'argent. 


361. La résistance électrique de certains métaux change par le re- 
cuit, et, à moins qu'un fil n'ait été soumis à des épreuves répétées, 
dans lesquelles il a été porté à de hautes températures sans éprouver 
de changement permanent de résistance, on ne peut le considérer 
avec certitude comme un étalon de résistance. La résistance de cer- 
tains fils change avec le temps, sans même qu'ils soient soumis à 
des variations de température. Îl est donc important de déterminer 
la résistance spécifique du mercure, métal qui, étant fluide, a toujours 
la même structure moléculaire, et qui est facile à purifier par distil- 
lation et traitement à l’acide nitrique. Un grand soin a été apporté à 
la détermination de la résistance de ce métal par W. et C.-F. Siemens 
qui l’a proposé pour servir d'étalon. Ces recherches ont été complé- 
tées par celles de Matthiessen et Ffockin. 
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La résistance spécifique du mercure se déduit de la manière sui- 
vante de la résistance mesurée d’un tube de longueur / contenant un 
poids & de mercure. 

Aucun tube de verre ne présente un diamètre égal dans toute sa 
longueur; mais, si l’on introduit dans le tube une petite quantité de 
mercure qui y occupe une longueur À, dont le milieu est à une dis- 
tance x d'un des bouts du tube, l'aire de la section aux environs de 


e C NS Li 
ce point sera $s — 7 où C est une certaine constante. 


Le poids du mercure qui remplit tout le tube est 


w = p sdr—pCs(;) , 


n étant le nombre des points équidistants pris sur la longueur du 
tube pour lesquels on a mesuré À, et p est la masse de l’unité de vo- 
lume. 

La résistance du tube tout entier est 


r r l 
= _— = — À) —; 
R J: dx C (A) n 
r étant la résistance spécifique par unité de volume; d'où 
LE 


œR — reeOE(; ) 53 
et 


ce qui donne la résistance spécifique de l'unité de volume. 

Pour trouver la résistance de l'unité de longueur et de l'unité de 
masse, nous devons multiplier par la densité. 

Des expériences de Matthiessen et I[ockin, il résulte que la rési- 
stance d’une colonne de mercure uniforme, d’une longueur de 1m et 
du poids de 18", est à o°C. de 13,071 ohms; d’où il suit que, sile poids 
spécifique du mercure est 13,595, la résistance d’une colonne de 1" 
de long et de 1% de section est 0,96146 ohms (!). 


362. Dans la Table suivante, R est la résistance en ohms à o°C. d'une 


(') Provisoirement, la valeur de l’ohm légal a été fixée à 1",06 d’une colonne 
de mercure de 1""1 de section, ce qui donne, pour la valeur légale de la résistance 
d'une colonne de mercure de 1°, 0,9422 ohms. [P.] 
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colonne de 1" de long pesant 18", et r est la résistance en centimètres 
par seconde d’un centimètre cube, d’après les expériences de Mat- 
thiessen (1). 


Accrolssement 
de resistance 
Densité. R. r. pour 1°C. 4 20°C. 

Argent.......... 10,50 étiré 0,1689 1609 0,377 
Cuivre.......... 8,95 étiré 0,1469 16j2 0,388 
Or.............. 19,27 étiré 0,4150 2154 0,365 
Plomb. ......... 11,391 comprimé 2,257 19847 0,387 
Mercure......... 13,595 liquide 13,071 96146  o,072 
Or 2, Argent 1... 15,218 étiré ou recuit 1,668 10988 0,065 
Sélénium à r00°C. cristallisé 6 xX10!3 1,00 


De la résistance électrique des électrolytes. 


363. On rencontre dans la mesure de la résistance électrique des 
électrolytes des difficultés dues à la polarisation des électrodes : il 
arrive que la différence de potentiels que l’on observe entre les élec- 
trodes métalliques est plus petite que la force électromotrice qui 
produit réellement le courant. 

11 y a divers moyens de surmonter cette difficulté. Dans certains 
cas, on peut éliminer la polarisation en employant des électrodes 
faites d'une substance convenable, du zinc, par exemple, dans une 
solution de sulfate de zinc. Si l'on donne aux électrodes une surface 
considérable relativement à la section de la partie de l’électrolyte 
dont on doit mesurer la résistance, et si l'on n’emploie que des cou- 
rants de courte durée ayant des directions alternées, on pourra faire 
les mesures avant que le passage du courant ait donné à la polarisa- 
tion une intensité considérable. 

‘nfin, si l’on fait successivement deux expériences, dans l’une des- 
quelles le courant a à parcourir dans l'électrolyte un chemin bien plus 
long, que dans l’autre, et, si l’on règle la force électromotrice de façon 
que l'intensité effective et la durée du passage du courant soient à peu 
près les mêmes dans les deux cas, on peut éliminer entièrement l'effet 
de la polarisation. 


36%. Dans les expériences du D° Paalzow (?), les électrodes avaient 
la forme de grands disques, placés dans des vases plats, séparés, ren- 
fermant l’électrolyte, entre lesquels la communication était établie 


—_——— -— 


(') Phil. Mag., mai 1865. 
(?) Monatsbericht, Berlin, juillet 1868. 
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par le moyen d’un long siphon rempli de l’électrolyte et plongeant 
dans les deux vases. On employait deux de ces siphons de longueurs 
différentes. 

R, et R, étant les résistances observées pour l'électrolyte dans ces 
siphons, les siphons étaient remplis de mercure et l'on trouvait alors 
R' et R, pour leurs résistances. 

Alors on trouverait le rapport de la résistance de l’électrolyte à la ré- 
sistance d’une masse de même forme de mercure à o°C. par la formule 


__R;—R; 
— RER, 
_ Pour déduire des valeurs de p la résistance d'une longueur de o"“,o1 
ayant une section de 11, nous devons multiplier par la valeur de r 


pour le mercure à o°C. (voir $ 361). 
Voici les résultats donnés par Paalzow : 


Mélanges d'acide sulfurique et d’eau. 


Résistance comparée 


au mercure. 
SO*H2................... 15°C. 96950 
SO*H? + 14H20........ 19°C. 14157 
SO'H? + 13H20........ 22°C. 13310 
SO:H? + 499H20........ 22°C. 184773 
Sulfate de zinc et eau. 
SOtZn +— 23H20........ 23°C. 191400 
SO*Zn + 24H20........ 23°C. 191000 
SO*Zn + 105H20........ 23°C. 354000 
_Sulfate de cuivre et eau. 

SO*Cu + 45H20........ 22°C. 202410 
SO*Cu — 105H20........ 22°C. 339341 
Sulfate de magnésium et eau. 
SO*Ms+ 3,H20........ 22°C. 199180 
SO* Mg + 107H10........ 22° C. 32600 
Acide chlorhydrique et eau. 

HCI+ 15H20........ 23°C. 13626 
HCI + 5001120........ 23°C. 866;9 


365. MM. F. Kohlrausch et W.-A. Nippoldt (‘) ont déterminé la 





(') Pogg. Ann., vol. CXXXVIII, p. 286, octobre 1869. 
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résistance de mélanges d’acide sulfurique et d’eau. Ils employaient 
des courants magnéto-électriques alternés, dont la force électromo- 
trice variait de {+ à ;} d'éléments Grove; puis, au moyen d’un couple 
thermo-électrique cuivre-fer, ils ont réduit la force électromotrice 
à 55% de Grove. Ils ont trouvé que la loi de Ohm s'applique à 
l'électrolyte dans tout l'intervalle de ces forces électromotrices. 

La résistance est minimum pour un mélange contenant environ À 
d'acide sulfurique. 

La résistance de l'électrolyte diminue à mesure que la température 
s'élève. La proportion dans laquelle la conductibilité augmente pour 
un accroissement de 1°C. est donnée par la Table suivante : 


Résistance des mélanges d’acide sulfurique et d’eau à 22°C., 
en fonction du mercure à 0° (Kohlrausch et Nippoldt). 


Accroissement 


Proportion Resistance de conductibilité 
Densité à r8°,5. de SO‘H1. à 22° (Hg =). par degrc C. pour 

0 ,9985 0,0 746300 0,47 

1,00 0,2 465100 ‘ 0,47 

1,0504 8,3 34530 0,653 
1,0989 14,2 18946 0,646 
1,1431 20 ,2 14990 0,799 
1,2045 28,0 13133 1,317 
1,2631 35,2 13132 1,259 
1,3163 41,5 14286 1,410 
1,3547 46,0 15562 1,674 
1,3994 50 ,4 17726 1,582 
1,4482 55,2 "20796 1,417 
1,5026 60,3 25574 | 1,794 


De la résistance électrique des dieélectriques. 


366. On a fait un grand nombre de déterminations de la résistance 
électrique de la gutta-percha et des autres matières qui servent d’iso- 
lants dans la fabrication des càbles télégraphiques, afin de se rendre 
compte de la valeur de ces corps comme substances isolantes. 

Généralement les essais se font après que la matière a servi à re- 
vêtir le fil conducteur : on prend le fil pour une des électrodes et l’eau 
d’une cuve dans laquelle le câble est plongé pour l’autre électrode. 
On fait ainsi passer le courant à travers l'enveloppe cylindrique faite 
de matière isolante, enveloppe qui présente une grande surface et peu 
d'épaisseur. 

On a reconnu qu’au moment où la force électromotrice commence 
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à agir, l'intensité indiquée au galvanomètre n’est pas du tout con- 
stante. Naturellement le premier effet produit est un courant passager 
de grande intensité, qui apporte toute la quantité d'électricité néces- 
saire pour charger les surfaces de la matière isolante, la distribution 
superficielle de l'électricité correspondant à la force électromotrice. 
Cette intensité initiale est donc une mesure, non de la conductibilité, 
mais de la capacité de la couche isolante. 

Mais, même après que l’on a laissé tomber ce premier courant, le 
courant qui subsiste n’est pas constant et n'indique pas la conducti- 
bilité vraie de la substance. On a reconnu que le courant continue de 
décroitre pendant au moins une demi-heure, de sorte qu'une détermi- 
nation de la résistance faite d’après l'intensité donne une valeur plus 
grande si l’on a laissé passer un certain temps que si l'on a fait la 
mesure aussitôl après avoir mis la pile. 

Ainsi, pour la composition isolante de Hooper, la résistance au bout 
de dix minutes était quatre fois, et la résistance au bout de dix-neuf 
minutes était vingt-trois fois la résistance observée à la fin de la pre- 
mière minute. Si l’on renverse le sens dans lequel agit la force élec- 
tromotrice, la résistance tombe aussi bas ou plus bas que la première 
fois et remonte ensuite graduellement. 

Ces phénomènes semblent dus à un état de la gutta-percha que, 
faute d’un meilleur nom, nous pouvons appeler polarisation, et que 
nous pouvons comparer, d’une part, à celui d'une série de bouteilles 
de Leyde chargées en cascade, d'autre part, à celui d’une pile secon- 
daire de Ritter (vorr $ 271). 

Si un certain nombre de bouteilles de Leyde de grande capacité 
sont reliées en série par des conducteurs de grande résistance (ainsi, 
des fils de coton humide dans les expériences de M. Gaugain), une 
force électromotrice agissant sur la série produit un courant qui est 
indiqué par le galvanomètre et qui diminue graduellement, jusqu'à 
ce que les bouteilles soient entièrement chargées. 

La résistance apparente d’une pareille série augmente donc, et, si 
le diélectrique des bouteilles est un isolant parfait, elle augmente 
sans limites. Si l'on supprime la force électromotrice et que l’on relie 
les deux bouts de la série, on observe un courant de sens inverse 
dans lequel la quantité totale d'électricité est la mème que dans le 
courant direct si l'isolement est parfait. On observe des effets ana- 
logues dans les piles secondaires, avec cette différence que l'isolement 
final n’est pas aussi bon et que la capacité par unité de surface est 
énormément plus grande. 

Dans le cas d’un câble couvert de gutta-percha, on trouve que la pile 
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ayant été ainsi mise pendant une demi-heure et le fil étant ensuite 
relié à l’électrode extérieure, il se produit un courant de sens inverse 
qui dure quelque temps et ramène peu à peu le système à son état 
initial. 

Ces phénomènes sont de la même nature que ce que l'on appelle 
décharge résiduelle des bouteilles de Leyde; mais la polarisation est 
bien plus considérable dans la gutta-percha, etc., que dans le 
verre. 

Cet état de polarisation paraît être une propriété dirigée de la 
matière; car, pour qu'il se produise, il faut non seulement une force 
électromotrice, mais encore le passage, par déplacement ou de quelque 
autre manière, d'une quantité considérable d'électricité, et ce passage 
demande un temps considérable. Lorsque l'état de polarisation s’est 
établi, il donne lieu à une force électromotrice intérieure de sens 
inverse qui dure jusqu’à ce qu'il se soit formé un courant inverse 
où la quantité totale d'électricité est égale à celle du premier cou- 
rant, ou jusqu'à ce que l’état de polarisation se soit dissipé lentement 
par une véritable conduction à travers le diélectrique. 

Toute la théorie de ce que l’on appelle la décharge résiduelle, 
l'absorption de l'électricité, l'électrification ou la polarisation mé- 
rite une étude attentive qui conduira sans doute à d'importantes dé- 
couvertes relatives à la structure intérieure des corps. 


367. Pour le plus grand nombre des diélectriques, la résistance 
diminue à mesure que la température s'élève. 

Ainsi, la résistance de la gutta-percha est environ vingt fois plus 
grande à o°C. qu'à 24°C. MM. Bright et Clark ont trouvé que la for- 
mule suivante représente bien les résultats de leurs expériences. Si r est 
la résistance de la gutta-percha à la température de T°C., la résistance 
sera, à la température T + £, 


R=7r.0,8858t, 


mais le facteur varie entre 0,8878 et 0,9. 

M. Hockin a vérifié ce fait curieux que c’est seulement quelques 
heures après avoir pris sa température que la gutta-percha présente 
la résistance correspondante. 

La température a une action moins marquée sur la résistance du 
caoutchouc que sur celle de la gutta-percha. 

La résistance de la gutta-percha augmente beaucoup par la pres- 
sion. 

Tr. d'Électr. et de Magn., I. 36 
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Voici la résistance en ohms de 1"° des sortes de gutta-percha em- 
ployées pour différents câbles (1). 


Noms des câbles. 


Mer rouge................. 0,267 x 1012 à 0,362 = roi 
Malte-Alexandrie. ...... .. 1,23 X 1013 
Golfe Persique............. 1,80 % 1012 
Second câble atlantique..... 3,42 X 1013 
Hooper, golfe Persique.... 74,7 x rott 
Gutta-percha à 24°C. ...... 3,53 %X 1011 


368. La Table suivante, calculée d’après les expériences de M. Buff 
décrites au $ 271, donne la résistance en ohms de 1"° de verre à dif- 


férentes températures. 


Températures. . Résistances. 
200°C......... ...1.......... 227000 
250.......................e. 13900 
300.......................... 1480 
350.......................... 1035 
400.......................... 735 


369. M. C.-F. Varley (*) a étudié récemment les conditions du pas- 
sage du courant dans les gaz raréfiés; il a trouvé que la force électro- 
motrice E comprend une constante E, et une partie dépendant de l'in- 
tensité conformément à la loi de Ohm. 

E — Eo -- RC. 


Ainsi il fallait une force électromotrice équivalente à celle de 323 élé- 
ments Daniell pour que le courant commencàt à passer dans un cer- 
ain tube; mais il suffisait d’une force électromotrice de 304 élé- 
ments pour entretenir le courant. L’intensité du courant, mesurée au 
“alvanomètre, était proportionnelle au nombre des éléments en sus 
de 304. Ainsi, pour 305 éléments la déviation était 2; elle était 4 
pour 306, 6 pour 307, et ainsi de suite, jusqu à 380 ou 304 + 76, pour 
lequel la déviation était de 150 ou de 96 X 1,97. 

De ces expériences, il ressort qu'il y a une sorte de polarisation des 
électrodes dont la force électromotrice est égale à celle de 304 élé- 
ments Daniell, et que, jusqu'à concurrence de cette valeur, la pile 
ne sert qu'à établir cet état de polarisation. Lorsque la polarisation 
maximum est établie, l’excès de la force électromotrice sur celle de 
304 éléments Daniell sert à entretenir le courant, d’après la loi de Ohm. 


(*) JExkix, Cantor lectures. 
(*) Proc. R. S., 12 janvier 1871. 
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La loi des intensités dans les gaz raréfiés est donc tout à fait sem- 
blable à la loi des intensités dans les électrolytes, où nous avons dû 
tenir compte de la polarisation des électrodes. 

À ce sujet se rattachent les résultats de Thomson, donnés au $ 57 : 
d'après lui, la force électromotrice nécessaire pour produire une 
étincelle dans l'air est proportionnelle, non à la distance, mais à la 
distance plus une quantité constante. La force électromotrice qui cor- 
respond à cette quantité constante peut être regardée comme repré- 
sentant l'intensité de la polarisation sur les électrodes. 


370. MM. Wiedemann et Rühlmann ont récemment (!) étudié le 
passage de l'électricité dans les gaz. Le courant était fourni par une 
machine de Holtz, et la décharge avait lieu entre des électrodes sphé- 
riques, à l’intérieur d’un vase métallique contenant le gaz raréfié. La 
décharge était, en général, discontinue, et l'intervalle compris entre 
deux décharges se mesurait au moyen d’un miroir tournant monté 
sur l’axe de la machine de Holtz. On observait l’image de la série de 
décharges au moyen d’un héliomètre à objectif divisé, réglé de façon 
que l'image d’une des décharges coïncidät avec l’autre image de la 
décharge suivante. On a obtenu par cette méthode des résultats très 
concordants. On a trouvé que la quantité d'électricité qui passe dans 
chaque décharge est indépendante de la force du courant et de la 
substance des électrodes, mais qu’elle dépend de la nature et de la 
densité du gaz, et de la distance et de la forme des électrodes. 

Ces recherches confirment le fait énoncé par Faraday (*), que la 
tension électrique nécessaire pour que la décharge disruptive com- 
mence à se produire sur la surface électrisée est un peu moindre 
pour les charges négatives que pour les positives, mais que, la dé- 
charge se produisant, il passe bien plus d'électricité à chaque décharge 
lorsque celles-ci commencent sur la surface positive. Ces faits viennent 
aussi à l'appui de l'hypothèse émise au $ 57, que la couche de gaz 
condensée à la surface de l’électrode joue un rôle important dans le 
phénomène, et ils indiquent que cette condensation est la plus grande 
sur l’électrode positive. 


‘) Berichte der Kônigl. Süchs. Gesellschaft, 20 octobre 1871. 


(") 
(*) Exp. Res., 15v1. 
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